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Zur Theorie der Kriimmungsmittelpunktsflachen. 
Von 


R. v. Lintenruan in Bonn. 


Die folgenden Entwicklungen beziehen sich auf die Kriimmungs- 
verhiltnisse der Kriimmungsmittelpunktsflichen. Es wird sich zeigen, 
dass hier die Methoden, welche in den ,, Untersuchungen zur allgemeinen 
Theorie der krummen Oberflichen und geradlinigen Strahlensysteme“ 
(Bonn 1886) auseinandergesetzt sind, grosse Vortheile gewihren. Um 
diese Methoden anwenden zu kénnen, hat man vorauszusetzen, dass 
sowohl die betrachtete Fliiche selbst wie eine jede ihrer beiden Kriim- 
mungsmitielpunktsfliichen weder eine Kugel noch abwickelbar sei, Die 
genannten Untersuchungen sollen einfach mit ,,1I% citirt und die dort 
angewandten Bezeichnungen auch hier benutzt werden. 


§ Ll. 
Formeln fiir die erste Kriimmungsmittelpunktsfliche. 


Die Coordinaten der Punkte eines reguliren Fliichenstiicks, das 
weder abwickelbar sein noch einer Kugel angehéren darf, nennen wir 
x,y, #; mit X, Y, Z bezeichnen wir die Richtungscosinus der Fliichen- 
normalen, mit @,, @, die beiden Hauptkriimmungsradien fiir ein reguliires 
Fliichenelement, wo @, > @, sei. Die zu og, gehérende Kriimmungs- 
mittelpunktsfliiche heisse die erste, ihre Coordinaten seien 2’, y’, 2’: 


b] 


die zu @, gehdrende heisse die zweite, und ihre Coordinaten seien 


a’, y”, 2’. Man hat dann: 
a=ma+oX, y=y+o¥, ¢=2+ 0,2. 
Nun ist nach UU. 3) 8. 16: 
dz = — 9,A,(VL cos « dp + YN cos (6— y) dq) 
— 9,A, (VL sin 6 dp + YN cos (6—g)dgq), 
und nach UW. 2. u. 3., 8. 9: 
aX = A,(VL cos 6 dp + YN cos (6 — p) dq) 
+ A,(/L sin 6 dp + YN sin (6 —@) dQ), 
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somit wird: 


da’ = (9,—@) A, (VL sin odp + YN sin (6 —¢) dq) + Xdo,, 


ebenso : 
dy’ = (e,—,) B, (VL sin odp + YN sin (6 ——) dq) + Ydo,, 
dz’ = (9,—@,) C,(YL sin odp + YN sin (6 —q) dq) + Zdg,. 


Hieraus folgt, wie es auch geometrisch offenbar ist, dass A,, B,, C, — 
Richtungscosinus der Tangente der zu g, gehdrenden Kriimmungs- 
linie — die Richtungscosinus der Normalen unserer Fiche sind. 

Zuniichst sind die Bedingungen zu entwickeln, unter denen das 
betrachtete Stiick der Fliiche (a’ y' 2’) weder in eine Curve ausartet, 
noch abwickelbar ist, noch endlich einer Kugel angehdrt. 

Die auf die Fliiche (a y' 2’) bezogenen Gréssen HL, F, G, L, M, 
N, 9, 0’, 0” mégen der Reihe nach mit #,, fF, G,, L,, M,, N,, 9,, ' 
0,’, 0,” bezeichnet werden. Man erhialt dann: : 


(1) 





_— Oo, \2 
E, = (@,—@)? L sin? 6 + (5%) , 
a si 
= (0,—,)*V LYN sin sin (6 — gq) + = gen ’ 
0 
= (0,—0,)* N sin? (6—q) + € ey, 


5 G, —- F,? = (eo, —@,)* = cet YN sin (6 —) — ses VL sins). 


(2) | 





Op 


Es artet daher unsere Fliiche in denjenigen Theilen in eine Curve 
aus, fiir welche die Gleichung: 
(3) oe VN sin (6—q) = ces VL sin 6 
besteht. 


Um die Bedingung der Abwickelbarkeit zu finden, betrachten wir 
zuniichst das System (11. 8. 18 und 19): 


A, 4B, 4+ 0, = 0 





1 Op ? 
0A oB io 
A, Op + B, .y + C, 1=—— 7, 
0A, aB, je _ sr 
x + Y > Z : VL cos G, 
wo: . 
.. = m oVN 
T, — 96-9) sg ep 
op VN sin » 


gesetzt ist. Aus demselben folgt: 
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“ =— 7,A, —XyLoose, 

(4) a = — 7,B,— YyLcos o, 
a T,C, — ZV Leose, 
op 


Ebenso me aus dem System: 
= 





a ; a 7. jo 
A, 4 4B, Oh 46, 29 1, 
r OA , ec 
x a + } in + Z dq ened VN cos (—9), 
wo: 
OVN inne aVvL 
i da , ww é 
. ; 04g 7. VL sin @ 
gesetzt ist: 
0A EY, 
0 = — T,A,— XYN cos (6—q), 
(5) oe = — T,B, — XYN cos (6—gQ), 
a0 
2a = — T,C,— ZN cos (6 —q). 
Da nun: 
A B C, 
L, = (SY) + Gh + Gd, 
_ 04, 04, , OB, /* * ac, 
= Op oq + Op + aq? 


0A,\? B ac, 
N, = oa) + amy 4 (2 a 
L, = T,? + L cos’ oe, 
M, = T,T,+VLYN cos 6 cos (6— 9), 
N, = T,? + N cos? (s—q), 
L,N, — M? = (2, L cos 6 — T, YN cos (6 — 9)” 


aVL sin > aVN sin 9) ) 
oq op 


so wird: 


(6) 





Unsere Fliiche ist daher in denjenigen ihrer Theile abwickelbar, fiir 


welche die Gleichung: 


(7) aVLsine _ @VNsin(6—q) 
é4q xe 
besteht. ™ ‘ 


sf ee Hoppe stellt im 63' Bd. d. Arch. die Behauptung auf, dass die 
Kriimmungsmittelpunktsflichen von nicht abwickelbaren Flichen niemals, hingegen 


1* 
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Da endlich: 





; 
cmd OA, ea’ OB, oy ac, oz’ 
= op ap + Op ap + Op ap’ 
_q’ — 2A dx OB, dy aC, de dA, Oa’ aB, dy’ 
> ioe op 04 + Op oq + Op oq 0q Oop + oq Op 
aC, ag 
+ : ‘ am ? 
Og Op 
i e @... OA, Ox + OB, cy rs og, or 
ae oe oq = 04@ oq eq’ 


so erhalten wir: 


0, = 7T;(0,—0,)VL sine + so VL cos G, 
0, = 7,(e,—@,)V N sin (6 — g) + A VL cos 6 
= T,(e,—@.)VL sin 6 + on VN cos (6— gq), 


0," 7, (e,—e2)V'N sin (6—) + “VN cos (6—9), 


(8) 





wobei bemerkt werde, dass aus der Gleichsetzung der beiden Ausdriicke 
fiir 0,’ die erste der beiden Beziehungen 1. 9) 8. 18 hervorgeht. 

Die Bedingung, unter welcher der betrachtete Fliichentheil einer 
Kugel angehdrt, lisst sich bekanntlich so schreiben: 

(9) E,: F,: G, = 0, : 6,’ : 8,”, 
sodass wir in Gemiissheit mit unseren Voraussetzungen annehmen 
diirfen, dass weder (3) noch (7) noch (9) besteht. 

Jetzt sind wir berechtigt, die Darstellungen 11. (3) 5. 16 auch fiir 
die Fliche (a y' 2’) zu bilden. Bezeichnen wir daher die auf diese 
Flichen bezogenen Gréssen A,, B,, C,, A,, B,, C., 0:, Q., 6 und 
gy der Reihe nach mit A,’, B,’, C,’, A,’ B,’, C,', 6 und g’, so entsteht: 





da = — 9,' Aj (VL, cos o dp + YN, cos (6 —q’) dq) 
— 0,’ A,’ (VL, sin 6 dp +N, sin (6 —g’) dq), 

(10) dy = — 9, B, (VI, cos o' dp +N, cos (6 — 9g’) dq) 
— 0, B, (VL, sin o dp + YN, sin (6 —q’)dq), 

dz’ = — oe, CO; (YL, cos o dp +N, cos (6 —q’)dq) 

. — 0, C, (VL, sin o dp + YN, sin (o’ — gq’) dq). 





von abwickelbaren Fliichen stets abwickelbar seien. Der letzte Theil dieser Be- 
hauptung ist richtig, was schon von Herrn Weingarten Journal fiir r. u. a. Math. 
Bd. 59, 8.393 ausgesprochen ist. Der erstere hingegen gilt fiir die von Monge 
behandelten I’liichen, bei denen die eine Kriimmungsmittelpunktsfliiche eine Kugel 
ist, und fiir die Canalfliichen mit kreisférmigem Querschnitt jedenfalls nicht. 








von 





Fe See 


(11) 


und 


(13) 


Mit 


(14) 





sodann: 
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Die Vergleichung der Coefficienten von dp auf den rechten Seiten 


(1) und (10) liefert die Beziehungen : 
(0; —@) A, VL sin 6 + X oes = — @, A; VL, cos & 
— @, A, VL, sin &, 
(¢:—@2) By L sin 6 + ¥ 2% = — 9, By VL, 08 of 
— 0, B,/ VL, sin &, 
eet as i tna 
(9 Une 0») C, VL Sil 0 + Z 2p === @, C; VL, cos 6, 





— ¢,' 0; VI, sin 
die Vergleichung der betreffenden Coefficienten von dq ergiebt: 


(0, —@,)4,VN sin (6—g) + X a =— 0,’ A, VN, cos(o’—q’) 
— 9, A, VN, sin (o'—q’), 
(0, —@)B, YN sin (6—g) + Y oe ~ 9, By VN, cos (6—g’) 
—o, B, VN, sin(o—q’), 
(¢:—@2) GN sin (0—@) + Z %% ——0,' C/N, c08(o'—g') 
— 9, C,' VN, sin (6'—q’). 





Ebenso liefert die Anwendung von U (2) und (3) S. 9: 


dA, = A; (VT, cos 6 dp + YN, cos(o’ —q’) dq) 
+ A, (YL, sin o dp + YN, sin(o —q’) dq), 

dB, = B, (VL, cos o dp + YN, cos(o’— gy’) dq) 
+ B, (VI, sin o’ dp + Y/N, sin(o’ — g’)dq), 

dC, = O/ (V L, cos o' dp + YN, cos(o’ — g’) dq) 
+ 0, (YL, sin o'dp + YN, sin(o’— g’) dq). 


Riicksicht auf (4) und (5) folgt aus diesem System zuniichst: 





—T,A,—XYL cos 6 = YL, (A, cos o + A,’ sin o'), 
—7,B,—YVYL cos 6 = YL, (B, cos o +B, sin 0’), 
—T,C,—ZYL cos 6 = VL, (C, cos o' + C,’ sino’), 
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— T,A,— XYN cos (6 —q) 
= VN, (A,’ cos (6’ — g’) + A,’ sin (o’ — g’) dq), 

— T, B, — YYN cos (6— 9) 
= VN, (B,' cos (6 — g’) + B,’ sin (6 —q’) dq), 

—T,C, — ZYN cos (6— gq) 
bes VN, (C,' cos (6 —g’) + C, sin (6 — 9’) dq). 
Multiplicirt man die Gleichungen (14) zuerst mit @,', dann mit 9,’ 
und addirt sie jedesmal zu den entsprechenden Gleichungen (11), be- 
handelt man ferner in derselben Weise die Gleichungen (15) und (12), 
so entstehen vier Systeme, welche siimmtliche Mittel enthalten, die 


zur Untersuchung der Kriimmungsverhiiltnisse unserer Fliichen erfordert 
werden. Die auf die X-Axe bezogenen Gleichungen dieser Systeme sind: 


(16) A, {(¢,—@,) VL sino—e, 7, + X} A ~ oe VL cos 6 
— (@y —0,) Aj VL, cos 0, 

(17) Ay \(¢,—@,) /L sin o—o,' 7,}-+ X} ee —~ 0,VL cos of 
= (0; —@,) Ay’ VL, sin 6’, 


(15) 





(18) A, }(e,~ @.)V N sin (6 —¢) — @,' T,; + x} ce. _o YN cos(6—p)} 


o”g 


= (0,'—@,') A; VN, cos (o' —q’), 
(19) A, {(e,-@.) VN sin (o— 9) — 9,’ 24] +.X}5"" — oy / Neos (o—g){ 
= (¢'—@.') Ay VN, sin (0' — 9’), 


aus denen die auf die Y- resp. Z-Axe bezogenen dadurch hervorgehen, 


dass man statt A,, X, A’ setzt B,, Y, B’ resp. C,, Z, C’. 


§ 2. 
Formeln fiir die zweite Kriimmungsmittelpunktsfliche. 


Nennen wir die Coordinaten der zu e, gehérenden Kriimmungs- 
mittelpunktsfliche 2”, y’, 2”, so besteht: 


a’ =a+o,X, y =y+o,Y, 2 =—2+,Z, 
woraus sich, wie vorhin ergiebt: 
[a#'—=(e—-ev) A, (VL cosodp+yN cos(o — p)dq)+ Xde,, 
(1) \ dy’ =(e.—o,)B, (VL cosodp+YyN cos (6 —q)dq)+ Yde., 
ur =(e,—9,) C, (VL cosodp+-YN cos (6—g) dq)+Z do,. 
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Hiernach sind A,, B,, C, die Richtungscosinus der Normalen unserer 
Fiche. 
Die auf die Fliche (2”, y’, 2”) bezogenen Grossen LE, F, G, 0, 0’, 
0", L, M,N sollen der Reihe nach mit E,, F,, G,, 8, 6,’ 8,” ; ya 
Mu, », V, bezeichnet werden. Dann wird zuniichst: 
E, = (@,—9,)? L cos? o + (8%) 
I, a uma —_ Ce. Qo Cee 
(e,—@,)*» V LYN cose cos (6 ele Op Oa”? 
= (@,—@,)* N cos*(6 —g) +(3 * 


E,G, — F? = (9,—@,)° “ee p V Neos(o ~ ?)— an VL cose) ‘ 


(2) 





Unsere Fliiche artet daher in denjenigen ihrer Theile in eine Curve 
aus, fiir welche die Gleichung: 


‘ O@e —— Cee mee 
(3) Op VN cos (6 —@g) 34 VL cos 6 
besteht. 
Ferner ergiebt sich: 
(4) hd = 7,A,— XyLsine, 
und: 
5 0 A, qj f 
(5) = T,A,-— XY N sin (6—g), 


sodass wir erhalten: 

L, =T,;? + L sin’ 6, 

M, =T,T,+VLYN sin o sin (6 —g), 
N, = T,? + N sin? (6 — g), 


L,N, — M,? = (7, Lsin 6 — T,YN sin (6 — p))* 


‘ _ (a cos(o—g) OVE ome)’ 
— op 0g 





Unsere Iliiche ist daher in denjenigen ihrer Theile abwickelbar, fiir 
welche die Gleichung: 
(7) aVN cos (6—@) __ aVvL cos 6 
Op oq 
besteht. 





SS 
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Endlich wird noch: 
0, = (e,—@,) 7, VL cos 6 + on VL sin , 
0,’ = (¢,—@2) Ty VL cos 6 + 6% YT sin (6 9), 


(8) : 
= (e,—@,) 7, VN cos (6 — p) + = VL sin o, 





0,” = (0,—@2) Ty VN cos (o—g) + S/N sin (5g). 
Die Gleichsetzung der beiden Werthe von 0,’ ergiebt die zweite Be- 
ziehung in 1. 9), 8. 18. 

Der betrachtete Theil unserer Fliiche gehért einer Kugel an, wenn 
(9) E,: F,: G, = 0, : 0,': 0,”. 
Unter der Voraussetzung, dass weder (3) noch (7) noch (9) besteht, 
erhalten wir jetzt, wie im § 1, eine zweite Darstellung der Differentiale 
da’, dy’, dz", dA,,dB,, dC, mit Hilfe der auf die Fliiche (x”, y’, 2”) 
bezogenen Gréssen A,, B,, C,, A,, B,, C,, @;, 2,6 und g, welche 
der Reihe nach mit A,”, B,”, C,’, A,”, B,”, C,”, 0”, 0”, 6" und ” 
bezeichnet werden mégen. Danach ergeben sich, wie im § 1, vier 
Systeme, in denen die auf die X-Axe bezogenen Gleichungen folgende 
Gestalt haben: 


(10) A,{/L cos (9, ~@,) +02" T,} +X |S — 9," VLsin of 
=(0,"”—9,")A,"V L, coso”, 
(11) A, {/L cose(e,—@,)+0,"7,} +X} oo —e,"VLsino| 
=(0;"—@,") A," V L, sin 0”, 
(12) A, {(e,—e,)VN cos(6—g) +e," 7} 
+X oe ~ en" VN sin(o—)| =(0,” —0,") Ay” VN, cos (6"—@"), 
(13) A, {(9,--@,)VN cos (6 — gy) +@," 7} 
+X} ce — 0," Nsin(6 — 9); =(9,” — 02") Ay" VN; sin(o” — 9’). 


§ 3. 
Gleichung der Hauptkrimmungsradien und Kriimmungslinien. 
Multiplicirt man im § 1 die durch die Gleichung (16) sowie (18) 
vertretenen Beziehungen der Reihe nach mit A,’, B,’, C,' hingegen 


die durch die Gleichungen (17) und (19) vertretenen Beziehungen der 
Reihe nach mit A,’, B,', C,’ und addirt jedesmal, so erhiilt man: 











| 
| 
| 
| 








a ee 
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((@, 9.) VL sino — 9, T,} 2A, A,’ 
+ a — 0,’ VL cose} =XA, = 0, 
(1) | 
{(e, — 0.) VN sin(6— @) —- 0, T,} SA, A,’ 
-+ 3 —o, VN cos (6 — 9) 2XA, =0, 


{(@, 9.) VL sin o—@,'T,} 2A, A,’ 
+ 2 —o; VL cos 6| 2XA/=0, 
{(0, ? e,) VN sin (6 — gm) — 0, T,} 2A, A, 


fe fn —o, VN cos(6—g)} 2XA, = 0. 


(2) 





Man sieht aber, dass weder 2A,A,’ und YX4A,', noch 2 A,A,’ und 
2 XA,’ gleichzeitig verschwinden kénnen. Wiire z. B. 2A, A,’ gleich 
Null, so hatte man: 
Aj=X, BJ=Y, C,—2Z, 

sodass 2 XA,’ gleich 1 wiirde. 

Es muss daher sowohl die Determinante der Gleichungen (1) wie 
diejenige der Gleichungen (2) verschwinden, d. h. aber g,' und @,' sind 
die Wurzeln der Gleichung: 


(3) {(¢,—e.)VL sin 6— oT} } oC —¢' VN cos (6—g) 


= {(@,— 0.) VN sin(o—g) —@’ 7} oe Q VL cos of =0, 


op 
oder: 
(4) { T, VL COS G - T; VN COs (6 9)} @? 
1 88 7 88 — enV Hain 


+(e,— 0.) { 42 YN sin(o—q) — 2% YL sin o} = 0. 


In derselben Weise erhilt man als Gleichung der Hauptkriimmungs- 
halbmesser der Fliiche (2, y’, 2”) die folgende: 


(5) {Z,VLsine—T7,YN sin (6 — —)} 0"? 


m O m Oo TSW .: ” 
—{T, ~—sfeaatad i t(e- 9, V LYN sin ole 


+ (@. — 0) } on V L cose -- “ VN cos(o— 9) = (), 





4 
| 
} 


ea 


ty 


i 
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Die beiden Ausdriicke fiir 0,’ in (8) §1 und 6,’ in (8) §2 liefern 
die Beziehungen: 


T',V L cos 6 — T,V N cos (6—@) 
1 v7] ° 0 iP 

1, Lsin 6 — T,/N sin (6 —Q) 
1 


= : om VVL cos 6 —- oe VN cos (o—g)} - 
\ Q1 — 2 





Bezeichnen wir daher das at der Fliche (2’, y’, 2’) mit 
k,, das der Flache (a”, y’, 2”) mit k,, so erhalten wir: 


A VL sin 6 — oe VN sin (6-9) 
k,=- : 
(@1— @2)* {20 Oe VL sin re — VLs sin ot 


j 


See VL cos 6 — © can VN cos (6 —) 


k, = — —* 
. —@,)? {2 ener: - ot VLcose\ 
Die beiden letzten Ausdriicke gestatten einen Schluss in Betreff der- 


jenigen Flaichen , bei welchen ein Hauptkriimmungsradius eine Function 
des anderen ist. Hat man: 


eQ= f(@1); ‘ 
so wird: 
ae: ae se. > 
: (@:—@2)*? ’ (@1— @2)* f (@) ’ au (@; —@2)' 


Bei den in Rede stehenden Flichen sind daher die Kriimmungs- 
mittelpunktsflichen gleichzeitig elliptisch oder hyperbolisch gekriimmt., 
Speciell ergiebt sich fiir Minimalflichen: 

i = 
ky =k, = 40,° a 4 k, 
wenn & das Kriimmungsmass der Fiiche (a, y, 2) bedeutet. Bei Flichen 
constanten Kriimmungsmasses k = c erhilt man: 


a hk, =~ ere 
tn (er enterte? “2 (er—es)®? 
sodass bei positivem Kriimmungsmass die bai Flichen (2, y’, 2), 
(a, y”, 2”) elliptisch, bei negativem hyperbolisch gekriimmt sind. 
Nach U. §7 ist die Gleichung der zu oe,’ gehdrenden Kriimmungs- 
linien auf der Fliche (2’, y’, 2’): 


*) Diese Gleichung ist von Herrn Halphen gefunden. Bull. de la Soc. 
Math, III. 





Ueber Kriimmungsmittelpunktsflichen. 11 


VL, sin o dp + YN, sin (6’ —q’)dq =0, 
und die Gleichung der zu @,' gehérenden: 


VL, cos o dp + YN, cos (6 —g’)dq = 0. 
Multiplicirt man die Gleichungen (17) und (19) § 1 der Reihe nach 
mit X, Y, Z und addirt jedesmal, so entsteht: 
a — @; VL cos 6 = (0 —@,) VL, sino ZXA,, 
ra) ° - ’ ’ . , ’ 7 , 
ae — oe, V Neos (6 — ~) = (0; —@,') VN, sin (6 —g')XXA,. 
Wiire nun 2 XA,’ = 0, so miissten die linken Seiten dieser Beziehungen 
und damit die Determinante: 
0e; 
op 
verschwinden, sodass nach (6) die zweite Kriimmungsmittelpunktsfliche 
entgegen unseren Voraussetzungen abwickelbar wiire. Somit ist: 
7) , >; 0 , aT 
(7) ( op —o, VL cos) dp + = —o, VN cos (6 —@)) dq=0 
als Gleichung der zu g,' gehdrenden Kriimmungslinien zu betrachten. 
Auf dieseibe Weise erhilt man, wenn statt mit X, Y, Z mit 
A,, B,, C, wultiplicirt wird, als Gleichung unserer Kriimmungslinien: 


{(@1—@2) VL sine eZ} dp+{(9:—@.)V/N sin (6—g)—e, T,} dg=0, 
welche Beziehung indessen eine Folge von (7) ist, da (3) die Wurzel 
0, besitzt. 

Aus den Systemen (16) und (18) erhiilt man in iihnlicher Weise 
als Gleichung der zu @,’ gehdrenden Kriimmungslinien : 
(8) A —~—o, V Leos 6)dp “fe A = 0,’ VN cos (6—g))dq == (), 
Das Product der linken Seiten von (7) und (8) ist symmetrisch in 
o, und g,. Es enthilt als Factor den der Voraussetzung nach von 
Null verschiedenen Ausdruck: 


N cos (6 —g) — ce V L cos 6 


0 1/7, Oe W/W 

; cos 6 — N cos(6-— 9). 

oq V . ap V ( 7) 

Der andere Factor des in Rede stehenden Products liefert gleich Null 
vesetzt die gesuchte Gleichung der Kriimmungslinien in der Form: 


(9) {7, ce — L sine cose (@,- e.)} dp* 


+ {2,2 4 7,“ —(e,—¢,) VL YN sin (26 —g)} dpdg 


ae, . 
+ {2 bq — (0, —-@.) N sin (6 — p) cos (6 — 9)} dg =0. 





A 
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Fiir die Fliche (x’, y”, 2”) ergiebt sich als Gleichung der zu @,” ge- 
hérenden Kriimmungslinien : 


” P 7) 0 «fF 2 
(10) se —e, VL sin of dp+ {2% — 9, YN sin(o — y)| dg = 0, 


7 


als Gleichung der zu @,” gehérenden: 


v7) “” ° 7] ”, bd 
(11) = —o,"V Lsin 6 dp+| = — "VN sin(o- g)| dq = 0, 
und als Gleichung beider Kriimmungslinien: 


(12) ‘47, oe + (¢:—@,) L sin 6 cos 6} dp? 


7 0 7) 0 Md & 
+47, Gq +22 Gp + (2 — eV LYN sin (26—g)} dp dq 


+ \(o2 —o,) N sin (6—@) cos (6—q) + 7’, A dg? = 0. 


§ 4. 
Ueber Kriimmungs- und Asymptotenlinien unserer Flachen. 


Wenn die Curven p = const., g = const. auf der ersten Kriim- 
mungsmittelpunktsfliche Kriimmungslinien sind, so besteht: 


[* es — L sin 6 cos 6 (eg, —e,) = 0, 


(1) 


[7, ce — N sin (6 —g) cos (6—@) (9,—@,) = 0. 


Hier iiberzeugt man sich zuniichst leicht, dass unter den gemachten 
Annahmen die Curven p = const., ¢ = const, auf der Fliche (a, y, 2) 
nicht Kriimmungslinien sein kénnen. 


Ferner kann keine der Gréssen und an verschwinden. Wiire 


s. B. ee Null das erste der Fall, so miisste, da EZ, nicht Null sein 
soll, cos 6 und damit k, verschwinden. 

Wir kénnen daher jetzt die Gréssen 7’, und 7’, aus (1) bestimmen 
und ihre Werthe in die Gleichungen (6) § 3 einsetzen. Auf diese 
Weise entsteht: 

ky _ VL VN cos 6 cos (6 — 9) 


Oe Oe ; 

op eq 
Ge Ae ‘ ; os i 
op og —— (, — @)* VL VN sin (6—g) sin 0, 


sodass auch: 


1 
k, = — cotg 6 cotg(6—) @— a 


| 
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Bei den Flichen, fiir welche g, = f(9,), erhiilt man die Beziehung: 


f'(e:) = cotg 6 cotg (6 —9), 


dos 


sodass hier der Quotient de 
1 


besitzt. 

Bei Minimalflichen hat man jetzt: cosg —0. Weil aber jedem 
rechtwinkligen Curvensystem auf der Einheitskugel ein ebensolches 
auf der Minimalfliiche entspricht, (11. 8. 38), so ist auch das Curven- 
system p = const., g = const. auf der Minimalfliche orthogonal. 

Sind zweitens die Curven p = const., g = const. auf der Fliche 
(v”, y”, 2”) Kriimmungslinien, so besteht: 


eine einfache geometrische Bedeutung 


L sin 6 cos6 — T, om =, 


N sin (6—@) cos (6 —g) — o T, = 9, 
und es ergiebt sich wie vorhin: 


Pex! VL VN sin 5 sin (6—@) 


ae 002 Oo : 
Op oq 
a on = — (0,—@.)?/V LYN cos 6 cos (6—9), 
so dass auch: 
k, = — tgo tg (6—g) — : 


Corns 
Wenn: oe, = /(@,), so erhalten wir wieder: 

f' (91) = cotg 6 cotg (6—9), 
und bei Minimalfliichen: cos mg = 0. 

Es entspricht daher bei Minimalflichen den Kriimmungslinien auf 
einer Kriimmungsmitielpunktsfliche stets ein orthogonales Curvensystem 
auf der Fliche selbst. 

Sind die Curven p = const., g = const. auf der Fliiche (2’, y’, 2’) 
Asymptotenlinien, so miissen die Ausdriicke 0, und 0,” verschwinden, 
sodass wir erhalten: 


7 Al : ”) 
[7:(e1—@2) sin 6 + J cosg = 0, 
(2) 
| 2.00, — Q,) sin (6— 9) + ga cos (6—g) = 0. 
Jetzt liefern die Gleichungen (6) § 3 die Beziehungen: 
‘ 1 — 
(3) k, = cotg 6 cotg (6 —) ae und: sin (26—q) =0. 


Sind ferner die Curven p = const., q = const. auf der zweiten 
Kriimmungsmittelpunktsfliiche Asymptotenlinien, so hat man: 








14 R, v. Linienraat. Ueber Kriimmungsmittelpunktsflichen. 


T, (0; — @,) cos 6 + ou sin 6 = 0, 

(4) : : 
Oe: .- 

T,(@,—@2) cos (6— @) +? sin (6—g) = 0, 

und die Gleichungen (6) § 3 ergeben jetzt: 

5 b= —g) —.,. sin (20—q) = 0. 

(5) k, = tg 6 tg (6—9) [Bin 26 — 9) 

Wenn nun: 9, = f(@,), so wird: 

f'(@:) = — cotg « cotg (6 —p) = cotg’ 6 = cotg’ (6 —g). 

Bestehen also die Gleichungen (3), so sind auch die Gleichungen 
(5) erfiillt. Es entsprechen jetzt ein und demselben Curvensystem auf 
der Fliache (a, y, 2) auf beiden Kriimmungsmittelpunktsflichen Asymp- 
totenlinien.*) Man iiberzeugt sich leicht, dass dieser Umstand nur 
bei Flachen eintreten kann, bei welchen ein Hauptkriimmungshalb- 
messer eine Function des andern ist. 

Es mége noch bemerkt werden, dass die Flichen von constantem 
negativen Kriimmungsmass sich durch die Higenschaft auszeichnen, 
dass ihren Asymptotenlinien selbst auf beiden Kriimmungsmittelpunkts- 
flichen wieder Asymptotenlinien entsprechen. Ist niimlich: 

1 

. 0102 th 

so wird: . 


” —~ cos? 6 
/ (0) = eye gin? 6 


oder: 

Q, sin? 6 + @, cos? 6 = 0). 
Da ausserdem : 

sin (26—g) = 0, 

so sind jetzt nach 11. 8. 33 die Curven p = const., g = const. auf der 
Fliche (x y 2) Asymptotenlinien. Nach einer brieflichen Mittheilung 
an Herrn Klein ist Herr Bianchi seit liingerer Zeit im Besitze dieses 
Ergebnisses. 


Bonn, im Januar 1887. 


*) Diesen Satz fand zuerst Herr Ribancour. VC. kt. 1872, T, LXXIV. 











Ueber eine Darstellungsweise der invarianten Gebilde im 
binéren Formengebiete*). 


Von 


Davin Hiweerr in Kénigsberg. 


In der gegenwiirtigen Mittheilung wird ein eigenthiimliches Ver- 
fahren zur Darstellung von Invarianten und Covarianten eines biniiren 
Formensystems allgemein begriindet und dann fiir die invariantentheo- 
retische Untersuchung gewisser biniirer Formen von speciellem Cha- 
rakter verwerthet. 


Der Uebersichtlichkeit halber legen wir zuniichst nur eine biniire 
Form der mn" Ordnung und zwar in der nicht homogenen Schreibart: 


(1) f= aa + (T)aart e-bay 


zu Grunde; es mégen dann fiir die einseitigen Differentialquotienten 
derselben nach der nicht homogenen Variablen x die spiiter stets 
wiederkehrenden Bezeichnungen gelten: 





h= z 
(n—1)! df 
bh = da? 
(2) bg Oa eee 
— ae 
f= nt dx" 


Nach diesen charakteristischen Festsetzungen untersuchen wir, unter 
welchen Bedingungen eine Function jener einseitigen Derivirten 
fy» fi,+++fn eine Invariante oder Covariante der Grundform darstellt. 
Die zur Verwendung gelangende linear gebrochene Transformation der 
nicht homogenen Variablen sei: 

a *% +6 

yx + 3? 

*) Die vorliegende Arbeit ist zum Theil eine verkiirzte Wiedergabe derjenigen 
Gesichtspunkte, welche der Verfasser in seiner Inauguraldissertation: Ueber die 
invarianten Eigenschaften specieller binirer Formen, insbesondere der Kugel- 
functionen. Kénigsberg i. Pr. 1885, entwickelt hat. Doch waren insonderheit die 


Ergebnisse des zweiten Theiles der citirten Dissertation bemerkenswerther Vervoll- 
stiindigungen und erweiternder Zusiitze fihig. 


x 


| 
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worin der einfacheren Rechnung halber die Constanten @ und 0 nur 
unendlich wenig von der Einheit, 6 und y nur unendlich wenig von 
Null abweichen mégen. Die fiir die transformirte Form /’ gebildeten 
einseitigen Differentialquotienten nehmen dann allgemein die Gestalt 


an*): 

fi = (@0) (ya 0"! (Abt y fi) 
und es bedarf nur einiger einfacher Ueberlegungen, um zu dem 
folgenden Theorem zu gelangen: 

Jede homogene und isobare Function F der einseitigen Differential- 
quotienten f,, f;,--- fx vom Grade g und dem Gewichte p ist eine 
Invariante oder Covariante der Form f von der Ordnung m=ng—2p, 
sobald sie der Differentialgleichung: 


or P OF hie 
fo oh + 2f; Oh + 3h, ohs +:--=0 
geniigt. 
Um eine derart vorgelegte Covariante / in gewéhnlicher Weise 
als Function der Coefficienten der Form und der Variablen auszu- 
driicken, setzen wir: 


m 


F= A, a +() 4 gel... : + A,. 


Die k-malige Differentiation dieser Identitiit nach « liefert unter Beriick- 
sichtigung der Relation: 
af, = 
de) fin 
und mit Benutzung des abkiirzenden Operationssymbols: 
at ae _2 é boi 
A= nf, Oho + (nm 1) f, of, + (n 2)fs Ofe + 

das Ergebniss: 

m! m! 


OF — a ee + + aoe 


oder fiir = 0 und nach Vertauschung der Coefficienten a), a, ,...d» 
beziigliche mit G,, @n—1,.--G! 


Ay ky 


A, =+ =O! APY <0: 


Im speciellen Falle k = 0 erhalten wir den ersten Coefficienten d. h. 
die Quelle der Covariante F als Function der Coefficienten von /. 
Umgekehrt folgt daher der Satz: 

Fiir eine vorgelegte Invariante resp. Covariante der Grundform 
ergiebt sich, abgesehen vom Vorzeichen, die Darstellung als Function 
der einseitigen Derivirten, wenn in der Invariante resp. Covarianten- 





*) Die genaue Forme! findet sich in der citirten Dissertation, pag. 2. 
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quelle die Formencoefficienten a), a,,... Gn durch die entsprechenden 
Differentialquotienten f,, f,, -.. fx ersetat werden*). 

Gleichzeitig finden wir die bekannte Ableitung der Coefficienten 
einer Covariante aus ihrer Quelle wieder. Auch die Berechtigung der 
lediglich mit Quellen rechnenden Methode von Roberts, sowie die ge- 
wohnlichen Cayleyschen Differentialgleichungen der Invarianten und 
Covarianten als Function der Coefficienten und Variablen**) sind 
unmittelbare Folgen unserer Ueberlegungen. 

Die bisher verwendeten Schliisse fiihren fiir den Fall eines gegebenen 
Systems von mehreren Grundformen /, y,... zu folgender leicht erweis- 
baren Verallgemeinerung: 

Jede isobare Function F' der einseitigen Derivirten /,, f,,-.+fas 
Po, Pis +++ Pv» ++, vom Gewichte p, welche tiberdies in den Derivirten 
jeder einzelnen Form homogen beziehungsweise von den Graden g,y,..- 
sein moge, ist eine simultane Invariante oder Covariante des Formen- 
systems f, p,... von der Ordnung m= ng + vy +.---— 2p, sobald 
sie der Differentialgleichung: 





fy Se +27, 03 - +3/,55 a+. +05, 2 +295 Z+3925= a+. >= 


geniigt. Die Beziehung zur Invariante oder dn im ge- 
wohnlicher Darstellung wird durch die gleichzeitige Vertauschung der 
Differentialquotienten f,, f,,.--fa» Por Pir+++Pvy.++ mit den ent- 
sprechenden Formencoefficienten ay, 4) 00 + ny Migs By 0 e Grp ees ON 
mittelt***), 

Die gewonnene Darstellungsweise der invarianten Gebilde bedingt 
keine wesentliche Unterscheidung zwischen Invarianten und Covarianten 
und da sie tiberdies von der Ordnung der Grundformen unabhingig 
erscheint, diirfte sie dazu geeignet sein, in naturgemiisser Weise auch 
die gebrochenen und irrationalen algebraischen Gebilde der invarianten- 





*) Die Méglichkeit dieser Darstellungsweise der invarianten Gebilde scheint 
bisher wenig beachtet oder verwerthet zu sein, vergl. jedoch Faa di Bruno, Theorie 
der biniren Formen, deutsch bearbeitet von Th. Walter § 14, 11, — Neuerdings 
verdffentlicht Brioschi in diesen Annalen Bd, 29 einen Satz, welcher aus dem 
obigen, bereits in der citirten Dissertation aufgestellten Theorem unmittelbar 
folgt, wenn man darin an Stelle der willkiirlichen Variablen x den Werth irgend 
einer Wurzel der Gleichung f= 0 einfiihrt, Wie Brioschi an Beispielen zeigt, 
findet dieser Satz eine niitzliche Verwendung zur algebraischen Transformation 
jener Gleichung f= 0. — Uebrigens gilt ein analoges Theorem auch fiir terniire, 
quaterniire etc. Grundformen, deren Invarianten und Covarianten als Function 
der Differentialquotienten nach zwei, drei, etc. Variablen darstellbar sind. 

**) Vergl. Salmon, Algebra der linearen Transformationen. Art, 143 — 147. 

***) In diesem Theorem ist zugleich als specieller Fall das Lemma enthalten, 
welches kiirzlich 8, Gundelfinger in der Abhandlung ,,Zur Theorie der biniren 
Formen“ Crelles Journal Bd. 100, pag. 413 mittheilt. 
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theoretischen Benandlung zugiinglich zu machen. Beriicksichtigen wir 
ferner, dass nach Anwendung des obigen Verfahrens jede Invariante 
und Covariante des Formensystems uns als ein Differentialausdruck 
vorliegt, so fiihrt eine Relation zwischen jenen Gebilden zu einer 
Differentialgleichung, deren Studium fiir gewisse Fragen der Formen- 
theorie von Vortheil sein kann*). Endlich sei noch bemerkt, dass die 
Anwendung unserer Darstellungsweise in vielen Fiillen die wirkliche 
Auswerthung von Invarianten und Covarianten fiir specielle vorgelegte 
Grundformen wesentlich erleichtert und vereinfacht. 

Nach den vorangegangenen allgemeinen Darlegungen kehren wir 
wieder zu einer Grundform zuriick und beschiftigen uns eingehender 
mit den gegenseitigen Beziehungen und sich ergiinzenden Eigenschaften 
der beiden bereits im Bisherigen aufgetretenen Differentiationssymbole: 


A = nf, i+ (n—1)f, a + (n — 2) fr act —e 


Denken wir uns dieselben angewendet auf eine beliebige homogene 
und isobare Function F der Differentialquotienten /,, f,,...f, vom 
Grade g und dem Gewichte p, so gilt zuniichst betrefis der Ver- 
tauschung ihrer Reihenfolge die fundamentale Formel: 

(3) [DA—AD|F=wmF, m==ng — 2p. 

Der Beweis derselben gelingt am einfachsten, wenn wir von ihrer 
Richtigkeit fiir die specielle Annahme J’ =f; ausgehen und dann 
zeigen, dass die Formel fiir die Summe sowie fiir das Product zweier 
Functionen F’ und F” immer dann gilt, sobald ihre Giiltigkeit fiir 
jeden der beiden Summanden, beziehungsweise Factoren F und J" 
feststeht. 

Durch wiederholte Anwendung des Symbols D) auf Formel (5) bei 
gleichzeitiger Benutzung derselben fiir die Functionen DF’, D?F,. .. 
ergiebt sich die allgemeinere Relation: 

DA — AD = k(m+k— I) De" 
und in analoger Weise: 
DA! — AD =l(m—1+ 1) A". 

Beide Formeln erscheinen als Specialfiille der folgenden Relationen 
von allgemeinstem Charakter, deren Richtigkeit durch den Schluss von 
k, l auf k + 1, 1+ 1 bestiitigt wird: 


*) Auf dem erwiihnten Umstande beruht die Beweismethode in der citirten 
Abhandlung von 8. Gundelfinger. — Vergl. ferner die Note des Verfassers: ,, Ueber 
die nothwendigen und hinreichenden covarianten Bedingungen fiir die Darstellbar- 
keit einer biniiren Form als vollstiindige Potenz.“ Mathematische Annalen Bd. 27, 


pag. 158. 
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Dib! = AD» + (TEA) art po 


4 Pr 1(l—1) k (k—1) A Dr? +..., 


l—k—m 
1 


Ai Dt = Dia! + ( ) kD Au 


‘ ‘ee 1(I—1) k (k—1) D2 Ar? 4 ..., 


Legen wir endlich mehrere Formen f, ,...zu Grunde und be- 
trachten simultane Functionen der Derivirten f,, /,,..- fay Por Pr>+++Prs 
so werden wir nunmehr unter D und A die Summe aller auf /, g,... 
einzeln bezogenen Differentiationssymbole zu verstehen haben, also: 


D=D;+Dy+--*, 
A=A,;+A4,+::: 
und es ist leicht erkennbar, dass bei diesen Festsetzungen siimmtliche 


obige Formeln auch fiir simultane Gebilde giiltig bleiben, sobald wir 
nur der Zahl m iiberall die modificirte Bedeutung: 


m=ng+vy-+---—2p 
ertheilen. 

Fiir die folgenden, allgemeinen Betrachtungen setzen wir ferner 
des kiirzeren Ausdruckes halber fest, dass eine homogene und isobare 
Function F der Derivirten /,, f,, ~~~ fa» Por Piy-+>Pry--- vom Range r 
heissen mége, wenn in der Reihe: — 

DF, DP’F,... 
Dr'\F die erste Bildung ist, welche identisch verschwindet. Wie 
sich mittelst der Formeln (4) zeigt, ist dann in der Reihe: 

AF, &F, ... 
Avt1 F die erste identisch verschwindende Bildung, d. h. die Function 
F vom Range r besitet die Ordnung m+ r in Bezug auf die Variable 
«. Mit Benutzung der Formeln (4) erhalten wir aus einer vorgelegten 
Function F’ re" Ranges der Reihe nach folgendes System von Funce- 
tionen nullten Ranges d, h. von Covarianten: 


FO =DF, 
Fe) — De F— (Sy Dtaree, 
Fo = F— OTN APO —...~ (m1) AFO, 


oder nach successiver Kinsetzung der Werthe von Ff”), FU—», ... auf 
der rechten Seite: 


Q* 
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Fo = DF, 
—, y— rae . 4 

F v—=[D 1— _*_ AD |é 

” 1 ! 27 es 7" 
illite [1— m425D+ spam’ P?— +: | 

Die Einfiihrung der abkiirzenden Bezeichnung: 

1 om — 2 ee ae 2 oes P 

[2] [2 imfa) oP + 1-2 (m-+-2) (m-+3) A°D — + |2 


gestattet, das obige System von Covarianten in der einfachen Gestalt 
zu schreiben : 

Fo = (F}, 

2 i" 
(5) vi [DF], 

Fe) = [D F), 
wihrend die letzte Gleichung des vorangegangenen Gleichungssystems 
die Identitiit: 

F=OFO+ OAFO 4...4 MAF, 
(mk)! 
(m-+-2k)! k! 
liefert, d. h.: Jede Function F r™ Ranges ist auf eine eindeutig be- 
stimmte Weise als Summe von (r-+-1) Ausdriicken darstellbar, welche 
durch blosse Vorsetewng des Symbols A aus Covarianten entspringen. 
Die Covarianten F, F,...F, sind gleichsam als die Erzeugen- 
den der Function F zu betrachten. 
Was iibrigens die neu eingefiihrte Operation betrifft, so ergiebt 

beispielsweise die Rechnung: 


[Foo] = apy oko tp Ea Yo — (8) fi Prat — (DP hg 


Das in Rede stehende Covariantensymbol [ }] erscheint hiernach im 
Lichte einer Verallgemeinerung des bekannten Ueberschiebungs- 
processes. 

Die bisherigen allgemeinen Entwickelungen kénnen unter Anderem 
za einem strengen Beweise eines bekannten Satzes iiber die Anzahl 
invarianter Bildungen dienen. Da nimlich nach den Formeln (5) 
einer jeden Function F’ von bestimmten Graden g, y,...und dem 
Gewichte p ein System von Covarianten /’, #',...#'™, mit gleichen 
oder kleineren Gewichten eindeutig zugeordnet ist und umgekekrt 
jedes solche Covariantensystem zu einer bestimmten Function F' fiihrt, 
so miissen nothwendig die Anzahl jener Functionen F' und die Anzahl 
der Covarianten von den Graden g, y, ... und von einem p nicht 
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iiberschreitenden Gewichte untereinander iibereinstimmen. Bezeichnen _ 
wir diese Anzahl mit Z,, so ist offenbar die Anzahl der linear unab- 
hingigen Covarianten von den betreffenden Graden g, y, . . . und dem 
Gewichte p gleich der Differenz der Zahlen Z, und Z,_,, womit der 
in Aussicht gestellte Beweis fiir den Fundamentalsatz*) des Cayley- 
Sylvester’schen Abzihlungscalciils in voller Strenge erbracht ist. 

Eine weitere Anwendung gestatten unsere Entwicklungen, wenn 
es sich um die Construction einer Function G handelt, welche nach 
Vorsetzung des Symbols D, beziehungsweise A ein vorgeschriebenes 
Resultat J’ ergeben soll. Lésen wir niimlich die vorgelegte Function 
F nach Formel in ihre Erzeugenden F', F,... F™ auf, so ergiebt 
sich, dass eine Function G der verlangten Art im ersteren Falle fiir 
ein positives m immer, fiir m <0 dagegen nur unter der Bedingung: 

[D-™ F'] =0 
existirt, wihrend anderseits im zweiten Falle durchweg die Bedingung: 
[fF] =0 
erforderlich wird, Sind diese Voraussetzungen erfiillt, so erhiilt die 
gesuchte Function G den Werth: 
G =n AFO+ ei ce) A2 FU) 4... rrieTA oO) Att Be 
beziehungsweise : 
G=cOPFOLMAFO+L...4+ MAF, 
wo rechter Hand unatiirlich noch beliebige Functionen H mit der 
Kigenschaft: 
DH=0, beziehungsweise: AH = 0 
hinzugefiigt werden dirfen. 


Das obige allgemeine Theorem .und die daran anschliessenden 
Betrachtungen werden sich insbesondere von Nutzen erweisen, sobald 
es sich um die Ermittelung invarianter Eigenschaften und Criterien 
fiir solche besondere biniire Formen handelt, deren Natur durch ge- 
gebene algebraische Differentialgleichungen gekennzeichnet ist. Formen 
oder Formensysteme mit speciellen oder beschrinkt willkiirlichen 
Coefficienten haben bisher nur ausnahmsweise vom Standpunkte in- 
variantentheoretischer Anschauungen aus Erérterung gefunden. Nehmen 
wir die Untersuchungen aus, in welchen F. Klein**) auf Grund einer 





*) Vergl. Sylvester, Sur les actions mutuelles des formes invariantives 
dérivées. Crelles Journal, Bd. 85, pag. 89. 

**) Ueber biniire Formen mit linearen Transformationen in sich selbst. Mathe- 
matische Annalen Bd. 9. — Vergl. andererseits: Gordan, Ueber Formen mit ver- 
schwindenden Covarianten. Mathematische Annalen Bd. 12. 
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functionentheoretisch-geometrischen Betrachtungsweise fiir die in sich 
selbst linear transformirbaren Formen die nothwendigen und hinreichen- 
den invarianten Criterien ableitet, so war man im iibrigen zur Auf- 
findung invarianter Relationen auf die umstindliche directe Ausrechnung 
aller in Frage kommenden Invarianten und Covarianten angewiesen *). 
Im Folgenden soll nun an dem Beispiele der hypergeometrischen Reihe 
gezeigt werden, in welcher Weise durch unsere friiheren Entwickelungen 
eine allgemeine und directe Herleitung invarianter Criterien aus der 
vorgelegten algebraischen Differentialgleichung méglich wird, 

Die hypergeometrische Reihe F' (a, B, y, x) ist offenbar dann und 
nur dann eine ganze rationale Function der Variablen x, wenn wir 
einen der beiden im Zihler jedes Gliedes auftretenden Parameter gleich 
einer negativen ganzen Zahl, etwa a = — m annehmen. Unter dieser 
Voraussetzung erhilt durch Vorzeicheniinderung und reciproke Trans- 
formation der Variablen jene hypergeometrische Reihe die Gestalt der 
folgenden biniiren Form n'* Ordnung in nicht homogener Schreibart: 

. Pas da M\ Bont B(B+1)... (6-+-n—1) 

© fart (i) ett + ery Ged * 
und die Vergleichung mit der allgemeinen Schreibweise (1) zeigt, dass 
die specielle Natur der in Rede stehenden Form durch die einfache 
Formel: 

a, — BC+) ..- B+i-V) 

, yy+l)... y+t—1) 

charakterisirt ist. 

Vollziehen wir nun in der Differentialgleichung der hypergeo- 
metrischen Reihe: 
°F , 
dat + (7 — (@+B+1)2} Sap FP =0 
den Uebergang zu der Grundform /, so ergiebt sich bei gleichzeitiger 
Einfiihrung der cubischen und der linearen homogen geschriebenen 
Form: 
p= a, 2 +3 0, 2,7X,+3a,2,%,2-+-4,2,> = x,?x,+4,2,7, 


3 2(n—1 3 —{ 
b= yt, +B, 2, aa +t, 


x(1—) 


unserer friiheren Bezeichnungsweise (2) entsprechend: 


" Polx— 29h, + Palo — Yoh +4ih = 9, 
d. h. 


(7) (Pf)o + (Hf), = 9. 


Umgekehrt iiberzeugt man sich leicht, dass aus einer Covarianten- 








*) Vergl. beispielsweise die Behandlung der Modular- und Multiplicatorglei- 
chung 6'*" Grades. Clebsch, Binire Formen § 114 und 115, 
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relation der letzteren Ari stets eine Differentialgleichung von der 
obigen Gestalt folgt. Es liisst sich demnach der Satz aussprechen: 

Eine biniire Form f von der nn” Ordnung ist immer dann und nur 
dann in eine endliche hypergeometrische Reihe lincar transformirbar, 
wenn eine cubische Form gp und cine lineare Form w existiren, welche 
mit f durch die Formel (7) verbunden sind. 

Zugleich sei hier kurz bemerkt, dass, einem allgemeinen Theoreme 
zufolge, die eben ausgesprochene Kigenschaft der Form / nothwendiger- 
weise das Vorhandensein einer (n — 6)-fach unendlichen Mannigfaltig- 
keit von Formen yx der (w—1)*" Ordnung bedingt, von denen jede 
einzelne durch die invarianten Beziehungen: 


(8) (X)f na = 9, (%, faa = 0 

mit der Grundform f verkettet ist*). Auch umgekehrt zieht das Vor- 
handensein einer solehen (x — 6)-fach unendlichen Formenmannig- 
faltigkeit jene charakteristische EKigenschaft der hypergeometrischen 
Reihe nach sich. 

Die Kenntniss der Formen g und yw setzt uns gleichzeitig in den 
Stand, die lineare Transformation der fraglichen Form in die Gestalt 
der hypergeometrischen Reihe (6) zu bewerkstelligen. Fiihren wir 
nimlich die cubische Form @ in die specielle Gestalt: 

(9) Wy? Ly Hy Hy” 

iiber, so sind die Coefficienten der simultan transformirten Linearform 
w von den Parametern der hypergeometrischen Reihe in der oben 
bezeichneten Weise abhiingig und es érgeben sich fiir letztere demnach 


die Werthe: 


B = —(n—1) (36, —1), 
(10) 


y = = (n--1) (88, —2). 


Da die Transformation der cubischen Form » in die fragliche Gestalt 
auf 6 verschiedene Arten geschehen kann, so giebt es ebensovicle 
verschiedene hypergeometrische Reihen, welche im Sinne der Invarian- 
tentheorie mit der vorgelegten Grundform iiquivalent erscheinen**). 
Unsere weitere Aufgabe wird darin bestehen, das gefundene noth- 
wendige und hinreichende Criterium (7) seines simultanen Charakters 
zu entkleiden. Zu dem Zwecke lésen wir dasselbe durch Nullsetzen 


*) Vergl. am Schlusse dieser Mittheilung das Beispiel der Kugelfunction 6" 
Ordnung. 

**) Mit Benutzung dieser bekannten linearen Transformation ist die genaue 
Auswerthung der Discriminante fiir die im Endlichen abbrechende hypergeome- 
trische Reihe méglich. 
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simmtlicher Coefficienten der linken Seite in die m einzelnen Be- 
dingungen auf: 


Xqay— 2a,a,+ MQ +} Bya,— B,ay=9, 
(n—2)a,a;—(2n— 5)a,a,4+(n— 4)a,a,+ @a) +(n—1)B,a,—(n—1)B,a,=0, 
(n—3)a,a,—(2n— 8)a,a,4+(n— 7)a,a,4+2a,a, +(n —1)B,a,—(n—1)B,a,—0, 

(11) (n—4)e,a,—(2n—11)a,a,-+(n—10)a,a,4+30,4, +(n—1)B,a,—(n—1)B,a,=0, 
(n—5)ea,—(2n—14)a,a,-+-(n—13)a,a,+-4e,a, +-(n—1)B,a, —(n—1)B,a,—0, 
(n—6 aga, —(2n—17)a,a,-+-(n—16)era,-+-5a,a, +-(n—1)Bya,—(n—1)B,a,=0, 


a, an— 20 ,n—1-+ Oy n—e-+ Byan— Bian 1=0, 
welche mittelst Elimination der Coefficienten @,, «,, @, a, By, B, und 


geeigneter Kinfiihrung der (n—6) willkiirlichen Variablenreihen 2,“ 
xo; 2%, ws... 2,9, x) zur Bildung der n-reihigen De- 


terminante: 
| C n—1 . snl n—1 
|@,, —2a,, a, 0 Gy, —G, Lg. Bi?) 
| 

. aye —_¢)r—1 
0, Bay —2Gn~1, Gn-2) Ga —Ge-1, 2%," ,...0,0-0 "| 


Anlass geben. Elementaren Ueberlegungen zufolge ist dieselbe betreffs 
ihrer Abhiingigkeit von den enthaltenen Variablen als Determinante 
der folgenden Art darstellbar: 


91 (2"), G9(2), 6. gn—o (a) | 
| 

G= ’ ‘ em. 4 |) 
\9i("—), go(x™-), . . . gn—o (a) | 


Worl 9,5 Jo»-+-Ga—c gewisse biniire Formen der (n—1)'" Ordnung 
bedeuten. Die lunctionalcovariante dieser (n—6) Formen wird: 


ra-[ G 
=| Frc. — ao Hedy 
L T1(w, ay \— el) | ym..me (n—6) 
a, —2a,, ay, 0, G4, —G, &,°,...0 
0, Gny —2Gn-1, Gn-2, Gn,’ —Ge-1, 0, ...2,° 


und man erkennt leicht, dass das identische Verschwinden dieser 
Determinante einerseits und der Determinante G andererseits sich 
gegenseitig bedingt. Zur Charakterisirung der speciellen Form / ist 
mithin das identische Verschwinden der Covariante [ nicht nur noth- 
wendig, sondern auch hinreichend. 

Die Covariante [ ist vom Grade 6 in den Coefficienten der 
Grundform, vom Gewichte 18 und von der Ordnung 6(n — 6) beziiglich 
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Y- der allein noch auftretenden Variablen x,, 2. Um sie durch itiber- 
sichtlichere covariante Bildungen auszudriicken, schreiben wir vor 
allem ihre Quelle in der einfachen, von unwesentlichen Zahlenfactoren 





4y=0 : : 
‘i 0 befreiten Determinantengestalt: 
i= 
1 ’ 
il (n—1) a,, 45, a, 9, 0, O 
- "2 
— (W—2) 3, My, My, Gy, MU, Ay 
ie 
- : (n—3) @,, Gs, @, 2a3, 2a,, 2a, 
a,=0, (12) 4 Pg ag 
t=O (n—4) a;, G, 3, 3a,, 3a;, da, 
. 
é (n—5) dg, G5, 4, 4a;, 4a,, 4a, 
ott (n—6) a;, a, a, 5a,, 5a,, 5a, 
~1==V, 





Fiir » —-6 erhiilt dieselbe als Invariante der Form 6' Ordnung den 
id Werth: 


(13) c, A> + oc, AB + ¢,C, 
o wo A, B, C nach der Salmonschen Bezeichnungsweise*) die drei 
bekannten allein in Frage kommenden Invarianten der Form 6" 
Ordnung bedeuten. Die Constanten ¢,, ¢,, c, bestimmen sich durch 
Anwendung der beiden Specialisirungen : 
a =4,=—4,=—4,=—a,=a,=0, 
ifs a, = 4,= a, = 4a,=0, 
te wie folgt: 
¢ =0, q=—4, g=— 5d. 
Um auf den allgemeinen Fall tiberzugehen, schreiben wir die Elemente 
der ersten Verticalreihe der Determinante (12) in der Zertheilung: 
5a, + (n—6) d., 4a, + (n—6) ay, 3a, + (n—6) a,,... (n—6) a, 
so dass dementsprechend auch die Determinante selbst als Summe 
1g zweier Determinanten erscheint, deren erste mit der eben berechneten 
Quelle (13) iibereinstimmt, wiihrend die zweite den Zahlenfactor n—6 
enthiilt. Das angedeutete Verfahren liefert somit schliesslich die Relation: 
=4AB—5C+ (n—6) D, 
worin die Covarianten A, B, C, D allgemein fiir die Form n'* Ordnung 
die Bedeutung haben: 
A = [a a, — 6a, a, + +++} H2e-9 4 «+, 
er B = [a9 424, 4,—Ay a, a,” — +++] 2A) +----, 
ch C = [a,?a;*a,? — 6a," aa, a, 4, + 44,?a,a;° + +--+] 2,9") + +, 
ist D = [—2.aj? aya, a, a; +45? a, A, Ag? — 2 ag? Ay? ag + +++ | 2S". «+ 
of Durch folgerechte Zusammenfassung aller bisherigen Ergebnisse erhalten 
i wir den definitiven Satz: 
~*) Vergl, Salmon, Algebra der linearen Transformationen, Art. 251, 252, 253. 
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Eine binére Form der n" Ordnung ist immer dann und nur dann 
in eine endliche hypergeometrische Reihe linear transformirbar, wenn 
die Covariantenrelation : 

(14) 4AL —5C+ (n—6) D=0 


besteht. Die letztere ist mithin der priicise und vollstiindige Ausdruck 
fiir die invariantentheoretische Eigenart der endlichen hypergeometrischen 
Reihe. 

Zur Bewerkstelligung der in Rede stehenden linearen Transforma- 
tion, sowie zur Berechnung der Parameter 6 und y der resultirenden 
hypergeometrischen Reihe bedarf es nach den friiheren Ausfiihrungen 
der Kenntniss der beiden Formen gm und y. Wir fiigen desshalb zu 
den » Gleichungen (11) noch die weiteren Identitiiten hinzu: 

GY? + 3G, YY. +304, 42" + M42 = PY), 
beziehungsweise : 
Boy, + ByY% = vy) 


und erkennen aus den so erhaltenen Gleichungssystemen, dass die 
Determinantenbildungen : 





|@2s —2a,, Ms, 0, a, —4d, sor, +++ B_(e—5)" ‘| 
mi 5 

0, Sissi —2tin-1) @n-2; Any —Cn—-1) aa" ve egy ln— 5" 5 

9H, 347%, 3,42", yo", , 0, 0, ie | 
beziehungs weise : 

|a2s —2a,, %, 9%, Gy, —Gy, Hg,» fe 
P—| 

9, Gny —2Gn-1) Gn—2) Gny —Gn—1, a2, ** + gi knoe | 

0, 0, 0, 0, Yi» Yo 0, sa 


fiir beliebige Werthe der neu eingefiihrten (n — 5) Variablenreihen 
mit den Formen (y), beziehungsweise ~(y) nothwendig proportional 
ausfallen. Um betreffs jener mehrfachen Variablenreihen eine analoge 
Reduction wie vorhin eintreten zu lassen, construiren wir durch 
Grenziibergang die beiden folgenden Covarianten: 


; ; F 
@ 7 y) = - . 
( aw) Ta," a,“ 1 a) are!) Pe a 
| Gy, —3a,, M1» 0, My, — 4, %,...0 
| ‘ | 
0, An ? — 2a, 1> Gn—2, Any —— An—1) 0, eee x," | 


Ws BHP, Sym’, wm, 9, 0, 9, sal 
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und: 
r P 
Y (2,4) = | —— SS oor -| 
( rY) LTT (ary! arg*) — ae,'*an,"") xl!) —...=g(m—-5m—, 
a, —2a,, as S a, —), #§,...0 | 
== | 
0, ny —2Gn-1> Gn—2, Gn» —Cn—-1, 0, -.-%,° 
0, 0, 0, 0, YW» %, 9, ...0 | 





Dieselben enthalten nur noch die Variablenreihen 2,, 23 Y,, Y.3 sie 
sind vom Grade 5 in den Coefficienten der Grundform und von der 
Ordnung 5 (n—5) beziiglich der ersteren Variablenreihe. Im Hinblick . 
auf die friiheren Darlegungen sprechen wir den zusammenfassenden 
Satz aus: 

Ist fiir eine binire Form der ne Ordnung die Covariantenrelation 
(14) erfiillt, so verhelfen die Ansiitee: 


(x,y) = 2 (x) p(y), 
¥ (a,y) = 2 (x) o (y) 


zur Construction der cubischen Form gp und der linearen Form y. 
Jede der 6 linearen Substitutionen, welche die cubische Form (x) in 
die specielle Gestalt (9) tiberfiihrt, leistet zugleich die Transformation 
der vorgelegten Form in eine endliche hypergeometrische Reihe mit den 
beiden Parameterwerthen (10). 

Was nun die Darstellung unserer beiden Covarianten durch tiber- 
sichtliche Bildungen betrifft, so ist dieselbe in einfacher und allge- 
meiner Weise nur dann mdglich, wenn wir durch Identificirung der 
beiden Variablenreihen 2,, 2, und y,, y, zu den invarianten Bildungen 
®(x,x) und ¥ (x,x) tibergehen. Bringen wir nimlich die Quellen der 
letzteren : 

a, & 8, Oo, 8 
Go, Gy, Ga, Gy Me 
— D9(m—1)} dy, Gy, 2as, 2a, 2a, 


. « » 
@,, G3, 3a,, 3a;,, Sa, 








a, @, 44,, 4a,, 4a, 
und: 

(n—1) a,, (2m— 2) a, a, O, O 

(n—2) ay, (2n— 5) dy, Gj, Gy, M% 

+3)| (m—3) a,, (2m— 8) ay, a, 2a,, 2a, 

| (n—4) a,, (2n—11) a,, a, 3a;, 3a, 

| (n—5) ag, (2m—14) a;, a, 4a,, 40, 


mit den bekannten vollstiindigen ormensystemen der Grundform 5' 
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und 6" Ordnung zur Vergleichung, so ergiebt sich nach erfolgter 
Bestimmung der Zahlencoefficienten die gesuchte Darstellung: 


®(x,x2) = — 18(n—1) K, 
Y (a,x) = 6(n—1)(m —4) L + 18 (n—4) (n—5) Bf — 6(n—1)(n—5)il, 
wo allgemein die weiteren Bezeichnungen gelten: 


K =[a,?a,a,a, — 3a,2a,2a, + 2a,2a, 4,2 — ---] 2,"-*® +--., 
L*) = [@y7,4,7 — 2a)? a34,a, + a?a,2> — --+] a" -+---, 


i= [a,a, — 4a,a; + 3a,"] a2") +.--, 
L = [a9a, a, — 3ayd,a, — a7, +--+] 2," +---. 
‘ Es sei iiberdies bemerkt, dass die Kenntniss der eben dargestellten 
Covarianten in Folge der bestehenden Proportion: 
pp? = O(a, x): ¥ (a,x) 
zur Construction der gesuchten Formen und y wesentlich ausreicht. 

Die im Vorstehenden allgemein entwickelten Resultate kénnen fiir 
die hypergeometrische Reihe der 5'*” und 6'" Ordnung durch wirkliche 
Aufstellung und Berechnung der in Frage kommenden Invarianten 
und Covarianten directe Bestiitigung finden **), 

Nachdem nun die beiden fundamentalen Fragen nach den Be- 
dingungen der Moglichkeit und den Mitteln zur Ausfiihrung der Trans- 
formation einer biniren Form in eine endliche hypergeometrische 
Reihe zur allgemeinen Erledigung gebracht sind, liegt es nahe, noch 
einer gewissen ausgezeichneten Ausartung der allgemeinen hyper- 
geometrischen Reihe zu gedenken, welche in Folge unseres gegen- 
wirtigen invariantentheoretischen Standpunktes eine besonders einfache 
Deutung erhiilt. 

Wihlen wir nimlich die bisher allgemeinen Formen g und y 
derart, dass der Wurzelpunkt der letzteren Form harmonisch zu den 
drei Wurzelpunkten der ersteren gelegen ist, so wird durch diese in- 
variante Bedingung die simultane Ueberfiihrung jener beiden Formen 
in die Gestalten: 

&,? x, — x,°, beziehungsweise: cz, 
erméglicht. Unter Anwendung unserer oben behandelten Darstellungs- 
methode mittelst einseitiger Derivirter gewinnen wir aus der allgemeinen 
Covariantenrelation (7) der hypergeometrischen Reihe die Differential- 
gleichung zweiter Ordnung: 





*) Vergl. die Cayleysche Tabelle fiir die Invarianten und Covarianten der 
Grundform 5'* Ordnung. Salmon,! Algebra der linearen Transformationen, Art. 
232, Nr. 10 und 11. 

**) Vergl. die anfangs citirte Dissertation des Verfassers, pag. 17 und 28, wo 
diese Rechnung fiir die allgemeine Kugelfunction der 5" und der 6" Ordnung 
im Wesentlichen durchgefiihrt ist. 
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(a?@—1) ©2 — £ m—1) 8e44)a 4F 4 n(n—1)(3e+1)f =0, 


in welcher wir nach der Substitution: 
— 497 8p—6 

3 (n—1) 
die gewohnliche Differentialgleichung fiir die allgemeine Kugelfunction 
P," wiedererkennen. Da offenbar auch umgekehrt die Differential- 
gleichung der Kugelfunction mit Nothwendigkeit zu jenen invarianten 
Beziehungen fiihrt, so ist die Existenz zweier harmonisch liegender 
Formen yp und w mit der simultanen Beziehung (7) in invarianten- 
theoretischem Sinne das nothwendige und hinreichende Kriterium fiir 
die Kugelfunction P,". 

Im Uebrigen gelten naturgemiiss fiir die Kugelfunctionen dieselben 
Ueberlegungen, wie fiir die allgemeine hypergeometrische Reihe. So 
ersieht man beispielsweise fiir die Kugelfunction 6‘ Ordnung die 
Existenz einer Form 5 Ordnung mit den covarianten Beziehungen 
(8), da in der That die Relationen: 


(Pp, Pr)s=0, (Pp, Pre =0 
p+p+il2=—0 


C= 





fiir: 


identisch erfiillt sind.*) 
Kénigsberg i. Pr., den 23. Februar 1887, 


*) Betreffs weiterer den Kugelfunctionen allein zukommenden invarianten 
Eigenthiimlichkeiten vergl. die citirte Dissertation, pag. 15, 16, 18, 26. 





Zur Theorie der reducibeln ganzen Functionen von » Variabeln. 


Von 


Franz Meyer ig Tiibingen. 


Die Theorie der Reducibilitiit. ganzer Functionen ist meines Wissens 
bisher*) mehr nur beiliiufig, und um eine strenge Grundlage fiir die 
héhere Algebra, insbesondere deren gruppentheoretische Parthien, zu 
gewinnen, behandelt worden. Es diirfte daher angemessen erscheinen, 
namentlich auch im Hinblick auf die mannigfache Verwendung in der 
Geometrie der rationalen Gebilde, jener Theorie ein systematischeres 
Studium zu Theil werden zu lassen, welches vor Allem eine, in allen 
Killen mégliche Durchfiihrung der erforderlichen Operationen a priori 
ge wiihrleistet.. 

Im Folgenden liegt der Versuch vor, den zuniichst sich dar- 
bietenden Fall der ganzen Functionen von » Veriinderlichen — von 
denen wenigstens eine als véllig unabhiingig von den andern voraus- 
gesetzt wird — mit einem rational bekannten Linearfactor einer méglichst 
volistiindigen Bearbeitung zu unterziehen, da diese zweifellos den héheren 
Fiillen zum Fundament zu dienen haben, wie dies in § VII des ersten 
Abschnitts niiher erértert ist. 


*) Vergl. die Lehrbiicher der Algebra z. B. von Serret. Am meisten hat sich 
noch Hr, Kronecker mit der Textfrage beschiiftigt, einmal in der Festschrift: ,,Die 
arithmetische Theorie der algebraischen Grissen“ vom Jahre 1882, (vgl. dazu die 
Ausfiihrungen von Hrn. Runge im Journal fiir Mathematik. Band 99), sowie seit 
langer Zeit in seinen Vorlesungen, in denen er auch, wie ich einer Unterredung 
mit ihm entnehme, verschiedentlich transcendente Gesichtspunkte (Entwicklung 
nach dem Taylor’schen Satze u.s. f.) in den Gegenstand hineingetragen hat. Der 
Hauptcharakter dieser Untersuchungen ist indessen ein arithmetischer, alle Be- 
gritisfassungen sind fiir Anwendungen auf die hiéhere Zahlentheorie, so zu sagen, 
praedestinirt. Im Gegensatze hierzu bebaut das Folgende das vorwiegend alge- 
braische d. h. formentheoretische Feld der Reducibilitit, was im zweiten Ab- 
schnitt besonders deutlich hervortritt. 
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Die Abhandlung zerfillt in einen theoretischen und einen prak- 
tischen Abschnitt. 

Im ersteren weicht die Grundlage der Betrachtungen von der iiblichen 
dadurch ab, dass die vorliegend gedachte Function nicht sowohl nach 
Potenzen, sondern iiberhaupt (in irgend einer Art) nach linear unab- 
hiingigen ganzen Functionen einer der unabhiingigen Variabeln ent- 
wickelt wird, ein Ansatz, der (iibrigens den bekannten als ganz spe- 
ciellen Fall in sich begreifend) geeignet scheint, siimmtlichen, eventuell 
eintretenden Ausartungen auf naturgemiisse Weise gerecht zu werden. 

Das in §1 verschiedentlich formulirte Problem wird in § I 
Schritt fiir Schritt auf ein immer einfacheres reducirt, bis man dazu 
gelangt, ausschliesslich ganze Functionen zweier unabhiingiger Variabeln 
4,u mit dem Theiler 4 — u*) zu analysiren, was in § III mittelst 
der Theorie der ,,Fundamentalsysteme“ erschépfend — bis auf ein 
vorliiufig noch festzuhaltendes Postulat — gelingt. 

Der § IV lehrt, wie man von diesen Fundamentalsystemen, oder 
vielmehr von einer aus ihnen, mit Hiilfe willkiirlicher Parameter linear 
combinirten ,,ausgezeichneten Zerlegung** zu den urspriinglich vor- 
gelegten dadurch zuriickkehrt, dass an Stelle der erwiihnten Parameter 
(bis zu einem gewissen Grade) willkiirliche rationale resp. ganze Func- 
tionen anderer Parameter substituirt werden. 

Das Bemerkenswertheste an den dabei zur Verwendung gelangenden 
Operationen ist die rein rationale Natur derselben (wie schon daraus 
hervorgeht, dass man zur Erledigung der Aufgabe nur gewisser Liésungs- 
systeme linearer Gleichungen bediirfte), soweit, dass selbst das Auftreten 
der nicht zu vermeidenden Irrationalitiiten, so zu sagen, in rationaler 
Form vor sich geht, das heisst, dass die letzteren erst nachtriiglich, nach 
definitivem Abschluss der rationalen Processe, eingefiigt werden (§ V). 


*) Fiir derartige Functionen hat Hr. Brill in der Arbeit ,,Ueber rationale 
Curven und Regelfliichen“t (Berichte der Miinthener Academie vom Jahre 1885) 
ein einfaches Verfahren angegeben, von dem die erste Anregung zu den hier mit- 
getheilten Untersuchungen herriihrt. Die dort die Aufgabe lésenden linearen 
Gleichungen sind vor der Hand noch als ein Hiilfsvehikel anzusehen, dessen man 
erst bei weiterem Fortschreiten der Theorie entrathen kann, wie es der zweite 
Abschnitt fiir eine ausgedehnte Classe der beziiglichen Functionen leistet. Herrn 
Brill spreche ich an dieser Stelle fiir mannigfache Férderung meinen Dank aus. 
An diese Arbeit schliesst sich eine von mir, ebenda publicirte an, die die Zer- 
legungen der ,,dreigliedrigen“‘ Gleichungen fiinften Grades im Einzelnen erirtert; 
die Resultate lassen jetzt mit Hiilfe der Formeln (41), (83), (92) des Textes eine 
einfachere Darstellung und Ableitung zu. Dort ist auch verwandter Arbeits- 
richtungen der H.H. Petersen und Wiener Erwiihnung gethan. Endlich verweise 
ich, was den Inhalt des ersten Abschnitts angeht, auf die kurze Notiz in dem 
Bericht der Berliner Naturforscherversammlung von 1886 (pg. 334), sowie beziiglich 
eines (auch geometrisch verfolgten) Beispieles zum zweiten Abschnitt auf die im 
29'ee Annalenbande vorangegangene Abhandlung von mir. 
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Die Zerfaillungen der Functionen zweier unabhiingiger Variabeln 
dienen (in § VI) zur Erlauterung. 

In § VII wird, beim Fortschreiten zu Zerlegungen beliebigen 
Charakters, der Giiltigkeitsbereich der zuvor beniitzten Methoden genau 
fixirt, und auf die Stellen hingewiesen, an denen wesenitlich neue 
Principien — besonders beziiglich der Adjunction der nunmehr ganz 
anders sich geltend machenden Irrationalitiiten — einzusetzen haben. 
Die Pricisirung allgemeiner, erschépfender Methoden scheint hier vor 
der Hand aussichtslos. 

Schon der im Beginn erwihlte Ausgangspunkt, die Anordnung 
nach linear unabhiingigen ganzen Functionen /;(4) einer Variabeln, 
weist sehr bald darauf hin, wie der eigentliche Kern des Problems 
der Invarianten-, genauer der Combinantentheorie eines Systems solcher 
Functionen /;(4) angehért, und zwar treten dabei die bisher, seit dem 
Vorgange von Hrn. Gordan iiberwiegend beriicksichtigten rein bindiren 
Combinanten durchaus zuriick hinter solchen, die mehrere Reihen von 
d-+- 1 cogredienten Variabeln (wenn d-+ 1 die Anzahl der /;(A) be- 
zeichnet) aufweisen *). 

Die wirkliche Aufstellung der fiir den niedrigsten, iiberhaupt in 
Betracht zu ziehenden Fall d = 2 existirenden Fundamentalsysteme, 
wie sie der zweite Abschnitt successive fiir die Grade m = 2, 3, 4, 5, 
6, 7,8,9,..., m der f(A) bietet, liisst erkennen, wie die mit lauter bi- 
niren Ueberschiebungsprocessen hantirenden Rechnungsprocesse gleich- 
wohl ohne Zuhiilfenahme der eben angegebenen Variabelureihen geradezu 
illusorisch werden wiirden. 

Wihrend fiir diese, aus drei linear unabhiingigen /;(4) sich con- 
stituirenden ,,Gruppen“ bei beliebig hohem Grade m ein ganz all- 
gemeines, im Kinzelnen (bei Beriicksichtigung siimmtlicher Ausartungen) 
véllig durchfiihrbares und iibersichtliches Bildungsgesetz der Funda- 
mentalzerlegungen nachgewiesen werden kann — ohne iibrigens irgend 
eines symbolischen Calciils zu bediirfen — ist mir das Entsprechende 
fiir vier und mehr solcher /,(4) noch nicht entfernt gelungen. 

Den Schluss bildet .ein kurzer Verweis auf den geometrischen 
Inhalt der im zweiten Abschnitt enthaltenen Formeln, als Illustration 
der in den §§ I bis VI vorgefiihrten Ueberlegungen des ersten 
Abschnitts. 


*) Was derartige héhere Combinanten, ihr volles System u. A. angeht, 
verweise ich auf die Fussnote (pg. 455) der voraufgegangenen Abhandlung. 
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Erster Abschnitt. 


Die Theorie der Fundamentalsysteme. 


§ I. 
Formulirung des Problems. 


Wir beschiiftigen uns mit der Zerfillung einer ganzen Function 
von » Variabeln, F(A, @,, @., ---) Mn—1) in zwei ganze Factoren F, 
und F,, und zwar mit dem besonderen Falle, wo einer der beiden 
Factoren in Bezug auf irgend eine*) der » Variabeln — diese sei 
durch den Buchstaben 4 hervorgehoben — vom ersten Grade sein soll. 
Wir suchen demnach alle Identitiiten von der Form: 


(1) F(A; by, Way +» +» Mn) 


1 m—1 
SS F(A5 yy Mas «© 1 M1) © F(A5 yy May + +» Mt), 


wo die Zahlen m, 1, m—1 den Grad der Functionen F, F,, F, in A 
angeben, und iibrigens nicht ausgeschlossen ist, dass F’, von Neuem 
in Factoren zerlegbar wird. 

Es fragt sich bei dieser Fassung der Aufgabe nur, was wir als 
gegeben annehmen wollen, um sie zu einer wirklichen und bestimmten 
zu machen. 

Wir werden es so einrichten, dass die Lésung der gestellten Auf- 
gabe zugleich die der andern nach sich zieht: 

»Die Criterien dafiir anzugeben, wenn eine vorgelegte ganze 
Function von ” Variabeln einer Identitit (1) geniigt, d. h. als Function 
irgend einer der Variabeln betrachtet, eine rational bekannte Wurzel 
(oder einen Linearfactor dieser Art) besitzt. 

Man denke sich die Function J’ (1) nach Potenzen von 4 geordnet: 


(2) F(A5 ty, Mos > > +) Hn—1) = AMM, + Am M, +--+ + Mn 


Um alle Fille zu umfassen, miissen wir annehmen, dass zwischen 
den Coefficienten M irgend welche lineare Identitiiten statthaben kénnen. 
Sei die Anzahl dieser (von einander linear unabhiingigen) Identitiiten 
gleich m—d, dann sind die M darstellbar als ganze, lineare, homogene 
Functionen von d -+ 1 (sicher linear unabhiingigen) Gréssen wu: 


(3) tg (thy y Moy = + +7 Mont) My (yy May © + oy Ma) + + oy Ma (ly, May + +p Un—1)s 


*) Dabei ist nur die einzige Voraussetzung gemacht, dass diese Variable 1 
von den iibrigen unabhiingig sei. Daher bleiben Functionen, wie F(A, 49; uy, ue), 
wo sowohl zwischen den 4, als den w je eine algebraische Relation besteht, im 
Folgenden ausgeschlossen. 
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die man sich in F(2) statt der M eingefiihrt denke. Damit gewinnt 
F die Gestalt: 


(4) F = wf, (a) + uf (A) + + + + ta fata). 

Hier sind die f;(A) gleichfalls linear unabhiingig; denn, bestiinde 
eine lineare Relation zwischen ihnen, so zége diese wiederum eine 
solche fiir die «; nach sich. 

Die Formel (4) lehrt die Entwickelung der gegebenen Function 
F(A; ty, Uo, ~- +) Mn—1) nach linear unabhingigen Functionen der be- 
vorzugten Variabeln A. 

Man bemerkt indessen leicht, dass es, um zu einer solchen Ent- 
wickelung zu gelangen, durchaus nicht immer*) erforderlich ist, 
simmtliche m—d, oben supponirten linearen Identititen zwischen 
den M; heranzuziehen. 

Wir geben daher jedenfalls unserem Problem die allgemeinste 
Fassung, wenn wir es so stellen: 


Sind f)(a), f(a), ‘o- fal), wo d<m, linear unabhingige, 
,eigentliche**), im Uebrigen belicbig vorgelegte ganze Functionen 


*) Es erscheint hierbei nothwendig, die zwischen den M, geltenden linearen 
Identitiiten in zwei wesentlich verschiedene Gattungen zu trennen, die ich — in An- 
lehnung an eine von Hrn. Klein in die Gleichungstheorie eingefiihrte Bezeichnungs- 
weise — provisorisch die der ,,natiirlichen“ und ,,accessorischen“ Identitiiten nennen 
michte. Die natiirlichen seien solche, die mit der Besonderheit der Coefficienten 
in den M;(u,,@,...) nichts zu thun haben, und ausschliesslich daher riihren, 
dass einzelne der Grade, bis zu welchen die w;, ue, ... ansteigen, unter eine ge- 


wisse Grenze sinken. So z. B. herrscht zwischen drei Formen M;(u) immer eine 
lineare Identitiit. 

In diesen Fillen ist es, wie der Verlauf des Textes lehrt, durchaus nicht 
immer zweckmiissig, nach einer Minimalanzahl von linear unabhingigen f;(4) zu 
entwickeln, sondern es ist eine gewisse Willkiihr in der Anzahl derselben geboten, 
widrigenfalls mancherlei Ausnahmefiille unberiicksichtigt bleiben miissten. 

Die accessorischen Identitiiten dagegen, die erst bei Specialisirungen der 
in den M, figurirenden Coefficienten in’s Leben gerufen werden, erheischen, wie 
allein schon die Anwendung der Mannigfaltigkeitsformel (7’) lehrt, unbedingt eine 
solche Darstellung (4), in der die Zahl der f;(4) miéglichst herabgedriickt ist. 

Der sogenannte ,,allgemeine“ Fall, in dem die M; ganz unabhingig sind, 
ist in der Formel (41) fiir m—=d mitenthalten, vgl. dazu die bei (48) hinzu- 
gefiigte Anmerkung. 


m 
**) So seien die f,(4) genannt, wenn sie weder einen Theiler in 4 gemein 


m 
haben, noch, fiir m = m,m,, von der Form f; {g(4)} sind, wo g(4) selbst eine 
ganze Function des Grades m, bedeutet. In iihnlichem Sinne mégen auch Zer- 
legungen von der Form (5) ,,eigentliche“ heissen, wenn ausserdem noch die ;(u) 
, eigentliche’* sind; sonst ,,uneigentliche“. 
Sind die f,(4) nicht alle vom nemlichen Grade, so mache man sie mittelst 
einer Hiilfsvariabeln homogen. 
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m" Grades einer Variabeln 4, so sollen die Grissen ty, U,, ..., Ua 
als ganze Functionen von n— 1 verénderlichen Parametern ty, to, -. +) n—1 
(wo n—1<d) — zwischen denen auch irgend welche algebraischen 
Verkniipfungen gestattet sein migen — dermassen bestimmt werden, dass 
identisch gilt: 


LF) = ugfy(d) + yh) +s + wa fald) = F(a) FQ). 


§ Il. 
Zurickfihrung des Problems auf ein einfacheres. 


Wir gehen vorerst aus von » — 1=—=d von einander villig wn- 
abhingigen Parametern u,, @.,-..-, Ha; alle sonstigen Méglichkeiten 
werden wir spiter durch geeignete Specialisirungen ableiten. 

Ferner werden wir an Stelle der Zerlegungen I zuvérderst wiederum 
solehe von einfacherem Charakter studiren. Wir setzen nemlich fest, 
dass der — rational bekannt gedachte — Verschwindungswerth von 
F(a), er heisse 4 = pw, selbst einer der Parameter p,, ., . . -, a Sei, 
etwa der mit uw, bezeichnete. Die tibrigen sollen dann in ihrer neuen 
Bedeutung, mit Accenten versehen werden. Ebenso bedienen wir uns 
modificirter Bezeichnungen v;, G, fiir die Functionen u,, F,, sodass 
die gemeinten Zerlegungen die folgenden werden: 


ix=d 


, . _ m m—1 p . i 
I’. -~ Ui(W5 Ma’y Wy’, » « «5 Ma) Fe(A) S (A — fw) Ga(A5 5 Wey yy oy Mad) 


«=0 


Unter diesen Zerlegungen zeichnen sich durch ihre Einfachheit 
diejenigen aus, bei denen die w,',u;,.-+-, a getrennt und nur vom 
ersten Grade auftreten, oder mit anderen Worten: fiir welche die 
linke Seite von I’, wie auch der Factor G, als ,,lineare Form“ dieser 
(nicht homogenen) Parameter erscheint. In diesem Falle wollen wir 
die Zerlegung eine ,,ausgezeichnete“ benennen. Sie bilden den Schliissel 
zur Lésung der in § 1 fixirten Aufgabe: denn, haben wir erst irgend 
eine solche ausgezeichnete Zerlegung ermittelt, so werden wir nach- 
weisen kénnen, dass riickwéirts aus ihr jede beliebige Zerlegung vom 
Typus I dadurch abgeleitet wird, dass anstatt der leteteingefiihrten Para- 
meter We, Uo, tg, ++. a Wwillkiirliche rationale Functionen der 
urspriinglichen Parameter ,, (to, 3, ++ -) a Substituirt werden. 

Denken wir uns ftir den Augenblick eine ausgezeichnete Zerfallung 
von der eben definirten Art bereits aufgestellt. Dann zerfiillt sie ihrer- 
seits wieder, da sie fiir die linear (und getrennt) vorkommenden Para- 
meter fy, f3,.. +, a identisch erfiillt sein muss (und letztere nach 
der ausdriicklich getroffenen Verabredung unabhingig von einander 


3* 
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sind), sofort in d Zerlegungen von noch speciellerem Charakter, in 
denen je nur der eine Parameter w figurirt, die also simmtlich von 
der Form sind (¢ = 1, 2,..., d): 
% m % m % ™ m—1, ¥j—1 
(5) po(u)fo(4) + 91H) (A) + +++ + pale) fa(4)= (4 —#)- OG, &), 
wo unter den o,(w) (kK =0,1,...,d) und (A, w) unbekannte ganze 
Functionen von mw resp. 2, « zu verstehen sind, die in diesen Variabeln 
bis zu den angegebenen Graden ansteigen. Umgekehrt wird man dann 
durch lineare Combinirung (mittelst der Parameter u,', ,,.-., Ua) 
von d@ passend ausgewiihlten Identitiiten (5) zu einer ausgezeichneten 
Zerlegung gelangen. 
Unsere Aufmerksamkeit hat sich danach, ehe wir die Zerlegungen 
I’ und I selbst in Angriff nehmen, auf das Hiilfsstudium der durch 
(5) dargestellten ,,ausgezeichneten Zerlegungen mit nur einem Para- 
meter“ zu concentriren. Wir werden dabei Gelegenheit nehmen, an 
diesem Specialfalle eine vollstiindige Durchfiihrung in dem Sinne zu 
geben, dass wir den Forderungen des § 1 zur Geniige gerecht werden. 


g Ill. 


Die ganzen Functionen zweier Variabeln mit einem rational bekannten 
Bilinearfactor. 


Da eine in zwei Variabeln 4, w bilineare Form durch lineare 
Transformation, sei es von 4, oder von mw, in die canonische Gestalt 
4 — w iibergefiihrt werden kann, so sind die im Titel bezeichneten 
Functionen durch eine Identitiit vom Typus (5) charakterisirt, nimlich: 


v ™ ¥ m ¥ m m—1, v—1 

(SY Pol) fo(A) + Mi) A (4) +++ palu) fa(4) = A—e) OA, #), 
wo v jetzt einen beliebig vorgegebenen Grad bedeute. Um die un- 
bekannten g; (und damit auch den Factor ©) zu ermitteln, setze man 
in (5‘) nach H. Brill 4. Damit wird die linke Seite von (5’) 
eine ganze Function vom Grade v + m in 4 allein, deren identisches 
Verschwinden dem Bestehen der Identitiit véllig aiquivalent ist. 

Daraus fliessen zur Bestimmung der in den g; vorkommenden 
(d+ 1) (v+1) homogenen Coefficienten m-+-v- 1 lineare Glei- 
chungen. Von jenen Coefficienten bleiben daher im allgemeinen Falle 
noch (d+ 1) (v+ 1) — (m+ v+4 1) =—d(v+1)—~m willkiilich: 
(ie tibrigen sind dann eindeutig und rational durch die ersteren und 
die Coefficienten der f; bestimmt. Wir driicken dies so aus: 

»Die (nicht homogenen) Coefficienten der ganzen Functionen 9;(m) 
in (5) bilden im Allgemeinen eine lineare Schaar von der Mannig- 
faltigkeit : 
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(7) M® =d(v+1)—m—1 
und die g;(w) selbst sind je aus M4 1 rational bekannten (nur 
linear unabhingig auszuwihlenden) Functionen dieser Art linear com- 
ponirbar mittelst willkiirlicher Constanten a, also: 
v v v (@) (a) 

(8) ge(u) = GU) a + —(W) a eg (My al), 

Bestehen aber zwischen den, die Aufgabe lésenden, (d + 1) (v + 1) 
linearen Gleichungen eine Anzahl qg von linearen Identitiiten (was nur 
bei Erfiillung gewisser Invariantenrelationen zwischen den Coefficienten 
der /,(4) stattfinden kénnte), so wiirde die Anzahl (7) zu ersetzen 
sein durch die andere: 


[7] [Mi] = d(v + 1) —-m—1+q=—M+q%. 
Die genauere Untersuchung wird ergeben, dass jedenfalls fiir 
v>m—d-+1 die Anzahl g immer verschwindet. 


Der erste weitere Schritt wird nunmehr der sein, den oben ge- 
schilderten Process der Auflésung linearer Gleichungen eine nur 
endliche Anzahl von Malen vorzunehmen, und aus den so gefundenen 
Lésungen die allgemeinste, einem beliebigen v entsprechende Lésung 
direct zusammenzusetzen. Zu dem Zwecke schicken wir folgende 
Definition*) voraus: 

»lrgend eine Anzahl r von Identitiiten (5) (mit successive variirenden 
Graden v;) mége rational unabhdngig heissen, wenn zwischen ihren 
linken (oder auch rechten) Seiten keine lineare Identitit herrscht, 
deren Coeffivienten ganze Functionen der Variabeln w wiiren. In 

"% 
demselben Sinne sollen auch die  Functionensysteme g;(u) (k= 1, 2, ---r) 
rational unabhingig genannt werden“. 

Auf Grund dieser Definition mége eine Voraussetzung**) iiber 
die Coeflicienten der f,(4) gemacht werden (die alle, mir bis jetzt 


*) Es ist diese Definition einer in der Zablentheorie iiblichen nachgebildet. 
**) Liisst man diese Voraussetzung fallen (was sicher nur in ganz extremen 
Viillen eintreten wird), so bleiben auch dann noch die Entwicklungen des Textes, 
insoweit sie sich auf die Aufstellung der Formel (12)’ und die aus der letzteren 
zu schipfende Mannigfaltigkeit der Zerlegungen (5’) beziehen, vollkommen giiltig; 


v 

ein Unterschied tritt nur insofern ein, als die Darstellung der g;(4) in (12) auf- 
hért, eine ,,reine“ zu sein. Ist nemlich die Summe der »v in (10) grésser als m, 
etwa gleich ¢, so liefert (12’) die gewiinschten »,(4) (und damit auch die linke 
Seite der Identitiét (5’) ) stets verbunden mit einem (durch Division nicht mehr 
wegzuschaftenden) Factor 7’ (i) vom Grade o in 4 (resp. w). Ebenso ist die Formel 
(7) nicht mehr anwendbar. 

Fiir d = 2 zeigt der uzweite Abschnitt, wie die Forderung (9) immer erfiillt 
werden kann (vgl. die Schlussanmerkung der Arbeit). 
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bekannt gewordenen, im Uebrigen noch so speciellen, eigentlichen 
Functionensysteme /;(4) umfasst): 

»Es sei immer mdglich, fiir gegebene f;(4) ein System von d 
rational unabhingigen Identititen (5) derart aufzustellen, dass die 
Summe der d Grade v; (der Functionen g; in w) ei Minimum d. i. 
gerade gleich m (dem Grad der f; in 4) wird: 

id 
(9) Zz Vv; = m.“ 
i=1 


Denkt man sich solche dIdentitiiten wirklich aufgestellt (4 1, 2, ---, d): 


m "% m m—1, Vp 


(10) 9? (whol) + 9? (wh) +e (u) a4) =O —B) O(a, #), 
oder die ihnen gleichwerthigen: 


m 


(11) py? (a) fad) + (2) fi @) » didhdede, 9 (A) fa(4) = 9, 


so sind die f,(4) proportional den Determinanten der g*(A) i. e. mit 
Riicksicht auf (9), ganzen Functionen m'” Grades in 4. 

Fur den Fall, dass die Bedingung (9) nicht erfiillt ist, gelten die 
beiden Hiilfssiitze, die wohl keines Beweises bediirfen: 


(A) ,,Auch fiir az v > m verhalten sich die f;(4), wie die Deter- 
minanten der g*(4), welche dann aber einen gemeinsamen Factor vom 


Grade >’ v—m in A besitzen.“ 


(B)_,,Fiir an v < m verschwinden die Determinanten der g* (A) 
identisch.“ 

Der Satz (A) berechtigt uns, Zerlegungen vom Muster (5’) ,,er- 
zeugende vom Grade v (sc. im Parameter w) zu nennen: im Besonderen 
heisse ein System (10) mit der Eigenschaft (9) ein System*) von 
(erzeugenden) ,,F’undamentalzerlegungen.“ 

Mit Hiilfe der d Identititen (11) kann man sofort das vollstiindige 
System der fiir ein beliebig vorgegebenes v existirenden erzeugenden 
Zerlegungen (5’) bilden. 

Es stelle (5’) irgend eine dieser Zerlegungen dar, in der wieder 
linker Hand w gleich 4 gemacht sei. Eliminirt man aus dieser Glei- 
chung und den unter (11) angefiihrten die f;(4), so verschwindet die 
aus den ;(A) und g*)(4) gebildete Determinante (in 4 identisch). 
bilden somit die p*(4), zusammen mit den g;(A) ein rational abhiingiges 
System, sodass man hat: 


*) Oder auch kiirzer ein ,,F'und talsysten Spiater (im zweiten Abschnitt) 
wird dieser Ausdruck auch auf die linken Seiten pt bez. Zerlegungen angewandt, 
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Va m+r—Vq 
(12) «() pod) = psn a Ga) Fg (a) a8) --- + anal (a) 
wo sich die, als Coefficienten fungirenden, ganzen Functionen 1(A), 
«)(2) in bekannter Weise berechnen. 

Diese Berechnung lehrt aber zugleich, dass diejenigen a *)(A), deren 
Gradzahl m+ v — »%> 0 ist, zufolge des Hiilfssatzes (A) den gemein- 
samen Factor t(A) aufweisen, wiihrend die tibrigen, fiir die die ent- 
sprechende Anzahl m + v — » negativ ausfillt, vermége (B) identisch 
verschwinden. Durch Division mit t(4) geht daher (12) iiber in die 
folgende Darstellung (bei der das Zeichen t — jetzt als constanter 
Proportionalitiitsfactor aufzufassen — und ebenso die a)(4) der Kinfach- 
heit wegen beibehalten sein mégen): 


v " v—y, V% v—V, "a og 
(12')*) eepe(d) = ps (A)al(A) pi (A) aA) P+ + pfO(A) al (A), 
md 7 
wo fi irgend ein negatives vy — % dem Zeichen «*(A) der Werth 
Null beizulegen ist. 
Umgekehrt liegt auf der Hand, dass die Substitution beliebiger 


vy 


ganzer Functionen a )(4) in die rechten Seiten von (12’) diese letzteren 


zu Functionen (A) einer erzeugenden Zerlegung (5') vom Grade 
v macht. 

Demnach liefert die Forme] (12’)sdimmiliche erzeugende Zerlegungen 
vom Grade »v. 

Aus ihr fliesst endlich auch die genave Bestimmung der Mannig- 
faltigkeit unserer Zcrlegungen, ohne dass mau der Kenntniss der friiher 
auf anderem Wege gewonnenen Formel (7) resp. [7] bediirfte. Hs 
gilt niimlich der Satz: ~ 

Die Mannigfaltigkeit der erzeugenden Zerlegungen von beliebig 
vorgegebenem Grade v ist in allen (wenn- auch noch so speciell gearteten 
Fiillen) die um Eins verminderte Gesammtanzahl der in den ganzen 
Functionen «&(d) figurirenden homogenen Coefficienten.“ 

Hier findet nun ein bemerkenswerther Unterschied statt zwischen 
den FVillen, in denen der gegebene Grad v die grésste der Gradzahlen 
vy, — sie mag mit v’ bezeichnet sein — tiberschreitet oder eventuell 


*) Kin zweiter Beweis fiir die Formel (12’), der fast ganz ohne Rechnung 
operirt, findet sich, bei besonderer Anpassung an den Fall von vier /,(4) vierten 
Grades (d. i. geometrisch, der Erzeugung der rationalen Raumcurven vierter Ord- 
nung) in der diesem Gegenstand gewidmeten, vorausgeschickten Arbeit des Verf. 

**) Der Beweis desselben geht unmittelbar aus der Bemerkung hervor, dass, 
sobald auch nur eine lineare Relation zwischen den Coefficienten der a (4) statt- 
finde, die Zerlegungen (10) ein rational-abhiingiges System bilden wiirden, was 
gegen die Voraussetzung verstisst. 
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ihr gleichkommt, und den andern, wo v unter den Werth von v 
herabsinkt. 

Bei der ersteren Annahme niimlich tritt der merkwiirdige Um- 
stand ein, dass die in Rede stehende Mannigfaltigkeit allein von den 
Anzahlen v, m, d abhiingig ist, sodass die besondere Natur der f;(A), 
oder, was hier das Gleiche bedeutet, die Art der Partition von m in 
die d Zahlen »,(>1), ohne jeden Einfluss bleibt. 

In der That fiihren, wenn keine der Zahlen vy — », negativ wird, 


vv 


die ganzen Functionen « (4) im Ganzen wegen (9) gerade: 


k=d 
(13) S@—u+1) =de+1)—>'% = d+) —m 


k=1 


homogene Coefficienten mit sich, und die gesuchte Mannigfaltigkeit 
ist also die, (wie sein muss), mit (7) tibereinstimmende: 
(7) Mt = d(v+1) — m— 1(v>,). 

Sobald dagegen v < », wird die Formel (7) in der Regel nicht 
mehr die wahre Mannigfaltigkeit der bez. Zerlegungen angeben. Diese 
ist vielmehr, wenn v,, ¥.,...¥%, unter den Zahlen », diejenigen sind, 
welche den gegebenen Grad v nicht tiberschreiten, und wenn diese 


Zahlen resp. ”,, %,..-%-mal unter den x, vorkommen, die folgende 
Anzahl: 


(7) Mi = >'w(v—v, +1) —1l(v<y). 
r=1 


Demnach kénnen wir als Gesammtergebniss verzeichnen, was folgt: 
Um siimmtliche ausgezeichnete Zerlegungen (5’') mit einem Para- 

meter w und vom v' Grade in demselben zu erlangen, stelle man d 

rational unabhingige Fundamentalzerlegungen (10) (mit der Higen- 


schaft (9)) auf, multiplicire ae - willkiirlichen ganzen Functionen 
vv % 


al) (w) (wo fiir »v — % < 0 ai) (u) “gleich Null zu nehmen) und addire, 
dann kommt: 


k==d v— vp 


"k m "k m "% m 
aay See) fog) faC@) + 9H A) +> + 98 fad} 


v—vp m—1,vp—1 


= (4—n) > (u) 0% (a, 4). 


Auf diese Weise setzen sich die gesuchten Zerlegungen linear und 
homogen zusammen aus M\”) + 1 linear unabhiingigen, rational be- 





Reducibele ganze Functionen. 41 


kannten, wobei die Anzahl M{” aus den Formeln (7) resp. (7’) zu ent- 
nehmen ist. 


Damit ist zugleich die weitere, in § 1 aufgeworfene Frage nach 
den Zerlegbarkeitscriterien fiir eine vorgegebene ganze Function in 
unserem Specialfalle erledigt. Man hat: 


»oollen in der ganzen Function >” g:(u) f; (a) (wo die f(a) in 


linear unabhingiger Weise gegeben sind) die o;(u) so bestimmt sein, 
dass der Function ein in 4 und wu bilinearer, rational bekannter Factor 
zukommt, so ist dazu nothwendig und hinreichend, dass die ,(w) in 
der Form (12’) darstellbar sein miissen.“ 


g IV. 


Die Herleitung der Zerlegungen I mit unabhingigen Parametern aus 
den ausgezeichneten Zerlegungen. 


Wir weisen jetzt den Hauptsatz nach, dass der Uebergang von 
den ausgezeichneten Zerlegungen zu den in I vorgelegten durch rationale 
Substitutionen der Parameter vermittelt wird. 

Der Aufbau der ausgezeichneten Zerlegungen (mit nur linear und 
isolirt auftretenden Parametern) vollzieht sich, wie bereits in § II ent- 
wickelt wurde, ohne Weiteres mit Hiilfe eines Systems (10) von Funda- 
mentalzerlegungen; man hat die letzteren nur mit willkirlichen Para- 
metern mw, (k—=1, 2,...d) zu multipliciren, und dann zu addiren. 

Setzen wir zur Abkiirzung fiir die linke Seite einer Fundamental- 


m “Vs; 
zerlegung (10) das Zeichen Y)(A, mw), sodass also: 


m, “k t= _™m "k m—1, ¥,—1 
(15) YA, w) = S'la) pu) = (4-4) O (4, wv) (F=1,2,...d), 


i=0 
so ist eine ausgezeichnete Zerlegung fixirt durch die Formel: 


k=d m, VR k=d m—1, %,—1 


I. Dv" (a, wae = (Aw) S10 (a, w) wr. 
k=1 k=1 


Ordnet man hier die linke Seite andererseits nach den /;(A), so lautet sie: 
i=d 


(16) >) Ui(ws ts t's» - wa) fila) ° 


i=o0 
wenn die U; fiir die folgenden Ausdriicke stehen: 
k=d 


" 
(17) Ui(w5 ty’, Uo's- + a) =>'9 (w) wx’. 


k=1 
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Um nur mit ganzen Functionen zu rechnen, haben wir bereits 
die Identitét IT (und damit auch die U; (17)) in Bezug auf die Para- 
meter wu, (vermége EHinfiihrung von u,’) homogen gemacht: dasselbe 
mége nun auch noch hinsichtlich u geschehen mittels einer zweiten 
Variabeln wp’. 

Dann fliesst offenbar aus der ausgezeichneten Zerlegung II immer 
eine solche vom Typus I, sobald man die beiden Reihen von Para- 
metern (uw, “’) (uy’, Uo, --- Ma) ersetzt durch ganz beliebig gewiihlte 
ganze Functionen jener urspriinglichen Parameter p,, u.,... Ma- 

Demnach handelt es sich nur noch um den Beweis des umgekehrten 
Satzes, dass jede, irgendwie als existirend gedachte Identitit I (vorderhand 
noch mit lauter unabhdngigen Parametern u,, f., --. fa behaftet) 
mittelst eines Processes von dem eben angegebenen Charakter aus II 
abgeleitet werden kann. 

Zu dem Zwecke stellen wir die Frage besser so: 

» Wie kann man es erreichen, dass eine gegebene Zerlegung I 
mit der Zerlegung II vollig tibereinstimmt, sodass beide thatsiichlich 
einer und derselben Identitiit iiquivalent sind?‘‘ Oder schiirfer: 

»,Welche Beziehungen haben zwischen den beiderseitigen Para- 
metern stattzufinden, damit vermiége ihrer die ausgezeichnete Zerlegung 
[I in die allgemeine I (und umgekehrt) tibergeht? “ 

Dies wird dann und nur dann eintreten, wenn die linken (und 
folglich auch die rechten) Seiten von I und II bis auf einen Factor 
identisch gleich werden, wenn also die folgenden Proportionalititen 
identisch erfillt sind: 


(18) @Us(m, W5 Mrs Ma's + + Ma) = Ua (Myy May + Ma) (6=0,1,...d). 
Diese Transformationsrelationen zwischen den alten und neuen Para- 
metern seien von jetzt ab festgesetzt. 
Dann reducirt sich die uns obliegende Aufgabe darauf, aus (18) 
die w, 3 @, #o,---@a in Function der u,, w,,... we zu berechnen, 
Da der ausdriicklich getroffenen Verabredung zufolge nicht allein 
ly) Mo,+- + Wa, Sondern auch die Verhiiltnisse der mw, mu’; my’, Mo, -.- Ma 
je vollig unabhiingig von einander sind, so miissen die letzteren auf 
Grund der Relationen (18) ganz bestimmte algebraische Functionen 
der ersteren (und umgekehrt) sein. 
Die Berechnung der homogenen uw, uw’ erledigt sich mit Leichtigkeit. 
» Denn sollen die Formeln (18) erfiillt sein, so muss jedenfalls der 
Factor 4 — w auf der rechten Seite von II iibergehen in den ent- 


1 
sprechenden, rechter Hand von I figurirenden Linearfactor F’,(4). Man 
denke sich F(A) nach 4 geordnet: 


. ‘ 
(19) FY (A5 try May e+e Ma) = ALM, yy. a) — Fy (Hy , es ++ a) 
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so resultirt fiir die homogenen pw, w’: 


(20) re =F, Mor -+- Ma), TH = Fi (uy, wy, ++ wa). 

Dieses Werthepaar trage man in die Formeln (18) ein, dann reduciren sie 
sich auf d unabhiingige Gleichungen, in denen nur noch die ,’, u,’,...ua 
als lineare, homogene Unbekannte vorkommen, die daher ohne Weiteres 
als ganze Functionen der u,, u., ... a bestimmbar sind: 


(21) Gx = Ly (uy, ty, -- + Ma) (K=1, 2,..- a). 
q. e. d. 





Damit ist das Gewiinschte geleistet: es bleiben noch die Modificationen 
zu untersuchen, die das Resultat erfahren wird, wenn man von der 
bisher festgehaltenen Unabhingigkeit der Parameter u, , w.,...u¢ absieht. 


g V. 


Algebraische Beziehungen zwischen den Parametern. Formulirung des 
Hauptresultates. 


Nunmehbr kann nachtriglich die Beschriinkung, sowohl die u,, 
fly, .-+ Ma, Wie die (nicht homogenen) mw; m,’, uy, --.@a je ganz unab- 
hiingig von einander denken zu miissen, aufgehoben werden. Denn 
es seien jetzt die u,, #,, ...@¢ an irgend welche algebraische Rela- 
tionen gebunden. Eine von diesen sei z. B.: 


(22) P (Ur Har + + Ma) = 0. 
Dann fihrt die Elimination der Groésseh m,, w., ... Ma (und @) aus 
(22) und den Transformationsgleichungen (18) zu einer, (22) correspon- 
direnden algebraischen Relation zwischen den neuen Parametern p; 
U's Hy) +» «bea? 
(23) P (5 Has My’ -- + Wa) =O 
und umgekehrt, Lassen sich die w,, @,; .-.@a im Besonderen durch 
eine geringere Anzahl von Parametern v,, v,, ... rational ausdriicken, 
so hiingen, wie die Formeln (20), (21) direct lehren, auch die neuen 
Parameter von den vy rational ab. 

Dabei kénnen die v ihrerseits wieder algebraisch verkuiipft sein u.s. f. 


Unser Hauptresultat ist demnach dieses: 
» Das Criterium daftir, dass eine vorgelegte ganze Function von n 


Variabeln Fa » My) ay+++Hn—1) (Wo die w noch beliebigen algebraischen 
Verbindungen unterliegen diirfen) einen rational bekannten Linear- 
factor in 4 enthilt, gewinnt man, indem man zuniichst (was noch 
auf mannigfaltige Art mdglich ist) die Function F nach linear unab- 


hiingigen ganzen Functionen /; (2) (von A) entwickelt: 
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ix=d 


(4) F(A, Hy» Hoy. + + Ma) = > Wily, ay» - + Unt) fild) (n—I1<d). 


i=0 
Dann miissen sich die Functionen u,; aus je d erzeugenden Functionen 
p(w) on ry - pis - eines Fundamentalsystems (10) linear und 
aati ? 7° ee 


homogen componiren lassen, in der Weise, dass 
k=d 

(17’) Us (yy Hoy - +» Una) =>'p (4) me (uw, =1) 
k=1 


wo die w, w von den «,, My, .- + Mn—1 (unter Wahrung der zwischen 
den letzteren geltenden algebraischen Relationen) und den Coefficienten 
der f;(4) (d. i. den gegebenen Constanten) rational abhingen. 

Dabei wird der Verschwindungswerth 4 = w des in Rede stehen- 
den Linearfactors durch die Grésse uw selbst angegeben.“ 


Es mag niitzlich sein, die vorangegangenen Entwicklungen den 
Definitionen und Methoden anzupassen, deren sich Hr. Kronecker in 
seiner bekannten Festschrift bedient. 

Wir begniigen uns hier mit der dementsprechenden Formulirung 
des Endresultates : 

»Soll eine beliebig vorgelegte ganze, ganzzahlige Function F'(A) 
einer Variabeln 4, deren Coefficienten irgend einem Gattungsbereich 
(G; WR’, R’, ... NOY) angehdren, in zwei Factoren (sc. mit Coef- 
ficienten aus dem niimlichen Gattungsbereich), deren einer in 4 vom 
ersten Grade ist, zerlegbar sein, so denke man sich die Coefficienten 
von F(A) aus d + 1 linear unabhingigen Gréssen wu, linear und homogen 
zusammengesetzt, dann ist nothwendig und hinreichend, dass diese u; 
ein gewisses Divisorensystem d'* Stufe (von erzeugenden Functionen 
g®™ (10)) besifzen, in dem Sinne, dass sowohl das Argument der 
Divisoren, als ihre Factoren in dem vorausgesetzten Gattungsbereich 
enthalten sind.“ 


§ VI. 
Die Zerlegungen mit einem Parameter. 


Zur Illustration des eben explicirten Ergebnisses wollen wir den 
zuniichst sich aufdrangenden Fall reducibler Functionen I mit nur 
einem Parameter w einem eingehenderen Studium unterwerfen. Es 
bieten diese Zerfillungen, vom Grade z in p: 

m a a nm m 1” m—1, 
(24) F(A, m,) = > ui(u) fila) =F, (A, my) F(A, wy) (4 +=) 


7=0 
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zugleich die Veranlassung, die friihere Erérterung des § III — die sich 
auf den einfachsten Unterfall 2,—1 bezog — in naturgemisser 
Richtung auszudehnen. Insbesondere wird die Mannigfaltigkeitsformel 
(7), insofern sie sich, gewisse Ausnahmefiille abgerechnet, als all- 
gemeingiiltig erwies, auch fiir die Zerlegungen (24) ihr auffallendes 
Seitenstiick erhalten. Nur auf die vollstiindige Erledigung der auch 
hier, und zwar noch mannigfaltiger, hervortretenden Ausnahmefille 
werden wir verzichten miissen. Es wird dann nur gelingen, die gesuchte 
Mannigfaltigkeitszahl in zwei Grenzen einzuschliessen. 


Wie wir wissen, erschliessen sich uns simmtliche Zerlegungen 
(24) aus der ausgezeichneten Zerlegung II, sobald man fiir die beiden 
homogenen Parameterreihen mw, w’; u,', > ,--. "a solche, im Uebrigen 
willkirlichen, ganzen Functionen von yw, substituirt, die bewirken, 
dass die Grade von F,, F’,, u; in u, den vorgegebenen Zahlen z,, z,, 
x= 2,-+ 2, resp. gleich werden. Dies ist nur der Fall, wenn der 
Grad (bez. w,) der Functionen yu, uw’ gleich x, , der von den yu,’ (k—=1,2, ...d) 
gleich « — 2,» gewiihlt wird. 

Mithin ergiebt sich eine obere Grenze fiir die Mannigfaltigkeit 
der Zerlegungen (24) d. i. fiir die Anzahl der in (24) méglichen, von 
einander unabhingigen, willkiirlichen Constanten, wenn man von der 
Gesammtzahl der in den w, uw’; m,, M),.-. a (als ganzen Functionen 
von w,) auftretenden homogenen Coefficienten noch die Zahl Vier in 
Abzug bringt, die auf Rechnung einer linearen Transformation von mu, 
kommt, vermdge deren sich stets vier: der erwahnten Coefficienten 
numerisch festlegen lassen. Sei analog dem Friiheren, x... das 
Zahlzeichen der gesuchten Mannigfaltigkeit, so kommt: 


kd 
(25) My <2, + 1+ > a—ay m1) — 4. 


k=1 


Wir setzen dabei wieder ausdriicklich fest, dass die Zahlen z,, x, im 
Uebrigen beliebig, jedoch so gewihlt seien, dass keiner der Werthe 
a — 1, negativ wird: 


(26) a—1,%>0 (k=l, 2,...d) 


und ausserdem die Bedingung (9) 


(9) >= m- 


befriedigt sei. Mit Riicksicht darauf lisst sich die rechte Seite der 
Ungleichung (25) auch in folgende Formen bringen: 


(27) 22,14 2d—x,m + d—4—=(d+-1)(a-+1)—{1.2,-4+-(m—1)x,\—4. 
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Wir ermitteln jetzt auf einem anderen Wege fiir die niimliche Zahl 
MS ,, eine wntere Grenze. 

Es ist bisher von dem scheinbar directesten Verfahren, zu allen 
Identitaiten I zu gelangen, niimlich von der Vergleichung der beider- 
seitigen Coefficienten, noch kein Gebrauch gemacht worden. 

In der That wiirde dies zu lauter, in den (unbekannten) Coeffi- 


1 m—1 
cienten der Factoren /',(4), F(A) bilinearen Gleichungen gefiihrt 
haben, die wirklich aufzulésen die heutige Algebra noch nicht im 
Stande sein diirfte. 


Handelt es sich dagegen, wie jetzt, nur um die Aufsuchung einer 


unteren Grenze fiir die Mannigfaltigkeit der Functionen a4: () in (24), 
so wird die gemeinte Coefficientenvergleichung einen schiitzbaren Dienst 
leisten. 

Die Totalanzahl der in den (unbekannt zu denkenden) ganzen 


a 2, ql m—1, 
Functionen u;(u,), F(A, th)» F(A, fy) vorkommenden homogenen 
Coefficienten — gleichfalls aus demselben Grunde, wie oben, um Vier 
vermindert — betriigt: 
(28) @-:1) (+1) + 2(a, +1) + m(m, 41) —1—4. 


Zwischen diesen Unbekannten bestehen, da die Gleichung (24) als in 
A und w identisch erfiillt anzusehen ist: 


(29) (m+-1) (x+1) 
Relationen. Demnach hat man fiir die Mannigfaltigkeit der Liésungs- 
systeme unserer Aufgabe: 


(30) Ma? m, >{(d+ 1) (+1) +2 (a, + 1)+m(x, +1)—1—4} 
—(m-+1) (+1), 

wo sich die rechte Seite umformen lisst in den Werth 

(31) (d-1) (+1) — {1.2 + (m—1)x,\ — 4. 


Der Vergleich der Formeln (27) und (31) lehrt das Zusammenfallen 
der Anzahlen fiir die beiden Grenzen der Mannifaltigkeit M\? , mit 
dieser selber, d. h. es ist: 


(32) MM, = {(@+1) (+1) — 4} — {1-24 (m—1)m} 


und daher, solange an den Forderungen (9) und (26) festgehalten 
wird, ausschliesslich von den gegebenen Zahlen m, d, x,, 2, abhiingig, 
wie auch die Functionen /;(4) in (24) sonst ausarten mdgen. 

Man kann den beiden Gliedern, aus denen sich das Aggregat (32) 
aufbaut, eine fruchtbare Auslegung geben. Denn bezeichnet man mit 
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C die Mannigtaltigkeit eines willkiirlichen Systems von d+ 1 ganzen 
Functionen x‘ Grades einer Variabeln tte (tts), sowie mit R den Grad 


der beziiglich 4 (oder auch mw) genommenen Resultante der beiden 


1, mw m—l, 
Functionen F(A, @,) und F,(A, us) in der tibrig bleibenden Variabeln, 
so hat man: 


(33) C=(d+1)(a+)—4, R—=—1.2,+ (m—1)z, 
und die Anzahi M{” ,, bestimmt sich somit durch die elegante Forme) *): 
(34) MY .,.=C—R. 
Damit haben wir den Satz bewiesen: 
an “ 
,Bilden die gp; (a) (4 — = die zu den f,(4) gehdrenden 


erzeugenden Functionen eines a (10), so werden 
simmtliche Zerlegungen (24) mit einem Parameter w (der in den Factoren 
F,, F, bis zu den Graden z,, x, ansteige) durch die Formel geliefert: 


t=-d &= 


(35) FG, a,) = Sugnid=> Sorleayae (u,’) I} da oitu 


i=0 i=0 k=1 


k=d 


m nm m—1l,v¥p,—1 A, v,—1, 2, n—T, V), 
= {40 @)— ae} Sto | As w(t), (us) (;) 


hI 
i, m& m—I1, Ml 
=F (4, w) F(A, 4), 
die aus der ausgezeichneten Zerlegung II dadurch hervorgeht, dass an 
Stelle der homogenen Variabelnreihen (uw, mu’) (u,', wo’, ... @a) willkiir- 
liche ganze Functionen von dem einen Parameter gw, (zu den ver- 
zeichneten Graden) substituirt werden. 

Hierbei sind zwei wesentlich verschiedene Hauptfille auseinander- 
zuhalten. 

Sobald niimlich die gegebenen Grade z,, 2, so hoch gewihlt 
waren, dass keine der Zahlen x — a,» negativ wird, wird die Mannig- 
faltigkeit der Zerfillungen (35) in der That durch die Anzahl M® ,, 
(34) der in den Functionen u(u,), w’(m,), wx (u,;) vorkommenden will- 
kiirlichen Constanten angegeben, und bleibt fiir beliebig specielle — 
wenn nur mit (9) harmonirende — /;,(A) giiltig. 

Ist dagegen, fiir »’ als grésste der Zahlen », 

(36) x—z,v <0 


*) Ueber die Bedeutung dieser Formel, ihre Erweiterung, und endlich ihre 
Anwendung auf die Geometrie vergl. die oben citirte Note des Verf. in den 
Miinchener Berichten von 1885. 
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d, h. sind einige der 2 — z,v; negativ, so stellt zwar (35) — nach 
n—H,v,<0 
zuvoriger Unterdriickung der beziiglichen Coefficienten wu, (w,) — immer 
noch die Gesammtheit der in diesen Fallen méglichen Zerlegungen 
(24) dar, ihre wirkliche Mannigfaltigkeit aber befindet sich zwischen 
den beiden Grenzen (25) und (30), wo bei der ersteren wiederum in 
k=d 
der Summe > a-m, v,+1) nur die positiven von den & Gliedern zu 
k=1 
rechnen sind.“ 
Von dem Nachweise der zweiten Hilfte dieses Ergebnisses kénnen 
wir absehen, da er dem in § III — fiir negative Zahlen vy — »%, — 
gefiihrten durchaus Abnlich ist. 


§ VI. 
Allgemeine Theorie der Zerlegungen. 


Unser Studium richiete sich bis hierher ausschliesslich auf Zer- 
legungen vom Charakter I: es entsteht jetzt die Frage, ob auf sie die 
angestellten Erwigungen und Rechnungen beschrinkt sind, oder ob 
diese nicht vielmehr — mit geeigneten Modificationen — eine Ueber- 
tragung auf die héheren Fille: 


m =d m mn, Ny ty 
WL F(A; ay, Me, - + -) => ula My y-++) f(A) = FY, (A) F, (A)... F(a) 
i=0 
(30, 91g} +--+ y=) 
gestatten, und an welchen Punkten neue Methoden einzusetzen haben. 
Die Antwort auf die hiermit aufgeworfene Frage wird sich leichter 
geben lassen, wenn wir uns auf den, an I unmittelbar anschliessenden 
Fall eines quadratischen*) Factors: 


7 F(a) = S wh) = FO F,@) 


als Typus stiitzen. Dabei werden wir diejenigen Formeln, deren 
Analogie mit den in den §§ I bis V aufgebauten augenscheinlich ist, 
unter dem niimlichen Zahlzeichen, nur mit einem Accent links oben 
versehen, citiren, Unter den w,, u.,.-.- ta (@>2) seien zuvirderst 
wieder unabhiingige Parameter verstanden. Statt der Identitiiten ‘I 


*) Vom Standpunkt der allgemeinen algebraischen Theorie ist freilich ein solcher 
hoherer Fall direct auf den vorher behandelten zuriickfiihrbar. Denn irgend eine sym- 


2 
metrische Function der Wurzeln von F',(4) = 0 hiingt von einer Gleichung mit 
einer rational bekannten Wurzel ab. Eine wirkliche Durchfiihrung dieses Ansatzes 
im Sinne des Textes scheint indessen schwierig zu sein. 
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untersuchen wir vorab solche ,,ausgezeichneten“‘, bei denen zwei der 
Parameter wu, etwa u,, u, (mit Hiilfe eines dritten u,, der Homogeneitit 


halber eingefiihrten) mit den Coefficienten des Factors F, (a) iiberein- 
stimmen, und iiberdies die noch iibrigen u,’, w,’, ... wa (gleichfalls 
vermoége eines weiteren, w., homogen gemacht) nur vom ersten Grade 
und isolirt auftreten, also: 


¥ 
id k= k 


d 
, 4 ~ ™m F 
Il. >) >) Gi (os ters te) F(A) a 
‘=0 &=3 
LF oe 1 


m—8 , , , 

(A? hy — Ay ta) P (AS thy, My, as Mee ply y+ -Ma) 
wo vy, die Dimension der g;“) in den gy, @,, , bedeutet. Diese Zer- 
legung ‘Il ist d — 2 ,,erzeugenden“ iiquivalent, niimlich (k—2,3,...d): 


"k bd "k 


‘ ao ee eee Tn 
(10) pl) (Wy My, Ue) fo (A) + (Uo, my » by) (A) ‘+o (Uo » Hy » Ma) fala) 


y—1 
= (Ay — Au, +m,) O's 
= 0 iT, 5 Mos bby» Ma). 


Solcher Zerlegungen stelle man, mittelst der Methode der unbestimmten 
Coefficienten (wie in § VI) d—1 ,,rational unabhiingige“ auf (i.e. die keiner 
linearen Identitit, mit ganzen Functionen der uy, u,, u als Coefficien- 
ten unterliegen) von den resp. Dimensionen »% (k==2,3,...d), wobei 
die Summe aller % so niedrig als méglich gewihlt werde. 

Diese, so gefunden gedachten d -- 1 Identitiiten hat man nur mit 
willkirlichen Gréssen w,’, #,',... @¢ Zu multipliciren und zu addiren, um 
riickwiirts die ausgezeichnete Zerlegung ‘Il zu erreichen. Ks laute die 
linke Seite der letzteren, abgekiirzt: 

ix=d 
m 
(17) > Uiluo, Uy > Ha} Ma's yy +» » Ma) fi(A) 
i=0 
dann geht diese iiber in die linke Seite der urspriinglichen Zerlegung 
‘l nach Festsetzung der ‘Transformationsformeln: 


(18) @ Ui (toy My» My3 Me's yy + +» Md) = Ui (My, gy.» + Ma)- 


Diese fiihren einmal, wenn F, (i), nach A entwickelt, die Gestalt hat: 

(19) F(a) =# F. — ako + Fo 

zur Bestimmung der homogenen my, w,, lo: 

‘(20) tu, =F, (s=0, 1, 2) 

sodann, mit Benutzung hiervon, auch zu den Ausdrticken der my’: 
Mathematische Annalen. XXX. 4 
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*(21) Ou, = [Ty (w,, to,--+ Ma) (K=2,3,...d) 
in ganzen Functionen der alten Parameter. 

Diese \letzteren mége man sich nachtraglich an irgendwelche alge- 
braische Relationen gebunden denken, dieselben ziehen entsprechende 
Relationen unter den neuen Parametern nach sich und umgekehrt. 

Und somit wird endlich auch das Hauptresultat in dem damals 
(§ V) niedergelegten sein getreues Vorbild haben. 

Eine sorgfaltigere Ueberlegung wird indessen bald erkennen lassen, 
welche Schwierigkeiten der wirklichen Ausfiihrung der angedeuteten 
Operationen, schon bei allgemeinen /f;(A), entgegenstehen, und wann 
selbst der blosse Ansatz dieser Operationen von vornherein versagt. 

Was zuniichst die erzeugenden Zerlegungen ‘(10) angeht, so lehren 
Beispiele, dass schon im allgemeinen Falle die aus der Vergleichung 
der beiderseitigen Coefficienten von ‘(10) emanirenden (m-+-1) i a 
linearen Gleichungen keineswegs mehr linear unabhingig sind. 

Aber gesetzt auch, man hiitte — vielleicht auf indirectem Wege — 

"k 
nn, , 
Lésungssysteme g;*) (u),u@,,¢.) von den niedrigsten Graden 1, gefun- 
den, und mit ihrer Hiilfe ein System von d—1 rational unabhiingigen 


¥ 


, ais a ~ 
Identitiiten ‘(10) aufgestellt, und daraus wieder beliebige 9; (uo, «,, 2) 
nach Analogie von (12)’ componirt: 


v Vv 
- k=d . . 


‘ P ar, F atic F ie 
(12) TP; (Uy » My» Mo) = > Pi (Wy, Wy» Ho) i (Moy My» Me) 
&=3 


so liefert allerdings die Substitution willkiirlicher ganzer Functionen 
a; (von den bezeichneten Dimensionen) immer brauchbare ,,erzeugende“ 
Functionen g; der Dimension v, aber einmal ist die Anzahl der von 
den a; mitgefiihrten willkiirlichen Constanten, wie die Rechnung zeigt, 
ganz besondere Fille ausgenommen , immer grosser als die thatsiachliche 
Mannigfaltigkeit der erzeugenden Zerlegungen vom Grade v, und dann 
ergiebt die obige Einsetzung der a; stets nur eine gewisse Classe der 


v 


wo oy , . ? 
existirenden 9; (uo,@,,™.): die fehlenden entstehen erst mit Hiilfe 
y— Ete : 


‘ ; - ~ , , . 
gewisser Functionen «;(u),@,,¥.), und sind an einen, nicht zu ver- 
e 
a 
meidenden Factor t(u), u,,#,) gebunden. 
Diese Schwierigkeiten wachsen beim Uebergange zu den Zer- 
legungen ‘I betriichtlich. 
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Trotzdem sind die soeben namhaft gemachten Hindernisse der Art, 
dass sie bei Anwendung schiirferer Methoden iiberwunden werden 
kénnten, und es wire damit nicht ausgeschlossen, zu Ergebnissen zu 
gelangen, die mit denen der §§ I—VI die wesentlichsten Ziige gemein 
haben. 

Aber es kommt, sobald wir iiber die urspriinglichen Ideutititen 
einen Schritt hinausgehen, Etwas principiell Neues dazu; es wird die 
Adjunction von Irrationalititen erforderlich. 

Dies wird bei den oben als Beispiel gewihlten Zerlegungen ‘I 
sofort deutlich, wenn wir etwa, der Hinfachheit wegen, d = 2 an- 
nehmen, sodass die Coefficienten der Potenzen von 4 in dem, rechter- 

a a 
hand von ‘II stehenden Factor (A; uw), u,,@,) nur noch von den 
homogenen “1, #;,, @, abhiingen. 

Dann giebt es*), wie bekannt, immer gewisse constante, irrationale 
Werthsysteme der wu), @,, &, fiir die jene Coefficienten wnbestimmi, . 
nimlich von der Form ,,au + 6“ werden, wo mw variabel ist. Die 
dementsprechenden Zerlegungen, sowie alle die weiteren, die hervor- 
gehen, wenn man mw wiederum durch eine rationale Function eines 
neuen Parameters w’ ersetzt, sind von ,,irrationalem Charakter.“ 

Solche irrationale Reducibilitat tritt um so hiiufiger auf, je grésser 
die Anzahl der Factoren ist, in die eine vorgelegte ganze Function 


F(a, Bas Mes ++) -> usfi(a) zerfallen soll. 
Wird endlich diese Anzahl so gross, dass fiir 


m n M, a | 

(37) F(A) = F, (a) F(a)... F(A), 

wo 

(38) My S My My S++ Myr SM 

die Summe der g — 1 ersten Grade in 4 die Zahl d@ der linear unab- 
hingigen /;(4) iibersteigt: 

(39) eS ee ee 


so sind rein rationale Zerleguugen iiberhaupt unmdglich. 


Indem wir ein niheres Kingehen auf die allgemeinen Zerlegungen 
bei Seite lassen, wollen wir doch eine sehr umfassende Classe von 
Zerlegungen III nicht unerwihnt lassen, fiir die wenigstens die zu- 
gehdrige ausgezeichnete Zerlegung mit Leichtigkeit hergestellt werden 


*) Oder allgemeiner ausgedriickt: ein System von ganzen Functionen von mehr 
als einer Variabeln kann fiir gewisse Werthsysteme der Variabeln gleichzeitig 
verschwinden, ohne dass die Functionen einen Factor gemein haben. 


4* 
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kann. Ordnet man die Factoren F, F,, ...F,, wie in (37), nach 
aufsteigenden Graden in A, so ist die gemeinte Classe charakterisirt 
durch die Gleichheit: 


(40) +m: + a1 —d. 
Versteht man nimlich unter 4,, d,, ... Ag willkiirliche Werthe von 4, 
unter D ihr Differenzenproduct, und sind s,(¢=0, 1,...d@) die (homogenen) 


elementarsymmetrischen Functionen jener d Gréssen, so lautet die 
gesuchte Zerlegung: 


(41) J | fila), Ay), Fi(dy), «- «f(a | 
= {(4—A)(4—4,) ... @— a) OT, 5). 


Diese ist in der That die Quelle aller Zerfillungen (37): man theile 
za dem Zwecke die d Werthe 4 in g—1 Gruppen ein von resp. 
1%, %,,... M1 Elementen, fasse die Elemente jeder Gruppe sowohl 
im ersten, wie im zweiten Factor der rechten Seite von (41) zu ihren 
elementarsymmetrischen Functionen zusammen, und ersetze endlich die 
letzteren durch irgendwelche ganzen Functionen neuer d Parameter 
(zwischen denen nachtriglich wiederum algebraische Verkniipfungen 
zugelassen werden kénnen) — dann geht (41) tiber in (37). 

Der Beweis hierfiir ist fast wértlich der in § IV geleistete. 

Man kann ohne Mie die Division mit D linkerhand von (41) 
wirklich ausfiihren, sowie andererseits den rechts stehenden Factor 
® selbststiindig construiren. 

Man entwickele die f;(4) nach A: 


(42) f(A) = aig d™ + aA" +-+-+ aim (t=0,1,...d), 
dann ist die linke Seite von (41) identisch mit der Determinante: 








Gog, Bory Gop + + Gods Go,a+1, Bojape + + Aom—a + + Q,m—1, Go,m, f(A) V, 
ar! 


(4) 


Aig» By, Bo + + Uydy Batty Uyjadpe + + Aijm—d + + U,m—1, A1,m) f (A) 


Gao, Gary Gag - + Vdjdy Uddtty Ad,dte2 + + Udjm—ad + + Adym—1y Bd,m) fa(A) fiihr 
So» 5; ? S, oe * Sa) 0, 0, 0 0 0 0 0 0 0 0 2 (10) 
O for & S& - Ms, & 0 00 0 O00 0 . 2 


0 0 So S; -Sa-2, Sa—1,) Sa 00 O 00 0 0 0 fact 
geld: 











0 0 0 000 0 00 
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m—d, m—d 
Auch dem Factor ®(A, s,) in (41) lisst sich die Gestalt einer Deter- 
minante geben, niamlich: 


H108y HOS, fees eiaSa, 118) FOye8, fess ei ayiSa, 
++ 1,m—aSq 1, m—a41 Sy + O1,m Sa 
&2,0 So + G218; fees ee aSa, O21 8p + 2,25; +++ M2, a418a, 
++; Q9.m—aSy ft M2m—a+1 8; +++ Oe, m Sa 


Om - 4,0 Sy %m—a,1 84 Em —ayaSa » Mm — 4,1 Sy Sm—a,284-F * + * maa Say 
+++) &m—d,m—dSg + Om—d,m—d+1 8; eee Qm-daSa 
Ana, — An-i-4, teey + 1 











wo die biniiren Formen: 


(45) eam A" met —r™—1 MD yg AML pees be eto = ye(A) 
(k=1,2,...m—d) 


definirt sind durch die Fordertng, 
den Bedingungen: - 


(46) {fi(4), me(A)}"*) = 0 


zu geniigen. 


zu den f;(A) conjugirt zu sein, d. h. 


Zweiter Abschnitt. 


Die Fundamentalsysteme der dreigliedrigen Gruppen: 
Ugly (A) + wf, (A) + tof, (A). 
Die Untersuchung der Reducibilitit von ganzen Functionen mehrerer 
Variabler: 


ix=d 
(4) FAS ty, Har + *) =>) fi(A) witty ay ©) 

i=0 
fiihrte in letzter Instanz zur Aufstellung der erzeugenden Zerlegungen, 
insonderheit eines, aus solchen gebildeten Fundamentalsystems (10), 
(10) u. s. f, 

Im einfachsten Falle, wo es sich um die Abspaltung eines Linear- 

factors in (1) handelte, war damit die Aufgabe bereits vollstindig 
gelést. 


*) Mit Benutzung der iiblichen Bezeichnung fiir die me Ueberschiebung der 
beiden Formen, 
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Es sollen nun im Folgenden fiir die ,,dreigliedrigen Gruppen“ 


F= fy (4) + uf; (i) + tof. (2), welche den zuniichst*) sich dar- 
bietenden Typus ganzer Functionen repriisentiren, und zwar fiir 
m = 2, 3, 4,5, 6 bis 9 die Fundamentalsysteme (10) wirklich gebildet 
werden. Und dies — unter Umgehung der Auflésung linearer Glei- 
chungen — direct**) durch invariantentheoretische Processe. 

In der That iiberzeugt man sich sofort, dass die erzeugenden 
Zerlegungen wieder in solehe von genau derselben Form tibergehen, 
wenn man nicht nur die Variable 4 einer bivnairen, sondern auch die 


f(A) (i==0, 1, 2) einer terniren linearen Substitution unterwirft. Die 
linken Seiten jener Zerlegungen (5) sind demnach Combinanten der 


fila), und miissen sich demnach mittelst alleiniger Anwendung von 
Ueberschiebungsprocessen — angewandt auf Formen, welche selbst 
schon Combinanten der f; sind — herstellen lassen. 

Zum Schlusse wird noch ein allgemeines Reductionsverfahren mit- 
getheilt, das dazu dient, statt der Fundamentalsysteme einer vor- 
liegenden dreigliedrigen Gruppe vom Grade m (in 4) suce. diejenigen 
einer m — 2-gliedrigen Gruppe vom Grade m — 2, einer m— 4-gliedrigen 
vom Grade m — 3, einer m — 6-gliedrigen vom Grade m — 4 u.s. f. 
zu substituiren. Zur Illustration dienen mit Vortheil die Fille m=—8, 9, 

Die Functionen f;(4) schreiben wir in der Form (42): 


(42) fal) = aio A" + and! +--+ + aim (i=0,1,2); 


dann besteht das Fundamentalsystem (10) aus zwei erzeugenden Zer- 
legungen von den resp. Graden 1, v,(v,-++-v,=m): 


Ly = f(A) 900) +O) + (do. () 
=(A—p)o (A, ‘n), 

= fad) wu ™(u) + AAO. (a) + fe) 92) 
= (A—p) O74 : 1). 





*) Denn die noch niedriger stehenden zweigliedrigen Gruppen uy fy (i) uy hi (i) 
werden durch die eine Bemerkung erledigt, dass bei ihnen das Fundamentalsystem 
aus einer einzigen Zerlegung m'*" Grades besteht, deren linke Seite ist: 

fold), fi(2)|_ 
fou), fil) 
**) Um diesen Abschnitt nicht tiber Gebiihr zu verlingern, schlagen wir ein 
méglichst summarisches Verfahren ein, und lassen eine Reihe von Zwischen- 
beweisen bei Seite. Uebrigens findet man die meisten derselben — insoweit sie 
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Es wird sich ergeben, dass ein solches System stets d. h. unabhingig 
von Ausartungen der /,(A), existirt. 


Fallm=2. v4, =», =—1. 
Hier liefert die Formel (41) unmittelbar:*) 
Ay Gy f(A) 
yy M4. f(A) 


Ay, Ar, f(A) 
8 8 0 


(48) 5 1A), fle), F(A,)| 


p—A 


A, A. 


Gy, My |(A—pm) (A—A,), 
Go, Age | 





die wegen der Willkiirlichkeit des Parameters 4, die zwei Zerlegungen 
(47) (v;=v,—1) umfasst. 


Fallm=3. »,=—1, v, =2. 
Bezeichnet man die, als biniire Form in 4, aufgefasste Bildung: 


(49) olf), flu), ACA)| 


mit 


Qaz(Fild)s ) = Qre = Qrdy2 +2Q, 2, + Q 


so wird jeder der drei Coefficienten @ die linke Seite einer erzeugen- 
den Zerlegung des Grades (in uw) vy = v, = 2. Fiihren wir daher eine 
zweite quadratische Form in 4, mit willkiirlich gewihlten Coefficien- 
ten mw’ ein: 


(50) Wa = hy Ay? — oy Ay ae 
so gewinnen wir als allgemeinste Form fiir Y) diese: 


(51) We) = (Qa, Hae)? = bo Oo + Hr Qi + He Q- 
Um zu der einen existirenden Bildung Y™ zu gelangen, leiten wir aus 
(49) eine weitere Identitiit ab, indem wir die Thatsache ausdriicken, 


sich auf die biniire Theorie der ,,conjugirten‘ Formen beziehen — im ersten und 
letzten Capitel meiner Apolaritiitsschrift von 1883. 

Die eine existirende Fundamentalzerlegung mit zwei unabhiingigen Para- 
metern (und einem quadratischen Factor) ist durch die Formeln (41), (48), (44) 
fiir d = 2 reprisentirt. 

*) Die dreireihige Determinante der a darf bekanntlich nicht verschwinden, 


2 
wenn die /;(4) eigentliche sein sollen, Die Formel (48) ist zugleich als Typus der- 
jenigen Fundamentalzerlegungen (41), fiir welche m = d, aufzufassen. Ein Unter- 
fall dieser letzteren tritt ein, wenn, wie bei der tiblichen Anordnung, die f;(2) 
die Potenzen selbst sind: dann wird die besagte Determinante gleich Eins, und 
die Zerlegung wird zu einer trivialen. 
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dass die Wurzeln von Qa: = 0 —- sie mégen 4,’, 4,” heissen — zusam- 
men mit w jedenfalls ein Tripel von Werthen geben, die einer Glei- 
chung dritten Grades von der Gestalt: 


(52) Uofy (A) + Uf, (4) + tafe (4) = 0 

geniigen. Nun hat ein solches Tripel die eine (und nur die eine) 
Forderung 

(53) 2,2) n = 0 


zu erfiillen, deren linke Seite aus der einen, zu den /f;(A) ,,con- 
jugirten“ Form 


(4) ew =f Gag acay il)» Hw) HA) Races, 


durch suce. Polarisation nach den 4,’, 4,', w hervorgeht. Und zwar 
gilt die Gleichung (53) fiir jeden Werth von w d. h. es ist auch identisch 
im w 

(55) (Qa, @2u)? = 0, 

oder, unter @ eine ganz willkiirliche Hiilfsgrésse verstanden, es besitzt 
die Form (Qa, @a20)* den Factor w - @. Mithin eriibrigt, sobald 
man nachtriglich fiir die Grésse m das Argument 4, selber wihlt, 
die Identitit: 


1 1 
(56) (Gaz, 2)? = (4,—H)¥ {f:(4), w} 
womit die gesuchte Form Y® gefunden ist. Denn es kommt ihr der 
Factor 4 — w wirklich zu, da diesen auch die Form (49), unabhdngig 
vom Werthe des 4,, besitzt, und wir haben: 
(56’) WO) me 5 (Qaey as) 
Die rechnerische Ausfiihrung der in (55) resp, (56) vorgeschriebenen 
Ueberschiebung erlaubt eine explicite Darstellung von Y"). Bedient 
man sich fiir die ersten Differentialquotienten von «,> (54) (nach pw 


und einer homogenen Variabeln genommen) der Zeichen A,, A,, und 
setzt iiberdies zur Abkiirzung: 





2 2 1 2 2 1 
(BT) {Qi(), Ao(w)}? = eos {FilA)}, {Q(w), Ar(u)}? = es {F(A} 
(¢=0, 1, 2) 
so wird die Identitét (55) aquivalent mit den Relationen : 
(58) Gig =O, Oop =O, Mog = Oy, Ky = Mp 
und es kommt: 
1 1 
(59) YO) = ween { fi(4)} A Mos {Fi(4)} 
Aus den hiermit hergeleiteten Fundamentalzerlegungen (47) setzen sich, 
wie wir erkannt haben, die erzeugenden von irgend einem Grade v 
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in der Weise zusammen, dass man die erste mit einer willkiirlichen 
ganzen Function (von w) des Grades v — 1, die zweite mit einer 
ebensolchen vom Grade v — 2 multiplicirt, und dann addirt. 

Fiir v = 2 giebt es noch eine selbststindige Darstellung vermige 
der Formel (51), wenn man nur den Coefficienten uw’ véllige Variabilitit 
zuspricht. *) 


Allgemeiner*™) Fallm=4 vw, =2, v, =2. 

Die Entwicklung liiuft der soeben zur Ermittelung der Form Y 
vorgenommenen durchaus parallel. 

Man bedarf -wiederum der Bedingungen, die aussagen, wann vier 
Werthe 4,’, a,', 4,, w ein Wurzelquadrupel irgend einer Form der 
Gruppe: : 

4 4 

(60) Uofo(4) + Uf (4) AF tof (A) 
constituiren. Diese lauten: 
(61) 032,24; = 0, Bay’ ag’ dy! = () 
wenn «', B,' irgend zwei, zu allen f,(A) conjugirte Formen bedeuten. 
Wir gehen aus von der, (49) zur Seite stehenden Grundbildung: 

4 4 4 1 3 
(62) 5 f(A)s Files FA) | = Gee {F(2), wf = Os 

— Q; 4,° + 3 Q, 4,? + 3 QA, + %, 

so entstehen als Abbild der Forme] (56), die beiden Hiilfszerlegungen : 


(Qa ccs) = (4,—w)¥ {4(4), wh, 
(Qa Bas)? = (4y—w) ¥ {f(a), Bw} 


aus denen, vermdge Kinfiihrung zweier homogener Parameter u,', ,' 
die linke Seite der ausgezeichneten Zerlegung entsteht: 


(64) YY gy! PY wy! = A (Qars or cay + ae Bis) 


Auch die explicite Darstellung von (69) verliuft, wie oben. 


(63) 


*) Es ist ohne Miihe der Nachweis fiihrbar, dass die Q; (wie auch die 
analogen Bildungen fiir héhere m) linear unabhiingig sind. 

**) Fiir diesen Fall (desgleichen fiir m=3) hat sich auch Herr Gross in seiner, 
demniichst erscheinenden Tiibinger Dissertation mit den erzeugenden Zerlegungen 
niedrigsten Grades beschiiftigt, und zwar ausgehend von den in § III besprochenen 
linearen Gleichungen. Ueberhaupt bietet diese (unter Leitung von Herrn Brill 
entstandenen) Arbeit eine werthvolle Illustration zu der (in der Einleitung er- 
wihnten) terniiren Combinantentheorie der Fille m = 8, 4. 

In ihr findet sich auch ein systematischer Ausbau eines gelegentlich von 
mir verwandten Riinderungsprocesses (s. die za Formel (91) gemachte Bemerkung). 
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Seien die ersten Differentialquotienten von a, By resp. Ay, Aj,; 
B,, B, und 


(65) {Qi(u), Ap(u)}>— aos, {Qi(u), A,(u)}? — es, 
10,(u), By(a)}°—= Bor, {Qr(), B,(w)}* = Bus 


so fliessen aus (61) die Relationen: 
(66) ~ = 0, yy = Hy yy = Hyp, Hyg = Hyg, Oy = 0, 
Bio =0, Boo — Bi, Bor aie Bio, Boo —_ Bis, Bos = 0 
und damit das Resultat:*) 
(67) Hy! EY) ey ty (W? ep y+ yn) fy (WB, +4 By o+ 8,3). 


Zu diesen Darstellungen (64), (67) gesellt sich noch eine fiir die rechte 
Seite der in Rede stehenden Identitat: 


(68) Yn’ + Ym," = (A—y) (©2)u,' + 02p,), 
namlich: 


Oy Hy Oy Oy My 
By By By By my’ 
(69) ,°u, + 7), =|, My Ay My ee,’ 


1B; B, Bs By mw, 
aaa l 0 





wo die a, 6B die Coefficienten der Formen a;, By bedeuten. In der 
That kann man die Formeln (61), nachdem statt der 4,’, A,’, a,’ die 
Wurzeln von Q,>» = 0 eingesetzt sind, in das Gewand der einen Pro- 
portion kleiden: 


3 3 3 3 
(70) {Qa Ag(A,)}° : {Qa B, (4,)}*: { Qi, A, (4,)}°: { Qa, B, (A,) f° 
= Mey ty’: ly’ ¢ fy 

Aus ihr und der Gleichung Q,,; = 0 eliminire man die Gréssen Q;, so 
resultirt die, gleich Null gesetzte Determinante (67), eine Gleichung, 
Ys) wy + Ha ws — " 

4—u 
Demnach kénnen sich die beiden Seiten von (69) nur um einen con- 
stanten Factor unterscheiden, der gleich Eins gesetzt werden kann, 
wenn die, zunichst bloss durch die Gleichungen (61) definirten Formen 
a, By» mit geeigneten Factoren multiplicirt werden. **) 





die ihrer Ableitung gemiiss, dasselbe aussagt, wie 


*) Die Formel (67), wie auch (69) haben auch fiir beliebiges m ihre Seiten- 
bilder. 

**) Dies gestaltet sich des Niheren so. Werden mit p,;,—A,,,, die je aus 
der />, m'" und n" Verticalreihe der a;, zu bildenden Determinanten bezeichnet, 
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Trotzdem wir im Vorangehenden bereits durchweg mit Combi- 
nanten der /,(4) operirt haben — es stimmt ja deren System, wie 
bekannt, mit dem der Formen ay, By vollig tiberein — so wollen wir 
doch dem Wunsche Rechnung tragen, die letzterwihnten Formen, die 
bei der Herleitung von (64) allein in der Gestalt u,’a + uw,’ Bx in die 
Rechnung eintraten, als directe Combinanten der /,(4) erscheinen 
zu lassen. 

Wir setzen mw,’ =1 und bedienen uns statt des Parameters u,’ 
lieber eines, mit der Variabeln 4 gleichberechtigten, v, sodass: 
ay ay 


(71) 7 + fy Be = Bis By 

Bezeichnet Wy die Functionaldeterminante von a, By: 
3 3 

A,(4), A, (a) 


3 3 
By (4), B, (a) 
so ist zuvérderst die identische Gleichung 


(72) = Wi, 





73 4W ae es =0 
sina * 4=" |B» Be| fase. 
zu constatiren, die sich auch so schreiben lisst: 

1 |& Gy 
73’ 4(Wryjmr — 47 => =0. 
*) (Wav )is i—y Bis By | 








Mithin enthilt die linke Seite von (73’) unter der Voraussetzung 
AZ , da sie dann zudem in A, v symmetrisch ist, den Factor (A— 4)’. 


Der verbleibende Factor ist linear und symmetrisch in 4, vy und vom 
ersten Grade in den Determinanten der Matrix: 





a, 8; 


so sind diese, wie man weiss, den proportional. Wir greifen nun aus der 








a 
Schaar (@,.+k8;.) folgende zwei pais. und wihlen diese als die im Texte be- 
nutzten Formen ay, Bj: 
Oy. = Pg — 41P,, + 64D, 3 — 40D, g + UP, gs 
Bu = Pso — 41p,, +642 py — 41° p,y + A'p,,, 
wo r, s irgend zwei der Zahlen 0, 1,...4 bedeuten. Dann wird: 
la; B; 
| a, B, 


und der linken Seite von (69) wiire dann noch, wie die Coefficientenvergleichung 
1 


= Pr, Piz 





vorzusetzen. 


zeigt, der Factor 





rs 
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|@y Gy Oy Oy Ory 
By By B, Bs By 


Nun giebt es nur eine Combinante von a, By, zweiten Grades in 4, 


(74) 





a; ay 


die sich der letzterwihnteu Eigenschaft erfreut (in den linear 








i k 
zu sein), nimlich: 


(75) (@y2, Burr)? = Pr 


wo links die beiden, in der Hiilfsgrésse @ cubischen biniiren Formen 
G2, Bera dreimal tiberschoben sind. 
Der gesuchte Factor weicht daher nur um einen Zahlenfactor, der 


sich als + herausstellt, von der Polarenbildung Pj, ab, und wir haben: 


Qe Ay 
Bu By 


Hier sind aber die rechts figurirenden Stammformen W,, Py die beiden 
Gordan’schen*) ,,Elemeutarcombinanten“ (sechsten resp. zweiten Grades 
in A) der a», By», oder, was jetzt dasselbe ist, der f(A). Dies ist die 
gewiinschte Darstellung. 

Endlich kommt auch der Formel (51) ihr Analogon zu: ist vj, 
eine biniire cubische Form mit willkiirlichen Coefficienten; so wird die 
linke Seite fiir die erzeugenden: Zerlegungen dritten Grades (in «) her- 
gestellt durch die Ueberschiebung: 


(77) ¥® = (Qa, vay)’, 


ohne dass man dazu der Kenntniss des Fundamentalsystems bedarf. 


1 


(76) oy = 4 Way — = Pry(A—v)?. 








Der Ausnahmefal] m= 4: », = 1, », = 3. 


Die Ableitung der Formel (69) fiir die Fundamentalzerlegung 
zweiten Grades ist augenscheinlich an die Bedingung gekniipft, dass 
das Eintreten des Ausnahmefalles: 

Gy M%, H, ot|**) 
By By By Bs 
C MH, Gy Ot, 


B; B, B, B, 


*) Math. Annalen, Band V. ,,Ueber Combinanten.“ 
**) Die Invariante A ist leicht zusammensetzbar aus zwei anderen unmittel- 





(78) A= = 0) 


bar gegebenen Combinantinvarianten, niimlich der Discriminante TT =5 (P P’yY 
von (75) und der sechsten Ueberschiebung (W W’)® von (72); man erhilt 
60A = 40(W WwW’) — TI. 





ae ae 
Po) BAC TE 


4 


aft 








Reducibele ganze Functionen. 61 





vermieden wird. Dies wiirde nimlich aussagen, dass es ein Tripel 
4,, 4,, 4; von Werthen giibe, das den Gleichungen 


(61) 24,40 =9, Birau =O 

fiir jedes w geniigte d. h. dass sich in der Gruppe (60) zwei Formen 
mit einem gemeinsamen Factor dritten Grades (4 — 4,)(4 — 4,)(4—Ag) 
vorfiinden. Dann existirt aber eine erzeugende Zerlegung ersten Grades 
(und umgekehrt) von der Form: 


(79) WO SS {vofo(A)-+0, f(A) +02 (4)} — ee {wo fy (A) +e0,f, (A) +w,f,(4)} 
= (A— uw) {(A—4,)(A—A,) (A —A5)} 

wo die v;, w; Constante sind, die aus der Bedingung (78) heraus zu 

ermitteln sind. igentliche erzeugende Zerlegungen zweiten Grades 

(in #) kénnen jetzt nicht mehr bestehen, denn sie miissen in Folge 

des Hiilfssatzes (B) in § III von der Zerlegung (79) rational abhiingig, 

und somit geliefert sein durch: 

(80) YO) == WO) {(Uy’— a) — xu (uy’—B)} 

wo a, B, x willkirliche Constanten sind. 

Demnach bediirfen wir zum Aufbau des Fundamentalsystems noch 
einer erzeugenden Zerlegung dritten Grades. Kine solche ist uns 
durch die Formel (77) gegeben, sobald wir unter den »’ beliebig, aber 
fest gewihlte Groéssen verstehen. 

Es wiirde nur noch eriibrigen, nachzuweisen, wie man zu der 
Zerlegung (79) gelangt. Aber dieser Nachweis ist im Obigen bereits 
implicite enthalten, denn in dem Moment, wo die Invariante (78) ver- 
schwindet, spaltet sich die Form (64) in die zwei Factoren (80), wo 
die Coefticienten des in u,'u bilinearen Factors, wie leicht zu berechnen, 
den ersten Minoren irgend einer Verticalreihe von (78) proportional sind. 

Im Hinblick auf das Folgende (i. e. den Fall m= 7) bemerken 
wir, dass die Bedingung (78) auch als das Criterium dafiir definirt 
werden kann, dass die Formen a», By» als erste Polaren einer Form 
fiinften Grades darstellbar sind. Die wirkliche Bildung der Zerlegung 
(79) findet man dann auf pag. 70. 

Den Kinzelbeweis, dass eine weitere Degeneration der /f;(4) — 
wenn sie nur ,,eigentliche“ ganze Functionen bleiben — auf den 
Bestand des Fundamentalsystems v, = 1, v, = 3 ohne Einfluss bleibt, 
wollen wir der Kiirze halber unterdriicken. Der leitende Gedanke 
desselben ist bei m == 5 geschildert. 


Allgemeiner Fallm=5. v, =2, »,=3. 


Die erzeugenden Zerlegungen dritten Grades erwachsen durch den- 
selben Process, der fiir m = 3,4 die des ersten resp. zweiten Grades 
lieferte. 
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Zum Ausgange dient die Form: 
1 5 5 5 
(81) Qs = AS AA), fw), Ay) | 


Die zu den f;(4) conjugirten Formen bilden gleichfalls eine drei- 
gliedrige Gruppe von der Form: 


5 5 5 
(82) 0 Po(A) + 9, (A) + 2. 92(4) = vw. 
Dann kommt: 


1 1 3 pullin, 
(83) =o (Qa, v2,)4 = ¥O {fi(A), 3 Yor, M1 v,} = YO), 


Jedes speciell herausgegriffene Werthsystem der Parameter v macht 
(83) zur linken Seite einer Fundamentalzerlegung v, = 3. 

Wir gehen iiber zu der einen (nach Formel (5) existirenden) Zer- 
legung v, = 2. Diese muss jedenfalls in der vollstindigen Schaar (83) 
der Zerlegungen dritten Grades mitenthalten sein d. h. es muss méglich 
sein, die », als lineare ganze Functionen eines Hiilfsparameters » so — 
und zwar auf nur eine Art — zu bestimmen: 


(84) oa=a(s) &—=0, 1,2) 


dass Y® durch wp — v theilbar wird, und sich damit — nach voll- 
zogener Division — in die gesuchte Form Y® verwandelt: 


(85) a ¥ {fi(2), “, Oe (»)} = Ye) {f:(2), Pa - P*) 


cell 


bis auf einen, von den noch unbekannten Coefficienten der v(v) ab- 
haingigen Factor P. 

Zu dem Behuf ordnen wir die Form ¥® (83) nach den will- 
kiirlich gedachten v an, ersetzen aber zugleich —- was fiir die Aus- 
fiihrung der Rechnung von durchaus wesentlichem Belang sein wird — 
die f;(4) vor der Hand durch beliebige Gréssen 2;, und schreiben 
somit: 


2.38 2 2&4 S$ i 8 
(86) YO {2x ;, w; vn} = v9 Vo(m; ai) + Oy Vy (uw; 2) -r 0, Vo (m5 2%). 
Dann stimmt die eben angesetzte Aufgabe vollkommen iiberein 


mit der friiher fiir m — 3 gelésten, nemlich der Aufstellung der dies- 


*) Die wirkliche Ausfiihrung der Rechnung ergiebt, dass die Division der 
linken Seite von (85) mit P mur unter der Voraussetzung méglich ist, dass die f;(4) 
zuvor durch andere Gréssen a; ersetzt werden, v. Formel (92). 
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beziiglichen Fundamentalzerlegung ersten Grades (nur dass die V; jetzt 
noch variable Gréssen 2; enthalten). Wir haben demnach die zu den 


3 
Vi(w) conjugirte Form zu bilden, dies sei: 
3 3 
(87) Ay = A(u; @) 
sowie die damals mit Q,:, jetzt etwa mit Q,,: bezeichnete: 


1 3 3 3 3 2 3.2 8 
7— hh |Vi(w), Velv), Vi(ws)| = Que { Vi(u), v} = Qu2(u, 75 Hi) 


(wo zwei neue Hilfsparameter v, uw, auftreten), dann diirfen wir ohne 
Weiteres die Formel (56) heranziehen, und erkennen, dass die Bildung: 


(88) 


1 2 6 
” (u1 — ») (u — ») (Que, Aye)? = (4, 2) 





21 5 
in zwei Factoren (u, 2;) und (2;) zerfallen muss, deren erster die ge- 
suchte Form Y®) ist. 


Wir wissen nemlich, dass die Functionen Vilws 2) in (83) einzeln 
den Factor u — 4 aufweisen, sobald die x; durch die f,(A) ersetzt 
werden. Dann aber wiirde die Form (87) mit der dritten Potenz von 
(uw — A) proportional werden, und damit, wie eine wirkliche Aus- 


2 6 
rechnung der rechten Seite von (56) lehrt, die Form (u, Wi)» —7 (g) 
m; 
(89) in 4 identisch verschwinden. Nun giebt es aber nur eine Combi- 
nante der f;(4), die eine Reihe ternirer Variabler 2; enthilt und fiir 
x; = f,(A) identisch in A verschwindet, nemlich das Resultat der Eli- 


mination von 4 und g aus den drei Gleichungen: 

(90) 9a; = f(A) = ajo 45 + ay dt +--+ + ais(i = 0, 1, 2), 
5 

(91) P(ai); 


in den a; vom fiinften Grade. Diese Grésse P*) muss somit in der 
linken Seite von (89) aufgehen, zudem aber der Rest, wie die Her- 
leitung aus (86) erklirt, fiir 7;—/,(4) und 4—4w identisch ver- 
schwinden i. e. (bis auf eine Constante) mit der gesuchten Form Y 
zusammenfallen : 


1 1 
=v u—v (Su2(2)? A,,>(2,))* 





= ¥O{u, fi(d)}- 


(92) Lad 





5 
P(#;) (=H) 


*) Dies Eliminationsresultat P(«;) habe ich gelegentlich (,,Apolaritit* § 7) 
fiir irgend ein m vermige eines eigenthiimlichen Randerungsprocesses als (terniire) 
Combinantenbildung dargestellt. 
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Einer Controlle lisst sich dies Ergebniss unterwerfen durch die 
Abzihlung des Grades, bis zu dem die Coefficienten a der /;,(A) resp. 
die aus ihnen zu bildenden dreireihigen Determinanten — sie seien 
kurz mit dem Zeichen A gekennzeichnet — ansteigen. 

Wir haben dabei zu beachten, dass die in analoger Weise dem 
System der g,(A) (82) zugehérigen, gleichfalls dreireihigen Determi- 
nanten den A proportional sind und geradezu diesen gleich gesetzt 
werden kénnen. 

Dies liefert sofort die Zahl 18 als Grad der linken Seite von (89) 
in den a, und ebenso 10 als denjenigen von P (91). 

Mithin verbleibt fir die Factoren der /;(A), rechts von (92), der 
Grad 8 (in den a). Eben dieser wiirde sich aber auch bei der directen 
Berechnung von Y®) nach der Methode des § III ergeben haben: 
man hiitte 8 lineare Gleichungen (mit Coefficienten, die in den a vom 
ersten Grade sind) nach 9 (homogenen) Unbekannten aufzulésen gehabt. 

In den Gleichungen (83), (92) ist das Fundamentalsystem (v, = 2, 
v, = 3) niedergelegt. 

Auch hier kann, wie bei m = 4, die Besonderheit eintreten, dass 
irgend zwei der Formen tofy(A) + yf, (A) + tof (A) einen Factor 


dritten Grades in 4 gemein haben: dies hat indessen jetzt nur zur 
Folge, dass die Form (92) die Gestalt annimmt: 


(98) ¥e) {u(e), fila}, 


d. h. dass der Parameter als rationale, quadratische Function eines 
anderen, 2, linear auftritt. Die weiteren, aus dem Fundamentalsystem 
zu ziehenden Consequenzen bleiben jedoch von der Modification (93) 
unberiihrt. 


Der Ausnahmefall*) m=5. v,=—1, », =—4, 


Dieser Fall ist das natiirliche Analogon zu der bei m = 4 unter- 
suchten Ausartung v, —1, v,=—3. Wir kénnen uns daher kurz 
fassen. An die Stelle des Criteriums (78) tritt hier das des Ver- 
schwindens aller fiinfreihigen Determinanten, die sich aus den Coeffi- 
cienten der ersten Differentialquotienten von den, zu den /f;(A) con- 
jugirten, Formen 9; (A) (82) herstellen lassen. Es sagt aus, dass diese 
(A) zweite Polaren einer biniiren Form 7" Grades sind, und anderer- 
seits, dass der Gruppe der /;(4) zwei Formen mit dem nemlichen 
biquadratischen Factor in 4 angehéren. 


*) Gerade dieser kommt beim ,,allgemeinen“ Falle m=9 zur Ver- 
wendung. 
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Kine Fundamentalzerlegung vierten Grades wird, bei beliebig, 
aber fest angenommenen Coefficienten v' geliefert durch: 


1 1 
(94) (Qs, vis)! = ¥OLF(2), a} 
Anderntheils spaltet sich aus der Form (92) ein in w linearer 
Factor ab, und es entsteht: 


. « % 2s 
(95) We fu; fi(d)} = (we + B) ¥O {us fi(a)}- 

Hier reprisentirt gleichzeitig das rechts stehende Y die eine 
Fundamentalzerlegung ersten Grades, dagegen das linker Hand be- 
findliche Y@), unter «, 6 variable Gréssen verstanden, alle (uneigent- 
lichen) erzeugenden Zerlegungen zweiten, und ebenso 


3 , 2 

(96) WO Lu; f(A) = (we + WB + y) YO {us f(A} 

bei variablen a, B, y alle solche, gleichfalls uneigentlichen , Zerlegungen 
dritten Grades. 

Dass weitere Ausartungen nicht méglich sind, d. h, dass man 
stets mit einem der beiden Fundamentalsysteme (vy, = 2, v, = 3) resp. 
(vy, = 1, v,—4) ausreicht, davon kann man sich durch folgende 
Erwiigung tiberzeugen. 

Entweder existirt eine erzeugende Zerlegung zweiten oder ersten 
Grades, Wiirde nun im ersten Falle keine ,,eigentliche* Zerlegung 
dritten Grades (i. e. eine solche, die sich nicht durch Abspaltung eines 
Factors auf eine Zerlegung niedrigeren Grades reducirt) vorhanden 
sein, mithin nur uneigentliche, so kéunten diese aus der angenommenen 
Zerlegung zweiten Grades nur vermége Hinzutreten eines in w linearen 
Factors hervorgehen, und damit nur eine einfach unendliche Schaar 
constituiren, wihrend doch die Mannigfaltigkeit dieser Schaar mindestens 
eine zweifache sein muss. (Nach Formel (7’)). 

In derselben Weise zeigt man, dass, wenn neben einer Zerlegung 
ersten Grades solche vom vierten nur als uneigentliche existirten, die 
Mannigfaltigkeit der letzteren (anstatt mindestens eine vierfache) nur 
eine dreifache wiire. 

Demnach ist die Verwendung von Fundamentalsystemen, fiir die 
die Summe der Grade (in w) die Zahl Fiinf iibersteigt, nicht von 
Nothen. 


Allgemeiner Fallm=6. », =3, », =3. 


Wir verfahren, wie bei der Zerlegung zweiten Grades fiir m = 5, 
Die zu den /;(A) conjugirten Formen constituiren jetzt eine viergliedrige 
Gruppe von der Gestalt: 


(97) 04 Po (A) + 094 (k) + 0 Ga(d) + 05954) = vv. 


Mathematische Annalen. XXX. 5 
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Ist dann wieder: 


(98) Qu == 2— AW, AW, AD |, 


A—wu 


so haben wir, fiir willkiirliche v, in: 
1 
, 1 4 Pe 
(99) Le Cay mur—= VOLK, 15 M01, 0.04) = HO 
die erzeugenden Zerlegungen vierten Grades, 


Wir vertauschen nunmehr die /;(A) mit beliebigen Gréssen 2;, und 
entwickeln ¥Y“ nach den »(k = 0, 1, 2, 3): 


1 4 1 
(100) ¥O {ai, w, Ue} 


4 1 4 1 4 1 4 1 
= 0 Vy (wu; 2) + vy, Vy (us 4) + Va (u; 2) + 05 Ve (u; i). 


Hier sind, um die erzeugenden Zerlegungen dritten Grades an den 
Tag zu fordern, die o als lineare Functionen eines Parameters v: 


1 
(101) v%, = %(V) 
so zu wihlen, dass aus Y“) der Factor « — v heraustritt. 
Diese Aufgabe haben wir fiir irgend vier (linear unabhiingige) 


4 
Functionen V;,(w#) in der vorhergehenden Arbeit vollstiindig gelést 
(vgl. den 29'" Annalenband, besonders pg. 457). 
Wir stellen, wie dort, zuvérderst die Grundform auf: 


4 4 4 4 
(102) 4 | Va), Vals), Valo), Veltte) | = Quo 


ages 
Ferner die zu den V;(u) conjugirte Form, sie heisse: 
(103) A,ys. 
Dann resultirt vermége der Operationen: 


1 3 3 8 
(Qu, A,,:)° = (u, My; xi) 


(a2 — ¥) (us — ») (uw — 2) 





(104) 


eine ganze Function, vom dritten Grade in w und w,, und vom achten 
in den (homogenen) z;, die aus den im correspondirenden Falle m= 5 
dargelegten Griinden in zwei Factoren zerfallt. Einer derselben, er sei: 


6 
(105) P(2;) 
ist das Resultat der Elimination von 4 und @ aus den Gleichungen: 
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Dividirt man mit ihm die linke Seite der Formel (104), so sind 
wir nunmehr zur linken Seite des Systems der erzeugenden Zerlegungen 
dritten Grades wirklich gelangt, niimlich: 





1 
3 
(107) “(2 — ») (as — 2) @ — ») (Qu.2> Ay,¢) 








6 
P(#,) (=:=/; @)) 
1 3 1 3 1 
= ¥°) {fi (A), Hy U(e,, fi(a))}, 
wo, wie es sein muss, ein linearer Parameter x eingeht, der selbst 


wieder von den /;(A) (im ersten Grade) und von mw, (im dritten Grade) 
rational abhiingt. 


Ausnahmefille m= 6. 





Die fiir m= 4, und m = 5 gewonnenen Erfahrungen lassen sich 
unmittelbar verwerthen. 

Gestiitzt auf § III, erkennt man, dass das Verschwinden einer in 
den a, neunreihigen Determinante (die also als Combinantinvariante 
der f,(4) in den dreireihigen Determinanten der a;, bis zur dritten 
Dimension ansteigt) nothwendig und hinreichend ist, damit eine er- 
zeugende Zerlegung zweiten Grades existirt. Diese fliesst aus der 
rechten Seite von (107), indem sich dann ein in w und = bilinearer 
Factor von selbst abspaltet. Mit irgend einer der Formen (99) zu- 
sammen macht sie ein Fundamentalsystem (v, = 2, v, = 4) aus. 

Eine Zerlegung ersten Grades tritt dann und nur dann ein, wenn 
in der Schaar w f(A) + «,/,(4) + wf.(4) zwei Formen mit gemein- 
schaftlichem Factor fiinfter Ordnung (in 4) vorkommen. Dann sind 
die @;(4) in (97) die dritten Polaren einer Form neunten Grades, und 
es verschwindet die Matrix der Coefficienten, die den ersten Differential- 
quotienten der g;,(4) angehéren (u. umg.). Dann tritt aus der Zer- 
legung zweiten Grades wiederum ein, in w linearer Factor heraus 
(oder auch aus der Zerlegung dritten Grades (107) ein solcher, der 
in # vom ersten, in w vom zweiten Grade ist). Mit der so resultirenden 
Zerlegung ersten Grades ist eine solche vom finften zu combiniren, 
die man, ganz wie friiher, durch fiinfmalige Ueberschiebung der 
Form Qj; (98) mit irgend einer biniiren Form fiinften Grades in 4, 
herstellt. 

Mit diesen drei Fundamentalsystemen (v, = 3, v, = 3), (v, = 2, 
v, = 4), (v, = 1, v, = 5) kommt man, so lange die f,(4) eigentliche 
Formen bleiben, immer aus, was, wie bei m = 5, bewiesen wird, 


5* 
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Die Fille m=7, 8, 9. 
Allgemeines Reductionsverfahren bei beliebigem m. 


Wir verzichten auf eine endgiiltige Abrundung der zu m=7 (8,9...) 
gehérigen Formeln, da diese ohnedies bei Fortsetzung des bisher ein- 
geschlagenen Weges allmiihlich an Durchsichtigkeit einbiissen, und 
ziehen es vor, diesen Fall so zu erértern, dass daraus unmittelbar ein 
Verfahren abgelesen werden kann, fiir ein beliebig grosses m die Auf- 
gabe, die beiden niedrigsten erzeugenden Zerlegungen durch Combi- 
nantenbildungen darzustellen, auf die entsprechenden fiir successive 
abnehmende Grade m (wenn anch eventuell gréssere Gliederanzahl der 
beziiglichen Gruppen*) zuriickzufiihren. 

Wir setzen der Reihe nach an: 


(108) Qi fila), File), Feld) |» 


ferner die Schaar der zu den f,(4) conjugirten Formen: 


7 7 7 7 7 
(109) V9 @o(4) + OH, (A) A 2.2 (A) 053 (4) + 044 (4) = 02’, 
sodann die sechste Ueberschiebung: 


1 


1 5 1 
~ (Qa, vaz)® = VO {F(A), ow, re}. (K=O, 1,.-., 4). 
Damit steht uns die vierfach lineare Schaar der erzeugenden Zer- 
legungen fiinften Grades (allgemein die m — 3-fach lineare der Zer- 
legungen vom Grade m — 2) zur Verfiigung. 
Wir setzen x; fiir (4) und ordnen (110) nach den v an: 


k=4 5 1 
(111) VO = >) oe Valu; 2); 

k=0 
(wo sich die V, wiederum als linear unabhiingig erweisen) und suchen 
fiir diese fiinfgliedrige Gruppe von lormen fiinften Grades die er- 
zeugenden Zerlegungen ersten Grades, eine Aufgabe, deren Behandlung 
der fiir die Formengruppen (100) angegebenen durchaus parallel liuft. 


5 
Wir haben die eine, zu den V;(u) conjugirte Form, sie sei bezeichnet mit 
(112) A, 
iiber die Grundform: 


*) Diese Gruppen sind dann nicht mehr die allgemeinen ihrer Art, sondern 
repriisentiren einen ausgezeichneten, oben bei m = 4, 5 erwiihnten Ausnahmefall: 
die conjugirte Gruppe ist stets die der (ersten, zweiten u. s. f.) Polaren einer 
gewissen biniiren Form, die bei festgehaltenem m dieselbe bleibt, Dies ist der 
Grund, weshalb, wie die Formeln bei m = 7, 8, 9 zeigen, die Invariantenrechnung 
wirklich ausfiihrbar ist. 
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(113) 


v 


5 5 5 5 5 
~ | Vie), Vi(u,), Ve(uy), Vi(v), Vi(Us) = Q,,' 


viermal zu iiberschieben, und das Resultat von den Factoren uw, — v; 
Hy -— ¥, #4, — Vv, w — v zu befreien, so entsteht eine ganze Function 
der @, @,, #,, % von dem Aussehen: 


1 , 44 4 
58) (ws — ¥) (we — ¥) (uy — ») (uw — ») (Quy Aus)* = (U5 Hy, Hos 2), 


die ausserdem wieder die zu (91), (105) analog gebildete Form 


7 
(115) P(x) 
als Theiler besitzen muss. Von dem Quotienten, der die Gestalt hat: 


4 1 4 4 2 


(116) (5 ©i5 My Mas @i) 
liisst sich nachweisen, dass er sich aus drei Formen von dem Typus 


ue x) linear und homogen zusammensetzt (mit Coefficienten, die als 
ganz willkiirliche Parameter anzusehen sind), und iibrigens fir 2;—/;(A) 
durch 4 — w theilbar wird. 

Damit ist die zweifach lineare Schaar der erzeugenden Zerlegungeu 
ersten Grades fiir die Gruppe (111), und mit ihr die correspondirende 
Schaar der Zerlegungen vierten (allgemein m — 3") Grades fiir die 
urspriingliche Gruppe wf,(4) -- w,/,(4) + u,f,(4) thatsiichlich er- 
mittelt; wir schreiben: 


( 1 
- - - 2 .. a...) 
(us — ») Wa — ») uy — ») (w— >) rat? Aue)! 


7 
P (,) (% =f) 


= > we, Was fi) = ¥ (WA), 


r=0 


oe. 4 
W, == Wy (Uy, My, Li). 





Nunmehr fehlt uns nur noch die eine erzeugende Zerlegung dritten 
Grades der vorgelegten (‘ruppe. Diese muss wiederum iiquivalent sein 
mit einer erzeugenden Zerlegung ersten Grades der Gruppe (117): 


4 1 1 1 4 1 
(117’) Wy Wo (uw; xi) + 0, W,(u; xi) + w, W,(u; mi). 
Dies kommt demnach auf den bei m= 4 untersuchten Ausnahmefall 


4 
zuriick: die zu den W,(w) conjugirten Formen vierten Grades (in m) 
kénnen nicht beliebig sein, sondern miissen sich mit den ersten Polaren 
einer gewissen Form fiinfter Ordnung (in mw) decken. 
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Franz Mever. 


Dies verhilt sich in der That so, und zwar ist die letzterwaihnte 
Form, wie eine einfache Ueberlegung lehrt, keine andere, als die in 
(112) aufgestellte. Um dann die Formel (64) (und darauf (80)) anzu- 
wenden, verschaffen wir uns die Form (62): 

1 4 4 4 
(118) +t | We(u), We(v), We(my) | = Qu 


und vollziehen die dreimalige Ueberschiebung: 





1 .. % as ft so 
(119) (Ques Ante)” = (v, ©, We(u)) = (v — w) (us, », 0, 2) 
7 3 61 : 6 3 
= (v — w) P(a) (u, a5 ¥, @), 
wo @ eine ganz willkiirliche Grosse bedeutet, und rechter Hand der 


Reihe nach die beiden Factoren v — w und P (a) (115) herausgezogen 
sind. Aber gemiiss der Formel (80) muss noch ein letzter, in v, @ 
bilinearer Factor von selbst heraustreten, und man bemerkt unschwer, 
dass dieser im vorliegenden Falle (wo man fiir die Formen a, Bx (61) 
die ersten Differentialquotienten der Form A,» genommen hat) in die 
Differene v — ow iibergeht. 

Wahlt man daher nachtriglich die willkiirliche Grosse @ gleich u,, 
so geht Formel (119) in die folgende iiber, welche die gesuchte Zer- 
legung dritten Grades definitiv angiebt: 


1 


2 = g °? A ? P : 
(1g) | ewe ay One “ne = ¥{u; fi(a)}, 


7 
P (2) (=H) 


wo die Formen A, Q, P aus (112), (118), (115) zu entnehmen sind. 

Wir fiigen schliesslich noch die beziiglichen Formeln fiir die Fiille 
m= 8,9 hinzu, um die Allgemeingiiltigkeit des Verfahrens auf diese 
Art, wie wir meinen, besser in’s Licht zu stellen, als durch eine in 
Worten abzufassende Erliuterung, die im giinstigsten Falle doch 
schwerfallig genug klingen wiirde. Der Kiirze halber bedienen wir 
uns ganz der bei m7 angewandten Bezeichnungen (mit unbedeutenden 
Modificationen), und fiihren auch die den dortigen Formeln correspon- 
direnden unter je demselben Zahlzeichen, uur mittelst eines resp. zweier 
Accente markirt, an. 








Allgemeiner Fall m=8. v, =—4, », =—4. 
1 1 e & 
(LOY ae Cas V2)? = FO {4(4), w, re} (K=O, 1, - +», 5), 
ss 4 = 6 1 
(111 YOu, a, v4) = >) ve Valu, 2), 


k=0 









un 
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6 1 
(112! A,«, conjugirt zu den V,(u, x), 


6 6 6 6 6 
(113) "| Vi(u), Velts)s Villte), Ves), Ven), Vi(us)| = Ques 


y— 
8 
(115)! P(a#), Resultat der Elimination von 4 aus: 
8 8 8 
My Hy i, = f(A): /, (4): f(A), 





, 1 1 . 
uaR [== ¥) (ws — ») (2 — ») (us — ») (@—) P (@) ones 


(4=f) 


5 1 
= ¥{u; fi} *), 
5 1 = 5 1 
WO (uw; xi) =>) w, We(u, 2), 
(117)' = 
5 5 5 3 
W, = Wr(Uby, os My} i): 
5 1 
Die W,(u, x) sind conjugirt zu den ersten Polaren von A,> (112). 


5 5 . 5 5 in ; 
(118)’ ake a | W-(u), WC), Wer), Wr (ur) | = Ons (7 = 0, 1, 2, 3), 


v 


1 1 )! 
O19 (ere saTe aT” pe Weer Ar 
(v — ue)* (» — my) (» — w) P(2,) (=f) 


= Vo fu, f(a); wfey, fay}, 


wo mit a ein linearer Parameter bezeichnet ist, der selbst eine rationale 
Function von den Veranderlichen w und f,(4) zu den Graden 4 resp. 1 ist. 

Diese Formen ¥ liefern (fiir irgend zwei Werthe von mw) das 
Fundamentalsystem v, = 4, v, = 4. 


Allgemeiner Fall m=9. v, =—4, v, = 5. 


1 7 1 
(110)” = » (Qa, va>)* = YO {fi(a), U, v%} (k — 0, 1, “= 9 6), 
171 | 7 1 
(111)” WO (a,, w, %) = 4 Ux Vi(w; Xi), 
k=O 


7 #1 
(112)” <A,7, conjugirt zu den Vi(u; 2%), 


*) Die f,(4) treten zwar explicite von héherem, als erstem, aaimlich vom 
vierten Grade in ¥ auf, gehen aber bis zum dritten Grade in die Parameter w 
ein. Das Analoge gilt fiir die Formel (114)”. 
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7 7 7 7 7 7 7 
(113)" — | Vie), V (uy), Veto), Vilts)> Vala), Va(v), Vi(us)| = Qu 
(115)” P(ai), Resultat der Elimination von 4 aus 


ty : @y $y = fy(A) = f(A) f(a), 





(114) {aman v) (w3—¥) (Ua—-v) (uy—v) (u—v) Pay ney Ant 


(=f (a)) 
~ 6 1 
= VO fu; f(a}, 


r=4 


ie . 3 
YO (u; x)= Ww, W,(u; i), 


r=0 


(117)’ 
6 6 6 6 4 
Wy == Wy (Uy) Moy yy by} Fi)» 


6 1 
Die W,(«; x) sind conjugirt zu den ersten Polaren von A,>(112)’. 


6 6 6 6 6 
(i 18)” = | W,(u), We(u,), Wr(u.), Wer), W,(us) | 
= Q,.: (ry =(@,1,.., 4), 


"| Cee De ng he ~ 
ai Koerner cero P (2;) (Qus» Ay.) 


v 


(=A) 


5 1 1 5 2 
= VO fu, f(A); 2 le, M2, fi(A4)}} (s =9, 1, 2). 


Man entwickele die rechts figurirende dreigliedrige Gruppe fiinften 
Grades nach den willkiirlichen Parametern g,: 


5 1 5 1 5 1 5 1 
(121) WO (ws a) = 2 Ly (us vi) + 2,2, (w; xi) + 22%, (wu; x). 
Um fiir diese Gruppe die sicher existirende erzeugende Zerlegung 
ersten Grades zu eruiren, beachte man, dass das Criterium fiir eine 
Ausnahmezerlegung dieser Art in Wirklichkeit erfiillt ist, indem ein 


5 

niheres Eingehen zeigt, dass die zu den Formen Z,(u) conjugirten 
mit den zweiten Polaren der Form A,: (112)” iibereinstimmen, Sei 
daher: 

f “en “rn 1 | Z 6 if . Z bd € 

(81) Qu = m—» | Z(u), Z(v), Z(u,)| (s = 9, 1, 2) 

die zu (81) analoge Form, so geht die Formel (83) — nach Contraction 
der beziiglichen Einzelprocesse — iiber in die letzte der von uns ge- 
suchten: 


o eet: See \ — wise F(A. 
128) | GP =F Ee a ¥ {a, fi(a)} 
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Hier lisst sich die rechte Seite auch direct aus der Form A,:(112") 


4 28 
allein ableiten. Bedeutet niimlich C(u, x;) die Sylvester’sche Canoni- 
zante der Form A,:, so kommt: 
: 4. , 4 28 
(123) W {us fi(2)} = ae O(u; =) 
P3 (*:) (=f) 


Das Fundamentalsystem v, = 4, v, = 5 besteht aus der letzteren 
Form ¥“ (123) nebst irgend einer der Formen W©) (119)”. 

Die Formeln (111)’, (114), (119)” liefern zugleich simmtliche er- 
zeugenden Zerlegungen der respectiven Grade 7, 6, 5. 


Auch auf die Ausnahmefiille ist die fiir m=5 dargelegte Be- 
handlung (ganz unabhiingig von dem besonderen Werthe von m) ohne 
Weiteres iibertragbar: man gewinnt das Resultat*), dass die Gesammt- 
heit der Fundamentalsysteme (v,, v,), fiir welche v,-+- v,—=m, den 
gestellten Anforderungen gerade geniigt, ohne dass man tiber sie hinaus- 
sugehen brauchle. 

Wir haben in der vorliegenden Arbeit die Lésung unseres Problemes 
seinem Charakter conform rein algebraisch vorgetragen: médge zum 
Schlusse ein Wort tiber ihren geometrischen Inhalt gestattet sein. 

Beschriinken wir uns dabei auf die eben vollig erledigten drei- 
gliedrigen Gruppen, insofern sie die in den §§ 1 bis VI erérterte 
Theorie eines rational bekannten Linearfactors illustriren. Dann lehrt 
eine aufmerksame Vergleichung mit den Anschauungen, die wir in 
der voraufgegangenen Abhandlung iiber die Erzeugung der rationalen 


*) Der entsprechende Nachweis fiir vier — und mehrgliedrige Gruppen stisst 
auf Schwierigkeiten, die ich zur Zeit noch nicht tiberwunden habe. Davon zwar 
kann man sich auch jetzt tiberzeugen, dass nicht beide Seiten einer erzeugenden 
’ Zerlegung, die fiir irgend ein System von (allgemeinen oder speciellen) Coeffi- 
cienten der f;(4) existirt, bei noch weiter gehender Specialisirung der letzteren, 
(gleichzeitig) identisch verschwinden. Aber die das Postulat (9) in § III be- 
gleitende Aumerkung iibt nunmehr erst ihre Kraft aus. Denn hat man beispiels- 
weise bei vier f,(4) irgend zwei unabhiingige Zerlegungen ersten Grades, wiihrend 
die niichst hihere erst vom Grade > m — 1 sein midge (sodass », + »,-+ 7; > m 
ausfiillt), so fliesst aus der linearen Combinirung jener zwei einfachsten Zerlegungen 
mittelst willkiirlicher ganzer Functionen (in w) vom Grade m — 8 freilich nur eine 
o2m—5 lineare Schaar von (uneigentlichen) Zerlegungen des Grades m — 2, wiih- 
rend deren wirkliche Mannigfaltigkeit, wie leicht abzuzihlen, mindestens gleich 
2m — 4 sein miisste. Aber es wiire erst noch der Beweis zu erbringen, dass man 
entweder durch die angegebene Combinirung sdémmtliche gemeinten Zerlegungen 
erhiilt, oder aber, dass bei Beniitzung multiplicativer Functionen von einem Grade 
>m — 3, die Mannigfaltigkcit 2m — 5 thatsiichlich nicht erhdht wird. 

Wegen dieser Bedenken haben wir im Texte die Forderung (9) als eine be- 
schrinkende Voraussetzung proclamirt. 





14 ; Franz Meyer, Reducibele ganze Functionen. 


Raumcurven vierter Ordnung niedergelegt haben, dass wir das folgende 
geometrische Problem implicite mitgelést haben: 


»Gegeben sei vermige der Gleichungen: 


m m ™m 
My 2H, 2 , = f(4): 7, (4)? AC) 
eine ebene, nicht zerfallende, rationale Curve R m'* Ordnung; gesucht 
werden siimmtliche algebraischen Classencurven (von irgend einem Ge- 
schlechte), die zur Punktcurve R in einer solchen mehr-eindeutigen 
Correspondenz stehen, dass jede Tangente der Classencurve durch den 
thr zugeordneten Punkt von R hindurchgeht.“‘ 


Tiibingen, im Marz 1887. 





Note on Kiepert’s Z-equations, in the Transformation of 
Elliptic Functions. 


By 


A. Caytey of Cambridge. 


Il appears by comparison with Klein’s paper ,,Ueber die Trans- 
formation u. s. w.“* Math. Annalen t. XIV (1878), see p. 144, that 
Kiepert’s Z made use of in the Memoir ,, Ueber Theilung und Trans- 
formation der elliptischen Functionen“‘ Math. Ann. t. 26 (1886), 
pp. 369—454, is in fact the square of the multiplier, ,,fiir das durch 
'/Q normirte Integral“, viz. considering the general quartic function 
(a,...)(#, 1) = (a, b, c, d, e) (w, 1)*, and the transformed function 
(a,,.--)(y, 1), then we have 


Vode _ Waray 


Via... )(@ 1 Vays...) (a 
I= ae—4bd+ 3e, 
J =ace— ad’ — Be + 2bed—c', 


and similarly J,, J, are the invariants of the two functions, then 
A, A, are the discriminants 


A=}—27J?, A,=I'— 27J,’, 
and the y,, y, of Kiepert’s equations are 
y, =1+Y2, y,;=J~+YA, 


yo — Wye = 1. 


where if 


whence 


In particular, if the forms are 
1— 2?-1 — ka’, and 1 — y?- 1— A*y?, 


and if as usual k =u‘, A =v‘, and M is the multiplier for the form 


oeat. daz ee _ 
Vi-w.1—-Rk2 Vi-y®?-1—y 
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then we have 
I= = (14 14u8+u"), 
J = 55 (Iu) (1— 34u8 pu), 
A= w(l—u)!, A, = 7 (1-0), 


s 4 = 1 
a ; V2 te th the A 1 (iw) (1— 348) 


? — : “as 
wt _w)! 54 wi(1—u')? 
and thence 
I? =x vt a aa vs)! 1 

ub wu (1 — wt 
which last equation is the expression for Z? in terms of the Jacobian 
symbols u, v, M. 
As an easy verification in a particular case, suppose n = 5. We 
have here 
= v(i—we) , (= otw -) 
v—w 5u(i+uir) 7? 
u® — v® +- 5u?v?(u? —v?) + 4uv(1—utv!) = 0, 
5) 1+ lu + ws 


V2 at 6 “a (1 —wys 


and it should be possible, by eliminating u,v, M, to deduce hence 
the L-equation 


L® 4+ 10L5— 12y,L2?-+5—=0. (Kiepert, p. 428). 


It does not seem in any wise easy to do this in the case of an arbitrary 
modulus, but writing the modular equation in the form 
(u? —v?) (wt 6u?v?-+ v!) + 4u0(1—u'o') =0, 
we satisfy this by 
uvo—1l=—0, ut+ 6u?v’?+ v'= 0, 
or say by 
v= a w+ 6u'+1—0, 


uv 


and the equation may be verified for this particular modulus. 
We have 


1+ 148 + w!® == 48u%, (1 — ud)? = 32u8, 
and consequently 


1 
3 2-35 
gee Se 
ul.o® 16 


1 3 48 u* 


1 
n=> abies om ile =t = 1. (whence alsoy,=0); 





On Kiepert’s Z-equations. 


Moreover 
1 u 
uu 1 1—# —1 
Mm we Tat Ope’ 
Uu 
and thence 


_ wot on 


u(t — us 


that is 
P=1+ 0+ u-*. 


But we have 


ui = — 3+ 2/2, 


w— i(1—/2), w*=i(1+/2), 
P= 1423, 


and thence 


and 
whence 
L"*+-10 L'—12y, L?+5 
= (1174-447) + 10(— 11— 27) —12(1+21)+5=0, 


or the L-equation is satisfied, 


Cambridge, 14. March 1887. 





Note on the Jacobian Sextic Equation. 


By 
A. Caytey of Cambridge. 


In the Jacobian sextic equation 
(e—a)® — 4a(e—a)> + 16b(2—a)® — 4c (e—a) + 5B? — 4ac = 0, 


if A, B, C, D, E, F are the square roots (each with a determinate sign) 
of the roots 4%, 2, 2), 23, 2,, 2® of the equation, and if ¢ be an 
imaginary fifth root of unity, such that e+ «* — e? — 23 = /5, then 
we have hetween the square roots a system of three linear equations 


O0O—=—AYS5+B+ C+ D+ E+ F, 
0= B+e&C+ D+ H#E+ &’F, 
0 = B+’C+e24D+ «E+ Ff, 


see Brioschi’s Funzioni Ellittiche (Milan 1880) third appendix, p. 402. 

The sextic equation is irreducible, and there is thus nothing to 
distinguish any one square root from any other square root. But in 
the foregoing system of equations A is distinguished from the other 
square roots, hence the system must be one of 6 Systems, wherein the 
place occupied by A is occupied by A, B, C, D, E, F respectively. 
Observe however that the letters being square roots, it may very well 
happen, and (as will appear) it does in fact happen that the passage 
from the first to another system implies a change of sign in certain 
of the letters A, B,C, D, E, F. 

The selection of one of the square roots as = A, does not de- 
termine which of the other square roots shall be = B, C, D, E, F 
respectively: and in fact each system of equations may be represented 
in 10 different forms: viz. by multiplying the second and third equations 
by «, e, e, ef respectively, we obtain four new forms: we have thus 
five forms: and then in each of them transposing the second and 
third equations, we have five other forms: we have thus in all 10 forms. 
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Write ABCDEF to denote the foregoing system of three 
equations 
O—=—AYS+B+ C+ D+ E+ PF, 
0— B+&C+ D+#E+ 2F, 
0 = B+ 2C+eD+ «E+ Ff, 
the 10 forms of the system are 


ABCDEF | ABFEDC 


ACDEFB 
ADEFBC 
AEFBCD 
AFBCDE 


ACBFED 
ADCBFE 
AEDCBF 
AFEDCB 





where observe that the five forms in the same column are connected 
by cyclical substitutions on the last five letters; and that the forms in 
each line are connected by two inversions of the last four letters. 


It is hardly necessary to remark that ABF EDC means the 
system of three equations 


O—=—AYdS+B+ F+ E+ D+ OC, 


O=— B+eéF+ «E+ 4D+ #£C, 
0 = B+e?’F+eE+ «D+8C 


which are the same with the equations of the original form; and 
similarly that ACD EFB means the system of three equations 


0O—=—Ayd+C+ D+ E+ F+ B, 

0 = C+8®D+ «E+eF+ &B, 

0 = C+’D+e&E+ sF+ &B, 
where the first equation is the same with the first equation, and the 
second and third equations only differ by a factor from the second 
and third equations respectively, of the original form. And similarly 
as regards the others of the 10 forms. Ai a 
I say that we have a second system BCAFDE (where D, E 


mean — D, — E respectively): in fact this denotes the system of 
three equations 


O—=—ByY5+C+ A+ F— D— EB, 
0 = C+8A+ «F—#D—#E, 
0 = C+2A+eF— sD—#E, 


which are deducible from the original three equations. 





A. Cay.ey. 
We have in fact the identities 


—y5s{—BY5+ C+ A + F-— D— E} 
=-=1(B + C— Ayd+ F+ D+ SBF 
+2 B +8C +°F+ «D+ #E) 
+2(B +#0C +8&F+e4D+ ¢£), 
(lL—e—e +e) { C+®A + sF—éD— #E} 
-_ 11B+ C— AypdS+ F+ D+ B) 
+(e +2e)(B+ #C +°F+ D+ E) 
+ (e+) (B+ &C +8F+eD++ ¢F), 
and 

(1--s —2e*—<«*) { CfA +8 F— sD— EF} 
= 1(B+ C— Ayd+ F+ D+ BEB) 
+ (2+) (B+ 8C +2F+ @«D+#F) 
+(e +e)(B+ 2C +éF+eD-+ ¢eF), 

all which identities are at once verified recollecting that 

Po —e— 2 —8—e and fom e— 2 — #4 @. 


We can now write down the 6 systems, each of them under its 
10 forms: these in fact are 


ABCDEF 
ACDEFB 
ADEFBC 
AEFBCD 
AFBCDE 


ABFEDC 
ACBFED 
ADCBFE 
AEDCBF 
AFEDCB 





BCAFDE 
BAFDEC 
BEDECA 
BDECAF 
BECAFD 


BCEDFA 
BACEDF 
BFACED 
BDFACE 
BEDFAC 





CDABEF 
CABEFD 
CBEFDA 
CEFDAB 
CFDABE 





CDFEBA 
CADFEB 
CBADFE 
CEBADF 
CFEBAD 
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DEACFB 
DACFBE 
DCFBEA 
DFBEAC 
DBEACF 


DEBFCA 
DAEBFC 
DCAEBF 
DFCAEB 
DBFCAE 





EFADBC 
EADBCF 
EDBCFA 
EBCFAD 
ECFADB 


FAECDB 


FECDBA 
FCDBAE 
FDBAEC 
FBAECD 


EFCBDA 
EAFCBD 
EDAFCB 
EBDAFC 
ECBDAF 








FABDCE 
FEABDC 
FCEABD 
FDCEAB 
FBDCEA 


where as before the superscript line denotes a change of sign, 
A = — A, ete. 


As to the formation of this table, observe that we have ABC DEF 


and BC AF D E; repeating the substitution, we have 
ABCDEF 


BCAFDE 

CABEFD 

ABCDEF 
viz. we have thus the CA B E F D which belongs to the third system ; 
but nothing further, for the subsitution is periodic of the third order, 
and the three forms are merely repeated. But if upon 


ABCDEF 
BCAFDE 
we operate successively with the substitutions which change the upper 
line into the three forms of the first system 
ADEFBC AEFBCD AFBCDE 
then the lower line is changed into the three forms 
DEACFB EFADBC FBAECD 
which are forms belonging to the fourth, fifth, and sixth systems 


respectively. By way of verification observe that for instance repeating 
upon the second line the substitution 
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ABCDEF 
in place of 


DEA CFB, 
we obtain 


CFDABE, 
which is one of the forms of the third system, assumed to have been 
previously found; and so in other instances. 
Reverting to the three equations belonging to the form ABCDEF, 
by subtracting the third from the second equation, we obtain a linear 
relation between the four square roots C, D, E, F viz. this is 


0 = (e8— e*) (C—F) + (e—e) (D—E); 


and the same equation is obtained by means of the form ABF EDC: 
we thus obtain from the thirty lines of either column of the preceding 
table, thirty such equations, but obviously the number of such equa- 
tions should be fifteen, for there can be but one relation between 
any four square roots C, D, E, F; consequently each equation will 
be obtained twice; an in fact it is clear that the forms A BC DEF 
and B A F D EC, and so in general any two forms which begin with 
the same pair of letters give the same equation. But for greater sym- 
metry I write down the thirty equations in the order in which they 
are given by the left hand column of the table: the equations are. 


O=(e®—e)| + (e—8*) 
— tke 2 
C—F | D—BS 
D—B } ae 
B— CO Fr. 3B 
Fr. D B—C 
B—Z o.D 
A+F F+D 
—D+E 
— B—C 
O—A 
| A-—F 
B+E 
—~EB4+F 
— PD 
D—A 
A—B 








On the Jacobian Sextic Equation, 


O—(s*— e?) 
into 


+ (e—#') 


into 





A+B 
C—E 
a 
in SG 
E4+F 


C+F 
—F+B 
—B-—E 

E-A 

A-—C 





A+C 
D—F 
on inl 
— 
F+B 


D+B 
—B+C 
« Sue ® 
F—A 
A—D 





E—B 
utat 
oie SP en IP 
B+C 
A+D 





—€Csn 
« ae 
B—A 
A-E 
E+C 





where it is be observed that adding together the five equations given 
by any one of the systems we obtain the identical result 0 — 0. 

I write down the 15 equations in a different order, in some cases 
changing the sign of the whole equation, as follows. 


0 = (e3 — ¢?) 


into 


+ (e—#') 


into 





 £+e 
B+C 
A+B 
D+E 
B4F 


| 
} 
| 


B+D 
A--E 
C+F 
A me B 


A—D 





A+F 
A+D 
C+D 
E+F 
A+E 


B+E 
C+E 
A—F 
A—C 
D+F 





Bal 


E—C 
D—B 





Cc—D 
B—C 
F—B 
F 
E 


| = 
> 





rE A ES NT, i ESS ST gS 


sceresianeeatca aE 
i 
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The first three of these equations, or writing 4 = «°— «*, u—«— é', say 
4(A+C) + w(B+D) =0, 
4(B+C) + #(A—E) =0, 
(A+B) + u(C+F) =0, 

constitute the entire System of independent linear relations between 


the square roots A, B, C, D, E, F. The coefficients 4, u are such 
that 


2— wrap (Hs— 2-848, =—/5) 
and it is hence easy to verify that the remaining twelve equations can 
be deduced from these by the elimination of one or two of the square 
roots A, B,C. For instance, to eliminate A from the first and second 
equations, multiplying by — gu, 4 and adding we obtain 


(—Au+a)C+ (—wW+a)B—wD—ipE=0 
that is 
wc+ AuB—wD—iapE=—0, 
4(B--E) + w(C—D) =0 


which is one of the equations. And so again eliminatirig A from the 
first an third equations, we find 


4(B—C) + u(C+F—B—D)=0, 
(4—u)(B—C) + (F—D) =0, 

or multiplying by 4, 
u?(B—C) + au(F—D) =0, 


A(F—D)+ u(B-—-C) =0, 
which is one of the equations. 


or finally 


that is 


that is finally 


Cambridge, 21. March 1887. 





On the Intersection of Curves. 
By 
A. Cayuey of Cambridge. 


It is only recently that I have studied Bacharach’s paper ,,Ueber 
den Cayley’schen Schnittpunktsatz Math. Ann. t.26 (1885) pp. 275—299: 
his theorem in regard to the case where the @ points lie on a curve 
of the order y — 3 is a very interesting and valuable one, but I con- 
sider it rather as an addition than as a correction to my original 
theorem; and I cannot by any means agree that the method by 
counting of constants is to be rejected as not trustworthy; on the 
contrary it seems to me to be the proper foundation of the whole 
theory; it must of course be employed with due consideration of special 
cases. I reproduce the theorem in what appears to me the complete 
form. 

Writing with Bacharach rSm, rSn, r<m+n—3, y=m+n—7, 


j= : (y—1)(y—2), and assuming nS m, (these equations and in- 


equalities are to be attended to throughout the present paper) I consider 
two curves of the orders m,» respectively meeting in @ points B, and 
in (mn—0O) points A; and I state the theorem as follows: 

1°. The mn —9@ points A are in general such that a curve of 
the order r which passes thro’ mn — 0 — 1 of these points does not 
of necessity pass thro’ the remaining point; and in this case the general 
curve of the order r which passes thro’ the mn — @ points A has for 
its form of equation 

0 = Lym Py + Mn Qn 

(where P,, = 0, Q, = 0 are the equations of the given curves and L,_,, 
M,—,, denote functions of the orders r — m, r — n respectively) and it 
thus appears that the curve of the order r thro the mn — @ points 
A passes also thro’ the @ points B. 
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2°. If however the d points B are on a curve of the order y—3, 
then the mn — od points A are a System such that every curve of the 
order r passing thro’ mn — 0d — 1 of these points passes thro’ the 
remaining point; and in this case the general curve of the order r 
which passes thro’ the mn — @ points A has for its form of equation 


0 = Q, + LrmPa + M,—-nQn, 


(Q, == 0 a particular curve thro’ the mn — 0d points A, but which 
does not go thro’ any of the points B), and consequently the curve of 
the order r does not pass thro’ any of the points B. 

For the proof of the theorem I premise as follows: 


A curve of the order r depends upon sr(r-+3) constants, or to 


use a convenient expression, its Postulandum is =>r(r+3): if the 


curve has to pass thro’ a given point, this imposes a single relation 
upon the constants, or say the Postulation is = 1; similarly if the 
curve has to pass thro’ & given points, this imposes k relations, or 
say the Postulation is =k. The points may be however a special 
system, for instance they may be such that every curve of the order 
y which passes thro’ k — 1 of the points, will pass thro’ the remaining 
point; the Postulation is in this case = — 1; and so in other cases. 
Assuming the Postulation of the k points to be =k, then the Postu- 


landum of a curve of the order r thro’ the & points is = : r(r-+3)—k. 


I stop to remark that the Postulation has reference to the particular 
curve or other entity in question; thus if in the case of a curve 
passing thro’ & points, the Postulation for a curve of a certain order 
may be =k, and for a curve of a different order it may be less 
than k, 

Considering now as above two given curves of the orders m and n 
intersecting in the mn — 0 points A and the d points B, then assuming 
that the mn — dé points are not a special System, viz. that their Postu- 
lation in regard to a curve of the order r is = mn — 0, the Postu- 
landum of a curve of the order r thro’ the mn — 0 points is 


=+r(r+3) —mn+d0 


which is 


=F (r—m+1) (r—m+2) + 4 (r— n+) (r—n+2) — 1, 


viz. this is identically true when for 0 we write its value 


=> (m-+-n—r—1) (m-+n—r—2), 
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But we have thro’ the mn — é points A, a curve 
L, m F,, + M -»@ —_ 4 


with the proper siacsnsieaay (viz. Les contains — x (r-- m-+-1) (r—m-+2) 
constants, M,_, contains > B Gpans n-+1)(r— 049) constants, and there 


is a diminution — 1 for the constant which divides out); hence this 


is the general equation of the curve of the order r thro’ the (mn — 0) 
points A; and the curve passes thro’ the remaining é points B. 
In the case where the d points B are on a curve of the order »y — 3 


(observe this is a single condition imposed on the 0, =+ (y—1)(y—2) 


points, for a curve of the order (y—3) can be drawn thro ; v(y—3). 


points) it is to be shown that the Postulation of the mn—d points 
A is = mn — 6 — 1; for, this being so, the Postulandum of the curve 
of the order r thro’ the (mn—9d) points A will be 


=F r(r+3)— mn +04), 


and the equation of the curve will no longer be of the foregoing form, 
but it will be of the form 

Q, oh | a 2 + M,-mQe = 0, 
Q, = 0 being a particular curve thro’ the mn — d points A, but which 
does not pass thro’ any of the points L. The proof depends on the 
theory of Residuation: which for the sae purpose may be presented 
under the following form. 

Let A, B,.. denote systems of points upon a given Basis-curve, 
for tbene the foregoing curve P,, =, of the order m. And let 
A = ci denote that the points A are the complete intersection of the 
basis curve by some other curve 
(this implies that the number of mn—6 
the points is = km, a multiple A 
of m, and the intersecting curve 
is then of course a curve of the 
order k). It is clear that if 
A = ci, and B = ci, then also 
A+ B=ci. But conversely we 
have the theorem if A+ B=ci, 
and A = ci then also B = ci. D C 
And we at once deduce the m(r—n)+o =a—s miy—3)— 8 
further theorem: if A+ B=ci, 

B+C=ci, C+D=ci, then also A+ D=ci. For the first and third 
relations give A+ B+C+ D= ci, and the second relation then gives 
A+ D=ci. 














88 ji A. Cayuey. 


Starting now (see the diagram) with the 0d points B on a curve 
of the order y — 3, suppose that we have thro’ these points the 
basis-curve P,, =O of the order m, and another given curve QY, = 0, 
of the order m; and let these besides meet in the mn — @ points A. 
Let the curve of the order y — 3 besides meet the basis-curve in the 
m(y—3) — 0 points (; and thro’ these let there be drawn a curve 
of the order m—3, which besides meets the basis-curve in the 
m(r—n)-+ 0 points D. We have hre 4+ B=ci, B+ C=—ci, 
C+ D=ci; consequently A + D = ci, that is the mn — 0 points 
A and the m(r—n) +0 points D lie on a curve of the order r. The 
curve of the order m — 3 passes thro’ the m(y—3) — @ points C, 
its Postulandum is thus 


1 ‘ ‘ 
=z m(m—3) — m(y -3) +4 
which is 


= ; (r—n+1) (r—n+2). 


In fact substituting for y, 0 their values = m+ » — r, and 
+ (m-+-n—r—1) (m+n—r—2) 


this equation is satisfied identically. ‘The System of the m(r—n) +0 
points D thus depends upon + (r—n+1)(r—n+2) constants, or 
say the Postulandum of the points D is => (r—n+ 1) (r—n-+2). 
It follows that the curve of the order r thro’ the (mn— 9) points A 
and the m(r—n) + 0 points D cannot have an equation of the form 


, P., + ae On = Q, 


for the intersections of this curve with the basis-curve P,, =, are 
given by the equation M,_,Q, = 0 which contains only the 


+ (r—n+1) (r—n42) —1 


constants of M,_, (one constant of course divides out, giving the 
diminution — 1); but that the equation must have the more general 
form 


Q, + Lun Fe + M,-nQn =—_ 0; 


and it thus appears that the Postulation of the (mn—0d) points <A, 
instead of being = mn — 0, must be = mn —- 0 — 1. This completes 
the proof. 
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[1 notice that combining the last-mentioned identity 


; (m(m— 3) — m(y—3) +0 = > (r—n-+1) (r—n+2) 


with the like identity 


: n(n —3) — n(y—3) + d= >(r—m-+1) (r—m+2) 


we obtain 


- m(m—3) + ; n(n—3) — (m+n) (y—3) + 20 


1 


es (r—n+1)(r—n+ 5)+ ; (r— m+1) (r—m-+2), 


and consequently, referring to a former result, the left-hand side 


should be 
=> r(r-+3) —mn+od+1; 


substituting for y, 0 their values, this is at once verified]. 

As appears by what precedes, Bacharach’s special case is that in 
which the 0, = 1 y —1)(y—2) points B satisfy the single condition 
of lying on a curve of the order y— 3. We may have between the 
points B more than a single relation; in particular the points B may 
be such as to include among themselves the complete intersection of 
two curves of the orders a, b respectively (ab<0): this will be the 
case if the given curves are of the form: 


x = ha Rime —— Uo ; 
Qn =— ha Ve-s —— U,~0, 


(it being understood, here and in what follows, that the values of a, b 
are such that the suffixes are none of them negative). 

The two curves here intersect in the ab points (Ag=0, u,—0), 
aud in the mn — ab points 

| day Rn—o; Un»! 

| Mo, Sm—ay a 
say the (mn — 0) points A are mn — ab — © of the lastmentioned 
points, and the 0 points B are the remaining @ points together with 
the ab points. Here the general form of the curve of the order r 
passing thro’ the mn — ab points (and therefore thro’ the mn — @ 
points A) is 


= @, 


L,—m—nta+s ’ M,- ny N,—m 
ha » Ruv, Un j= O 
Us ? Sm—a) Fane | 
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where the D,—m—n+a+6> Men, N,—m are arbitrary functions of the 
orders indicated by the respective suffixes. The theory in regard to 
the number of constants is of course altogether different from that 
which belongs to the case of the general’ functions P,,, Y,; and it 
is probable that much interesting theory would present itself in the 
cousideration of particular cases. 


Cambridge, 22. March 1887. 





Bestimmung der allgemeinsten der Functionalgleichung der 
6-Function gentigenden Function. 
Von 
Aurons De.iste }.*) 


Bekanntlich geniigt die Function 6(w), welche in der Theorie der 
elliptischen Functionen eine hervorragende Rolle spielt, der Functional- 
gleichung 


G (w+ U,) 6(u — U,) O(u,-- Uy) 6 (Uy — Uy) 
(1) + 6(u-+ uy) 6(u— ty) (Uy +44) 6(U; — u,) = 0, 
+ 6(w+u,) 6(w—Uu,) 6 (u,-+- u,) 6(u, — U) 


die wir in der Folge kiirzer mit: 


> o(u+u) G(u—u,) 6(U, + tty) 6 (Uy — ts) = O 


bezeichnen wollen, 

Herr Weierstrass hat nun im Sitzungsbericht der Berliner Akademie 
vom Jahre 1882, pag. 508, darauf hingewiesen, dass in dieser Functional- 
gleichung allein in gewissem Sinne die Definition der 6-Function ent- 
halten ist; seine beziiglichen Andeutungen lauten folgendermassen: 

»Man kann, ohne von der Function o(w) irgend etwas zu wissen, 
direct nachweisen, dass es eine vier willkiirliche Constante enthaltende 
(transcendente) ganze Function der Veriinderlichen « giebt, welche, fiir 
6(u) in die Gleichung (1) eingesetzt, dieselbe befriedigt, Man zeigt 
zu dem Ende zuniichst, dass der Gleichung formell geniigt werden kann, 
wenn man fiir o(w) eine gewdhnliche Potenzreihe annimmt; dieselbe 
enthilt nur ungerade Potenzen von u, und die Coefficienten derselben 
lassen sich als ganze rationale Functionen der vier ersten, die un- 


*) Die nachfolgende Arbeit des jung verstorbenen Verfassers, die uns von 
geehrter Seite zur Verfiigung gestellt wurde, wird hier von unbedeutenden 
Aenderungen abgesehen so abgedruckt, wie sie seitens ihres Autors hinterlassen 
worden ist; wir wollen dabei ausdriicklich darauf aufmerksam machen, dass die- 
selbe eine vom Verf, selbst hervorgehobene Annahme enthilt, welche noch der 
weitergehenden Begriindung bedarf (vergl. §5 die Voraussetzung betreffs des 
Nichtverschwindens einer gewissen Determinaate). Die K. 
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bestimmt bleiben, ausdriicken. Mit Hiilfe der Gleichung (1) selbst 
lisst sich dann ferner nachweisen, dass diese Potenzreihe bei beliebiven 
Werthen der Veriinderlichen w und der genannten willkiirlichen Con- 
stanten convergent ist, also eine Function von der angegebenen Be- 
schaffenheit darstellt. Setzt man sodann 


d*\ ) 
ou) =— he, 


so ergiebt sich, ebenfalls aus der Gleichung (1) 


(22 — Ag*(u) + Bo*(u) + Cp(u) + D, 


wo A, B, C, D Constanten sind; wodurch der Zusammenhang der 
auf die angegebene Weise definirten Function 6(w) mit der Theorie der 
elliptischen Functionen festgestellt ist.“ Im Folgenden sollen diese 
Andeutungen ausgefiihrt werden. Dem entsprechend werden wir zuniichst 
in einem ersten Abschnitt eine Potenzreihe bestimmen, welche formell 
der Functionalgleichung geniigt; der zweite Abschnitt wird sich sodann 
mit der Untersuchung dieser Reihe auf ihre Convergenz beschiftigen, 
und endlich werden wir im dritten Abschnitt den Zusammenhang der 
allgemeinen 6-Function mit der speciellen, in der Theorie der elliptischen 
Functionen gebriuchlichen, und mit den elliptischen Functionen iiber- 
haupt entwickeln. 


I. Bestimmung einer Potenzreihe von «, welche die 
Functionalgleichung formell -erfiillt. 


§ 1. 

Nimmt man fiir 6(u) eine gewohnliche Potenzreihe von uw an, so 
folgt aus der Functionalgleichung, wenn man u = u, = U, = Us = 0 
setzt, 361(0)—=0, also 6(0)—=0. Setzt man ferner w—u,, u,—u,=0, 
so folgt mit Benutzung von 6(0) =0: 


6° (u) [6 (—u) + o(u)] = 0; 
wenn iiberhaupt eine Function o(w) existirt, welche der Functional- 


gleichung geniigt, so muss hiernach fiir alle Werthe von w, fiir welche 
6(u) nicht verschwindet, 


o(—u) = — 6(u) 
sein. Fiir die ausgeschlossenen Werthe von wu besteht aber diese 
Gleichung von selbst; sie gilt also fiir jeden Werth von uw, d. h. 9(u) 
muss eine ungerade Function sein. 
Wir setzen demgemiiss fiir o(u) die Reihe an: 


(2) 6(u) = au+ au + a,u°+---+a,0"'+.- 





Functionalgleichung der o-Function. 
Setzen wir ferner, nach Potenzen von u, ordnend: 


(3) (Wty) = Agee + Ayre $f (Ap WP Ag) U4? == 
+ (Aant-+ Aangs ty) 2" f+, 


so werden die Gréssen A,, A,,... Potenzreihen von wu’, und zwar 
ergiebt sich: 


+[?*t?]a ee 2n--5 ']o0 siete 
‘| On+mpiUe™ +++ 
|a H ean nf agit % é- 


* 2n — tnt fies, 





wobei in gebriiuchlicher Weise [?] den Binominalcoefficienten 


P(p —1)(p—2)-++ (p—q+1) 
1-2-3... q 


bezeichnet. Bezeichnen wir mit [A,],, den Coefficienten von w* in 


A,, so folgt aus el-| P ] unmittelbar 
q) le—4 


€ € ‘ € 1 
ers ‘] ee Pa | mets 


[Aen ],,:m — [Agm+1],,2n + 


Denkt man sich die Potenzreihen A, mit geraden Indices und die- 
jenigen mit ungeraden Indices in getrennten Gruppen unter einander 
geschrieben, so driickt die Relation (5) aus, dass die Verticalreihen 
von Coefficienten in der einen Gruppe mit den Horizontalreihen von 
Coefficienten in der anderen Gruppe iibereinstimmen. 

Da die Grissen A, Potenzreihen von u, oder wu, sind, so haben wir: 


6(u-+ u,)—= Ayu-+ A, u, +(A, w+ Ay u,)u,?-+->- 
+ (Asnt+ Anis U,)u,2" +. ty 

6(u—u,)=A,u— A, u, + (A,w— Agu, )U,2+--> 
+ (Asnu— Agnsi U,) u,2"---+ . 


Hieraus ergiebt sich durch Ausfiihrung der Multiplication: 
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O(u-+ u,) 6 (w — uy) = [A.Pu? — A,?u,?]4+2[A, Aw? — A, Ay 4,7] 0)? 
+ [(2 4).4,+,”)u?— (24,4,+A,”) 4,7] uy 4++--- 
+ [(2 Ap Ain +2 A, Aan + +--+ Aj)? 
— (2A, Agngi +2 A; Aan—s-+*+ Ab 1)" u,™ 
+ 2[(Ay Aange + Ay Aan +++ Aon Ainge) e? 
— (A, Aagnys+AgAsngit © +++ Asn41Aen4s) Uy? ]u, t+ ---. 


Da 6(u) eine ungerade Function ist, so iindert sich 6(u-+-u,)6 (w—u,) 
nicht, wenn man der Variabeln w oder u, den entgegengesetzten Werth 
ertheilt; vertauscht man aber u mit u,, so andert das Product 
o(u + u,) o(u —u,) sein Zeichen. Es folgt daraus, dass die Ent- 
wickelung von 6(w-++u,) 6(u—w«,) nur gerade Potenzen von wu und w% 
enthilt, wie schon die erhaltene Function (6) zeigt, und bei Ver- 
tauschung von uw mit u, das Zeichen wechseln muss. Dasselbe gilt 
auch von jeder homogenen Function, welche die Glieder gleicher 
Dimension in der Entwickelung von 6(u-+ u,) 6(u —u,) zusammensetzen. 
Bildet man sich den allgemeinsten Ausdruck einer homogenen Func- 
tion n'® Grades von zwei Veriinderlichen 2, y und stellt die Bedingungen 
dafiir auf, dass die Function bei Vertauschung von x mit y nur ihr 
Zeichen wechsele, so gelangt man zu dem Resultat, dass die Function 
die folgende Gestalt haben muss: 


Cy (a"® — y") + Cry (ar? —y") + C, a2 y?(ae—4 — yt) + ss 
LE Cony xl" yl (cn 20) — yr 20m) , 


(6) 


wobei (n) den Werth —1 oder "=" hat, je nachdem n gerad oder 


2 


ungerad ist. o(u-+w,)6(u—wu,) entwickelt sich in eine Potenzreihe 
von u? und «u,?, welche bei der Vertauschung von «? mit w,? nur ihr 
Zeichen wechselt; nach dem Vorigen miissen daher die Glieder m'*" 
Dimension in der Entwickelung von o(u-+,)6(u—u,) eine Function 
von folgender Gestalt bilden : 

C, (u2" ined u,2") ote C, u?u,?(uen—4 ii 6,%*-*) a C,utu,* (ues — «,°- 8) en 

a Ciny (n) 4,2 (ut=—4(») — u,29—4*)) a 
Wir setzen demgemiiss: 


G (uu, ) 6 (w— uy) =a, (uw? —u,") + @, (ut — u,") 
+ [ay (u® — 0°) + oc,’ wu? w,? (uw? — wy?)]+--: 
+ [ez (w4™ — 04," ) + cg, 6700,? (ut —4$— 4, 27") + -- 
(7) -f- a(n—1) g2n—8 ,°°-2 (u! = u,*)| 
+ [Conta (uta? — y, Ant?) O2n41 uu a,*(* _— u,4—*) 4 wad 
ely, win (u?—1)] 
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und erhalten durch Vergleichung mit (6) fir die Gréssen a”) die 
Werthe: 
i [Ay?u*], 2, a, = [2 A, A, u? — Ay?), 20-1) 
a) = {[2A,Asy+2A, Agate AZ]? 
—_— 2 [A, , a A, Agy_3+ vee + Agy-1 Agy+41] } 2 (n—2») ? 
ae2"+1) == {2 Ay Advy2 + Ay Age +++ Asay Arta] u? 
= [2.A, Agy41 + 2A, Ags + nies + A] } .2(»—2v—1) . 


Die Gréssen a) sind homogene ganze Functionen zweiten Grades 


mit ganzzahligen Coefficienten von den Coefficienten a,, a,,...; die 
Summe der unteren Indices je zweier Coefficienten a, die in a) mit 


einander multiplicirt vorkommen, ist gleich n+ 1. Denn in a”) kommen 
von Gréssen A mit geraden Indices immer nur solche zusammen 
multiplicirt vor, deren Indexsumme 2y ist, und aus diesem Product 
ist der Coefficient von u?("—’—" zu nehmen. Betrachten wir das Product 
Az, Agiy—p), 80 enthilt der Factor von w?? in As, den Coefficienten 
G+o41; dagegen enthilt der Factor von u*"—*-!-9) in Aggy») den 
Coefficienten @(>—~p)+(n—»—1—9)-1 = Gn—p—q- In a) kommen also zuniichst 
von dem ersten Theil nur Producte von der Form @y4941@a—p—g Vor, 
also in der That mit (n-+-1) als Summe der unteren Indices. Von 
den Gréssen A mit ungeraden Indices kommen in e'”) auch nur solche 
zusammen multiplicirt vor, deren Indexsumme 2y ist, aber aus diesem 
Product ist der Coefficient von «*"-*) zu.nehmen. Der Factor von 
u®? in Agi, enthalt den Coefficienten ap4.:1, der Factor von u?("—’-9) 
in Ag@—p-141 enthalt den Coefficienten ai—p41)4¢—v—g-41 = Gn—p-¢ 3 
also haben wir wieder nur Producte von der Form dp441@,—p—q oder 
soleche mit der Indexsumme »-+ 1. Wir sehen hieraus, dass in a) 
kein Coefficient a, mit héherem Index als m vorkommen kann; es ist 
von besonderem Interesse nachzuweisen, dass der Coefficient a, in a?) 
stets vorkommt oder dass der Zahlenfactor von a,a, in a’) niemals 
Null ist. Fiir die Gréssen «, erhalten wir direct die Werthe 


hy = G7, My = 2A, Ay,. . « Can = 2(G, dan Gy Gana +++ + Gn Gn4s), 
Con+1 = 2a, enti + 2 dg dan feet as, 


welche unmittelbar unsere Behauptung bestiitigen. 
Fiir den Zahlencoefficienten von a,a, in @ erhalten wir 
2n—1 6 — = —_— 
2 (on—3) — 2(2n—1) = 2(2n—1) (n—2); 


dieser verschwindet auch niemals, da in allen vorkommenden Grossen 
«, der untere Index m mindestens gleich 3 ist. 
Zur Berechnung des Zahlencoefficienten von a, a, in der allgemeinen 
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Grosse a”) brauchen wir die Fille geraden und ungeraden Werthes von 
v nicht zu trennen ; es ergiebt sich dafiir 


G 2n—1 Le 2n—1 — 9 § 2n—1 new 2n—1 
2 {lon ay—1 [sn—aolt— 2 t/a, || Eau 


= 4 [2M—1)(2m—2)- ++ (2m—29-+1) (n—2v) 


(2%)! 

Dieser Factor verschwindet auch niemals, da in der Entwickelung (7) 
nur solche Gréssen a) vorkommen, in denen » > 2y ist. 

Aus der Gleichung (7), welche die Definition der Gréssen a) ent- 

hilt, ersieht man auch unmittelbar, dass a”), unabhiingig von dem 


Werthe v, mit Gliedern von der Dimension 2” multiplicirt ist. 
Setzt man u, an Stelle von u, u, an Stelle von u,, so folgt aus (7): 


G (Uy -+-U;) 6 (U, — Uy) = a (U.?— U5) + a, (Uy — Us) 
t [eg (t4,° — tg") + Og thy? thy? (ty? — 5*)] +++ 
Bilden wir das Product 6(u-+-u,) 6(u —u,) 6(u,-+U,) 6(u,—t,), so 
erhalten wir lauter Glieder von der Form: 
a(t a) [ u? 7 u,2" (u?™—4e — 4,240) «°° t,*” (u,2*-*" ‘ us” ote) 
+u*” 6,2” (®t ns ,2*- 4”) 6,2 4?" (u,2"—4" — 4,2™—4#)] , 

nur wenn gleichzeitig m =n, w =v ist, hat man bloss die Hilfte 
dieses Ausdrucks zu nehmen, Um die Entwickelung der linken Seite 
unserer Functionalgleichung zu erhalten, haben wir w,, u,, 4, cyklisch 
zu vertauschen und die drei Ausdriicke zu addiren, welche Operationen 


wir einfach durch ein vorgesetztes ¥-Zeichen andeuten. Unterziehen 
wir den Ausdruck 


(9) [p78] = > [PP 10?” (424 — 16424) 06g?” ty?” (U4y?* — t4g?*) 
wu? 2 (u?s —- w,?*) n°? 0,2? (ued — u,29)], 
in welchem die Gréssen p,q, 7,8 positive ganze Zahlen, p und r auch 
0, bedeuten sollen, einer naheren Untersuchung, so finden wir, dass 
derselbe in den folgenden vier Fiillen und keinen anderen identisch, 
d. h, fiir alle Werthe von u, u,, u., u, verschwindet : 
Ptq—r, ports, pr, pt@I=rts. 

Fiir einen Ausdruck von der Form (9), der nicht identisch ver- 

schwindet, miissen daher die Ungleichungen 


p+aq2r, p2r+s, p2r, p+q2rt+s 
bestehen. Die beiden einzigen Ungleichungen, welche fiir sich allein 


alle iibrigen einschliessen sind 
r>p+q und p>r-+s; 
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doch kommen dieselben im Wesentlichen auf dasselbe hinaus, da 
[p, d, 7, 8] unverindert bleibt, wenn man gleichzeitig p mit r und 
q mit s vertauscht. 

Nehmen wir also r > p + q an, so verschwindet [p, q, 7, s] sicher 
nicht identisch, und unter derselben Voraussetzung ergeben sich die 
folgenden Identitaten: 


(10) [p,49,7, 8] = —[p, r—p, p+, r+s—p—ql 
=p, r+s—p, pt, r—p—d). 

In dem mittleren Ausdruck ist die Summe der beiden ersten Zahlen 
gleich r, im dritten gleich r + s, in beiden Fiillen ist sie, nach der 
Annahme r > p+ q, grosser als die dritte Zahl in den beiden Aus- 
driicken. Unter den drei Ausdriicken, welche bis auf das Vorzeichen 
einander gleich sind, befindet sich nur ein einziger, in welchem die 
Summe der beiden ersten Zahlen kleiner ist als die dritte. Denken 
wir uns daher aus der unendlichen Reihe von Ausdriicken von der 
Form (9) diejenigen herausgenommen, fiir welche r > p+ q ist, so 
sind diese stets von Null verschieden und giebt es noch je zwei andere 
Ausdriicke in der Reihe, welche diesen abgesehen vom Vorzeichen 
gleich sind. Die dreifache Reihe enthilt alle von Null verschiedenen 
Ausdriicke und jeden nur ein einziges Mal. 

Nach dieser Untersuchung lassen sich je drei der nicht identisch 
verschwindenden Ausdriicke, welche in der Entwickelung der linken 
Seite unserer Functionalgleichung auftreten, zusammenfassen. Das 


Glied [p, q, 7, 8] hat den Factor ay), af), (da p=r, q=s, in 


welchem Falle wir den Factor s hinzufiigen miissten, einen identisch 


verschwindenden Ausdruck liefert) ; daher entstehen mit Beriicksichtigung 
der Gleichung (10) durch Zusammenfassung der drei passenden Aus- 
driicke lauter Glieder von der Form: 


- (p+9) , 
(Pg ee — pe Meets T ebrte Meer) LPs 7s 8]: 


Da a” mit Gliedern 2n' Dimension multiplicirt ist, so muss die 
Summe der unteren Indices je zweier Gréssen a), die mit einander 
multiplicirt sind, gleich 2p + q-++-2r-+s sein, indem 2(2p + q+2r-+s) 
die Dimension des Ausdruckes [p, q, 7, 8] angiebt. 

Wir kommen auf diese Weise zu der folgenden Entwickelung der 
linken Seite unserer Functionalgleichung: 


(11) Zo (u-+u,) 6(u —u)) 6(u, + U3) 6(u, — U5) 


aii ) pat (pts 
- Po (Cg rte — ents etnte tents Meyer) LPs Oy % 8] 
PTS 
es 1,2,...3 gael, 2, 3,...3 rand, 3,4; s=—l, 2, 3,.. ‘): 
r>p+4q 


Mathematische Annalen. XXX. 7 
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g 2. 


Soll die angenommene Potenzreihe die Functionalgleichung formell 
befriedigen, so miissen die Coefficienten a,, a,, a3,... 80 bestimmt 
werden, dass sie die simmtlichen Gleichungen 
(12) aha has — Ante MEERInte + Mla SEED, = O 
(p=0,1,2,...3 q=1,2,3,...; r=—=2,3,4,...3 sanl,2,3,...5 r>p+q) 


erfiillen. 

Um eine Uebersicht iiber diese unendliche Reihe von Gleichungen 
zu bekommen, theilen wir dieselben in Gruppen ein, indem wir zu 
einer Gruppe diejenigen Gleichungen vereinigen, welche durch Nuall- 
setzen der Coefficienten von Gliedern einer und derselben Dimension 
entstehen, oder, mit anderen Worten, in welchen die Summe 


2p+q+2r+s 


einen und denselben Werth » hat; wir wollen sie die Gruppe n nennen. 
Wir geben, um zugleich eine bestimmte Ordnung der Gleichungen fest- 
zusetzen, einen Weg an, auf welchem man in systematischer Weise 
siimmtliche Gleichungen einer jeden Gruppe erhalten kann. 

Man nehme zuerst p=0, q=1, r=2 an und bestimme den 
Werth von s aus der Gleichung 2p-+q+2r+s—n, woraus s=n—5 
folgt; dann lasse man r um je eine Einheit wachsen, wobei s um je 
zwei Kinheiten abnimmt, bis s den Werth 2 oder 1 erhilt. Nun 
nehme man p=0, q=2, r=3 (dar >p-+-q sein muss) an und 
erhalte so fiir s den Werth n— 8, lasse hierauf wieder r um je eine Kin- 
heit wachsen, bis s wieder auf 2 oder 1 gesunken ist. Dann nehme 
man p=0, q=3, r= 4 an und verfahre in derselben Weise; den 
Werth p = 0 halte man so lange fest, bis p=0, q=a2,r—2+1 
fiir s den Werth 3, 2 oder 1 ergiebt. Dann nehme man p= 1, g=—1, 
y = 3, s =n — 9 an und verfahre wie oben solange, bis auch p= 1, 
q=y,r=y-+2 fiir s den Werth 3, 2 oder 1 ergiebt. Kurz man 
halte zunichst die beiden Werthe p, q solange als thunlich fest, erhéhe 
dann, den Werth von p noch beibehaltend, g um je eine EKinheit, und 
bei jedem neuen Werth von p hat man auszugehen von p =x, g = 1, 
r=u-+2,s—n—4x—5. Wir werden spiter noch einige Unter- 
suchungen iiber die Anzahl von Gleichungen einer Gruppe anstellen; 
von besonderem Interesse ist die Zahl der Gleichungen, in denen p=0, 
q=1 ist. Dieselbe ist nach dem Obigen gleich der gréssten ganzen 


=5 


Zahl, welche in gz enthalten ist; bezeichnen wir mit [+] die grésste 


n 


in | enthaltene ganze Zahl, so ist die fragliche Anzahl von Gleichungen 


9 
~ 
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in der Gruppe » gleich [+] — 2. Setzen wir fiir p, q, r, s die kleinsten 


Werthe, welche sie tiberhaupt annehmen kénnen, so erhalten wir auch 
den kleinsten Werth von n. Es ergiebt sich ftir denselben 
(p=0, qa=1, r—2,s=—1) 2.-04+142-2+1—6; 
es beginnt daher die Entwickelung der linken Seite unserer Functional- 
gleichung mit Gliedern 12" Dimension. Die Gruppe 6 besteht aus 
der einzigen Gleichung 
(p=0,q=—1,r=—2,s=—1) aa,” — aa, + aa,’ = 0; 
die Gruppe 7 enthilt gleichfalls nur eine Gleichung, niimlich: 
(p=0,q=1,r=2,8=2) aa,” — aa, + a,c,’ = 0; 
erst die Gruppe 8 enthiilt zwei Gleichungen, niimlich: 
(p=0, q=1,r=2,s=—3) aa,” — aa, + a,a, =0, 
(p=0, q=1,r=3,s—1) aa," — aa, + aa, = 0. 

Die linken Seiten der Gleichungen (12) sind ganze homogene 
Functionen vierten Grades von den Coefficienten a,, @,,43,.... Wir 
haben bewiesen, dass in a”) stets das Glied a,a, vorkommt und dass a, 
der Coefficient mit héchstem Index ist, welcher in a) tiberhaupt vor- 
kommt. Dar > p+ q ist, so haben wir 

2r+s>ptatr+s>2p+2q+58; 

ein Blick auf die Gleichung (12) zeigt, dass daher 2r + s der grisste 
in der Gleichung vorhandene untere Index ist. Aus friiher erwihnten 
Kigenschaften der Gleichungen (12) und der Gréssen a) folgt, dass 
die Summe der Indices von je vier Coefficienten a,, welche in der 
allemeinen Gleichung (12) mit einander multiplicirt sind, den con- 
stanten Werth 2p -+q+2r-+s-+2 hat. Die Gruppe m enthiilt 
also nur solche Producte zu je vieren der Coefficienten a,,a,, d,,..., 
deren Indexsumme gleich n+ 2 ist. Nehmen wir fiir p und gq die 
kleinsten zulissigen Werthe, niimlich p=—0, g=—1 an, so erhiilt 
2r-+-s seinen gréssten Werth und zwar »— 1. In der Gruppe n 
kommen also nur der Coefficient a,_, und soleche mit kleinerem Index 
vor. d,-1 tritt aber nur in den Gleichungen auf, die p—0, q=1 
haben, und ist dort, abgesehen von einem sicher von Null verschie- 
denen Zahlenfactor, mit a,* multiplicirt. Die erste aller Gleichungen 
hat sonach die Form: 


Na,*a, + |a,, a2, a5, a] = 9, 
wobei N eine gewisse ganze Zahl und [a,, a,, a, a,| eine ganze 
homogene Function vierten Grades mit ganzzahligen Coefficienten von 
@,, 4, @;, 4, bezeichnet. Die zweite Gleichung hat die Form: 


N, 4,5 + [@,, Gy, 3, Gy, As], = 9, 


7* 
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und die beiden Gleichungen der Gruppe 8 sind von der Gestalt: 
N,a,3a, + [a,, G2, a3, My, 45, A], = 9, 
Nya, a; + [4 Gy, G3, My, 45, Ag]g = 0. 

In der ganzen Gruppe » kommt kein Coefficient a mit grésserem 
Index als »—1 vor; es giebt aber auch eine Zahl m, welche der 
Index von a in jeder Gleichung der Gruppe mindestens erreichen muss. 
2r +s ist der grésste Index von a, welcher in der allgemeinen Gleichung 
(12) vorkommt, und stets ist auch das Glied a,?agp49 d2r4. wirklich 
vorhanden. Wir haben also nur zu untersuchen, unterhalb welche 
Grenze 2r +s nicht sinken darf, wenn mit den bekannten Neben- 
bedingungen 2p -+q-+2r-+s—~n sein soll. Da r>p-+q sein 
muss und gq und s als kleinsten Werth nur 1 annehmen kénnen, so 
haben wir: 


r>ptatl; 2r+sa2p+e2q+2+s>2p+aqt4 
und es folgt daher aus der Gleichung 2p + q + 2r-+s—n: 
2(2r+s)>n+4 oder 2r+s> ats. 
In jeder Gleichung der Gruppe » muss also ein Coefficient a mit 


n+ 4 n-+5 
+ , Wenn » gerade, ers 


ist, vorkommen. Da m mit dem Werth 6 beginnt, so existirt hier- 
nach keine Gleichung zwischen den Coefficienten a,, a,, a,, a, allein; 
diese kénnen daher vorliufig willkiirlich gelassen werden. Aus unserer 
ersten Gleichung bestimmt sich dann a, als rationale Function von 
@;, Gy, @3, @,, welche nur eine Potenz von a, zum Nenner hat. Setzt 
man in die zweite Gleichung den Werth von a, ein, so kann man a, 
als rationale Function von a,, a), a3, @, bestimmen, die gleichfalls nur 
eine Potenz von a, als Nenner hat. In derselben Form liisst sich a, 
mit Hiilfe der dritten Gleichung darstellen; aber es bleibt nun zur 
Befriedigung der vierten Gleichung keine Grosse mebr verfiigbar. Wenn 
es bei beliebigen Werthen von a,, a, a, a, eine Potenzreihe von w 
giebt, welche der Functionalgleichung formell geniigt, so muss die 
vierte Gleichung schon von selbst erfiillt sein, wenn die Coefficienten 
a, 4, 4, aus den drei ersten Gleichungen bestimmt sind. — Nimmt 
man aus jeder Gruppe die erste Gleichung, so erhalt man gerade die 
geniigende Anzahl, um der Reihe nach saimmtliche Coefficienten a, 
als rationale Functionen von @,, d,, @;, @ mit Potenzen von a, als 
Nenner zu bestimmen. Es soll nun der Beweis geliefert werden, dass 
hierdurch gleichzeitig alle iibrigen Gleichungen erfiillt werden. 


mindestens dem Index , Wenn ” ungerade 
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§ 3. 

Fiihren wir fiir den Coefficienten von [p, g, r, s] in der Ent- 
wickelung (11) die Bezeichnung (p, q, r,s) ein, setzen also: 
(13) ps thse — MP Ae + lags EL, (Ds 7) 
so kénnen wir folgende in den Gréssen ae‘) identische Gleichungen 
anschreiben : 


(14) al) ( 2,758) = ale), (m, p —m,r,s)— ec?) (mp m,p-+-g,r-+-s—p—q) 
+ at”. (m,p—m,p+qar—p—q), 

(15) af?) (2,78) =e), (p,0,7,8) — al”) (pn, p+ g,r-+s —p—q) 
+ al”) .,(p, 2, p+ar —p—q); 


den Zahlen m und » koénnen innerhalb sogleich zu bestimmender 
Grenzen beliebige ganzzahlige positive Werthe, der Zahl m auch der 
Werth Null, beigelegt werden, Die genannten Grenzen bestimmen 
sich daraus, dass in allen vorkommenden Gréssen al”) w > 2y und in 


den Ausdriicken (x, 4, u,v) x + 4< r sein muss. Diese simmtlichen 
Bedingungen werden, da r > p + q ist, in der Gleichung (14) durch 
O<m<p, 
in der Gleichung (15) durch 
l<n<q. 


erfiillt. In der Gleichung (14) gehéren die drei Klammerausdriicke 
auf der rechten Seite den Gruppen 


p+2r+stm, W+aqtr+s+m, wW+atr+m 
an, in der Gleichung (15) gehéren sie den Gruppen 
2p+2r+s+n, 3p+qa+r+s+n, 3p+q+r+n 


an. Wegen r > p+q, p> m, q > » sind diese sechs Zahlen kleiner 
als 2p-+q-+2r-+s. Die Gleichung (14) kann stets angewendet 
werden, wenn p > 0 ist, die Gleichung (15), wenn g > 1 ist; in allen 
Fallen, wo nicht gleichzeitig p = 0, g = 1 ist, kann man daher sicher 
eine der Gleichungen anwenden und mit Hiilfe derselben den Ausdruck 
(p,q, 7, 8) als homogene lineare Function der linken Seiten von 
Gleichungen vorausgegangener Gruppen darstellen. 

Setzen wir in den Gleichungen (14) und (15) m=0 und n=—1, 
so stellt die erste Gleichung jeden Ausdruck (p,q, 7, 8), in dem nicht 
schon p =O ist, als homogene lineare Function solcher Ausdriicke 
(x, 4, w, v) dar, in denen x = 0 ist; solche Ausdriicke (p, qg, 7, s), 
in denen p=1 ist, werden als lineare homogene Functionen von 
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Ausdriicken (x,4, uw, v) mit x =0, A= 1 dargestellt. Die zweite 
Gleichung mit mn = | stellt jeden Ausdruck (p,q, 7,8), in dem q nicht 
den Werth 1 hat, als homogene lineare Function von Ausdriicken 
(p, 1, 4, w), jeden Ausdruck (0, g, r, s) also als homogene lineare 
Function von Ausdriicken (0,1,4,@) dar. Durch Anwendung beider 
Gleichungen kann man jeden Ausdruck (p, qg, 7, 8), in dem weder 
p=0 noch g=1 ist, als lineare homogene Function solcher Aus- 
driicke (0, 1, 4, w) darstellen. Man leitet sich durch Ausfiihruvg der 
Rechnung die folgende Identitit ab: 


{ a, ah?) (0, 1,7,8) 


sas {@, OS g ia Co+9 afr) } (0, 1, P; r-+s—p) 
— a, 018), (0, |. p-+q,r+s—p—q) 

oe {1 Oe ts — Oa, af?) oy (0, 1,p,r—p) 
. e, onbs (0, l, p+ a?-2- q) 


i— {a a7), — acl?) , + (0, 1,759). 


(16) Oy ( p,q, 7,8) _ 





Die Gleichung (16) lehrt, dass wenn die Coefficienten a,, a, a3, @4,.+- 
so bestimmt sind, dass sie die Gleichungen mit p=0, g = 1 be- 
friedigen, auch gleichzeitig alle iibrigen Gleichungen erfiillt werden. 
Dieser Schluss ist zuniichst fiir alle Gleichungen nur unter der Voraus- 
setzung streng, dass die Gréssen a@,, a, a, ... nicht verschwinden. 
Doch kénnen wir uns leicht von dieser Beschriinkung frei machen. 
Denken wir uns die Coefficienten a,, a,,... mit Benutzung der ersten 
Gileichung jeder Gruppe als rationale Functionen von a,, @,, a3, 
bestimmt und die Werthe in die Gleichung (16) eingesetzt, so erhalten 
wir auf beiden Seiten rationale Functionen von a,, @,, @;,@,, die nur 
Potenzen von a, zum Nenner haben. Wenn die Coefficienten a, ,a,,... 
iiberhaupt so bestimmt werden kénnen, dass sie simmtliche Gleichungen 
mit p=0O, ¢=1 befriedigen, so muss dieses auch die véllig ein- 
deutige Bestimmung mit Hiilfe der ersten Gleichung aus jeder Gruppe 
leisten. Nehmen wir an, es sei dies der Fall, so wiirde in der Glei- 
chung (16) nach Einsetzen der Ausdriicke der Coefficienten a,, a,... 
in den Gréssen a,, a), @3, a, die rechte Seite in a,, a), a, a, identisch 
verschwinden. Da a, = a,*, so kénnten wir nur dann nicht schliessen, 
dass auch der Ausdruck (p,q, 7,8) in a,, @), @,, a, identisch gleich 
Null wire, wenn zufillig a als Function von a,, a, a3, @, identisch 
verschwinden wiirde. Durch Betrachtung einer speciellen Function, 
welche unserer Functionalgleichung geniigt, kann man sich aber leicht 
iiberzeugen, dass dieser Fall nicht eintritt. Man erkennt unmittelbar, 
dass die Function we“ der Functionalgleichung geniigt; daraus folgt, 
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= 1 Bis 1 ; 
dass fiir a) = 1, a.=1, a,= >, a, = | sich a, = 7,, allgemein 


ergeben muss. Es wird aber in diesem Fall: 
$ 


6(u--u,)6(u—w)) 


92 (a2 22 gn—l 5,2 2\"—1 
=(u'—u,2)} 1 2(u? 2) + “ers uae See . i +... 4 ; 


a, = 


.. 
(mn —1)!? 


die Glieder 2n'* Dimension werden: 


gn—l n—l 

Daher hat in dem speciellen Fall @, den von Null verschiedenen Werth 
gn—l 

(w—1)!° 

keine der Gréssen a) den Werth Null hat. Es folgt daraus, dass 


Man sieht zu gleicher Zeit, dass im vorliegenden Fall auch 


keine der Gréssen «,, wie auch a) als Function von a, @,, 3, a, in 
der oben auseinandergesetzten Weise dargestellt, (identisch) verschwindet ; 
denn sonst miisste dies auch fiir das specielle Werthsystem stattfinden. 

Wir haben hiermit folgenden Satz bewiesen: 

Wenn es gelingt, die Coefficienten a,,a,,... als rationale Func- 
lionen VON Gy, dy, 3, a, So 2u bestimmen, dass gleicheeitig alle Glei- 
chungen, in denen p=0, q=1 ist, verschwinden, so erfiillen diese 
Ausdriicke fiir a,, a,,... auch stimmtliche tibrige Gleichungen. 

Bei beliebigen, aber bestimmten Zahlenwerthen von a,, a, dy, d,, 
hur a, = 0 ausgenommen, kénnen wir aus den ersten Gleichungen 
jeder Gruppe dic Coefficienten a,, a... berechnen und erhalten dafiir 
vollkommen bestimmte endliche Werthe. Es kann nun wohl vorkom- 
men, dass eine der Gréssen a, verschwindet, aber trotzdem bleibt der 
Satz bestehen, dass wenn alle Gleichungen mit p =O, g = 1 erfiillt 
sind, auch gleichzeitig alle iibrigen befriedigt werden. Denn die linke 
Seite der fraglichen in (16) mit @, a, wultiplicirten Gleichung lasst 
sich als rationale Fuuction von a@,, a), @,, @, mit einer unserer Voraus- 
setzung nach von Null verschiedenen Potenz von a, als Nenner dar- 
stellen, die in a, @), 43, @ identisch verschwindet. Daher muss sie 
auch fiir das specielle Werthsystem von a,, a), a3, a, den Werth 
Null haben. 

Da sich die linke Seite einer jeden Gleichung, in der nicht gleich- 
zeitig p= 0, q=1 ist, durch die linken Seiten von Gleichungen 
vorausgegangener Gruppen linear und homogen ausdriicken lisst, so 
folgt, dass wenn es gelungen ist, simmtliche Gleichungen in den 
Gruppen 6,7,...%— 1 zu erfiillen, dann von selbst die Gleichungen 
in der Gruppe », in denen nicht p= 0, g = 1 ist, mit erfiillt werden. 
Es muss also nur gezeigt werden, dass unter der Voraussetzung, 
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simmtliche Gleichungen der vorausgegangenen Gruppen seien befriedigt, 
durch den Werth von a,»—:, welcher sich aus der ersten Gleichung 
der Gruppe » ergiebt, zugleich den iibrigen [= | — 3 Gleichungen mit 


p=0, ¢q=1 geniigt wird. Dieses ist nur méglich, wenn zwischen 


den linken Seiten der [* | — 2Gleichungen mit p = 0, q = 1 genau 


[= _ 3| von einander unabhiingige Relationen bestehen. Es ist der 


Existenzbeweis dieser Relationen, der uns zuniichst beschiftigen wird. 


§ 4. 

Wir haben die Entwickelung der linken Seite unserer Gleichung 
in synthetischer Weise hergestellt und sind auf diesem Wege zu dem 
Hauptresultat gelangt, dass siimmtliche Gleichungen, in denen nicht 
gleichzeitig p= 0, g = 1 ist, sich auf Gleichungen mit p= 0, q = 1 
vorausgegangener Gruppen reduciren lassen. Um die noch fehlenden 
Relationen zwischen den linken Seiten von Gleichungen einer und der- 
selben Gruppe zu erhalten, gehen wir von einer directen Betrachtung 
der vollstiindigen linken Seite unserer Functionalgleichung aus, indem 
wir nur 6(#) als ungerade Function voraussetzen. Es sei zur Ab- 
kiirzung gesetzt: 

6 (u-+ U,) 6(U— Uy) 6 (Uy + Us) 6 (Uy — Uy) 
(17) Sw, w,, uy, Us) = } + 6(u-+u,)6(u —U,) 6 (Us + u,) O'(Us — uy) 
+ 6(u+ U3) 6(u— us) 6(e, + U,) (U, — My). 


Kine nihere Betrachtung zeigt, dass die Variable w durchaus 
nicht, wie es den Anschein haben kénnte, in anderer Weise in S ein- 
geht wie u,, wu, us; nur bei der Anschreibung ist wu bevorzugt. In 
der That ergiebt sich, dass, — o(u) als uvgerade Function voraus- 
gesetzt —, S unverindert bleibt, wenn man irgend einer der Variabeln 
U, Uy, UW, Us ihren entgegengesetzten Werth ertheilt, und nur das 
Zeichen wechselt, wenn man irgend zwei der Variabeln wv, u,, U,, Us 
mit einander vertauscht. Dieses heisst nichts anderes, als dass S eine 
alternirende Function von «?, u,”, u,*, u,? ist. In der Entwickelung 
von S miissen daher die Glieder gleicher Dimension homogene ganze 
rationale alternirende Functionen von w?, w,?, uw”, u,? sein. Jede 
homogene ganze rationale alternirende Function liisst sich als lineare 
homogene Function von gewissen einfachsten alternirenden Functionen 
darstellen. Fiir diese einfachsten alternirenden Functionen eignet sich 
am Besten die Darstellung in Determinantenform. Bleiben wir bei 
vier Variabeln 2,, 2,, #3, x, stehen, so bilden die einfachsten alterniren- 
den Functionen vom Grade » die Reihe: 
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a ay ay , 
d=n 


z 

4 a | 
x xy 
é 
4 


e+B+y+ 
eae a .,P=1,2,3,... 
y=2,3,4,... a8...) 

Da S eine alternirende Function von w?*, u,*, u,”, u,? ist, so miissen 
nach dem Vorausgehenden die Glieder 2n' Dimension eine lineare 
homogene Function von Ausdriicken von der Gestalt: 


af 
a 


ur® y28 y2y yz 


2a o2 2y 2d 

ups aye wy ay fonts fer hRh, ay —=2,3, % -Gon3,4,5, -) 
juse a2 wy 2? “<pcy<d a+B+y+o=—1 

| ute ure wry u20| 

sein. 

Auf diese Form sind wir aber durch den friiher eingeschlagenen 
Weg auch gefiihrt worden. Denn nach bekannten Determinanten- 
siitzen ist: 

( | ure ure | uzY uzé | uzY u29 use use 


2a y23 2y y2d + 2Y g2d 2a gy? 
ue u2h yey ud jue 5 jay % mr | | My MSP 


ham ure yry yrd | 2% 27 | | ude 2? wre u29 | | 20 uy 
2a 28 y2y y2d| 28 a2 2a 2d 2a y2d 28 y2 
use ue uly ws ure ay] | Use Us uit ue us? us? 


| 


pre a2B a2y 29 
| use use ws? ws 








uw? y=) | u28 ufo U2 u2d | | uty ye | 




















t+ wir ure) | use uzd U2? ut?) | yey uze | 
= [«,B—«,7,8—y]. 
Daa<B<y <9 vorausgesetzt ist, so. geniigen, wenn wir 
a=p, B—a=q, y=r, —y=s 
setzen, die Gréssen p, g, 7, s den friiheren Bedingungen; wir haben also: 
Lue ype) y2r y2irts) 
Us? y2(Pta) yer yet 
(19) LP %, 1 | yar uzirta) utr yzirts) 
‘uae Ut) yer yRrH) 
Da auch jedem zuliissigen Werthsystem p, g, 7, s ein Werthsystem 
«, B, y, 0 entspricht, welches den Bedingungen «a < 6B < y < 0 geniigt, 
so ist die Zahl der Glieder [p, q, r, s|, welche die homogene Function 


2n' Grades in der Entwickelung von S zusammensetzen, gleich der 
Anzahl einfachster, oder tiberhaupt linear von einander unabhiingiger 
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homogener alternirender Functionen 2'" Grades von u*, u,’, u,”, u,”. 
Wir hiitten also schon aus dieser kurzen Betrachtung den Schluss 
machen kénnen, dass die Entwickelung von S die Gestalt haben muss: 


s= > i», q; Y; 8) [p, q) ’; 8]; 


von den Coefficienten (p, qg, r, 8) kénnten wir aber unmittelbar aus 
dem Anblick von S nur schliessen, dass sie homogene Functionen 
vierten Grades mit ganzzahligen Coefficienten von den Griéssen a@,, a, ds, ... 
sein miissen. 

Die einfachste alternirende Function von vier Variabeln 2,, 2,, 75, 2, 
ist die Function 6" Grades: 


] 


La 2° 
x. 2 2° 
3 : 3 
a 2; 23 


= (x, — %) (%; — %) (@, — a) 
| (3 — X_) (%, — ©.) (%, — 25). 


Wir finden also bestitigt, dass die Entwickeluug von S mit Gliedern 
12'= Grades beginnen muss. 

Jede homogene alternirende Function von 2,, %, %3, %, vom 
n' Grade ist gleich dem Product aus P in eine homogene symmetrische 
Function von 2, 2, 43, %, vom Grade n — 6. Die alternirenden 
Functionen von der Form (18), welche wir als die einfachsten be- 
zeichnet haben, sind im Allgemeinen keineswegs gleich dem Product 
aus P in die einfachsten symmetrischen Functionen; aber die Anzahl 
der einfachsten alternirenden Functionen n'* Grades von g Variabeln 


ist, da das entsprechende Product P vom Grade sie) ist, gleich 


der Anzahl der einfachsten symmetrischen Functionen vom Grade 


Die Anzahl von Gleichungen in der Gruppe n ist daher gleich 
der Anzahl von einfachsten oder iiberhaupt linear von einander un- 
abhingigen symmetrischen Functionen (m — 6)" Grades von vier 
Veriinderlichen. Wir wollen dieses direct aus den Gleichungen be- 
weisen, welche diese Anzahlen bestimmen. Die Anzahl von Gleichungen 
der Gruppe » ist gleich der Anzahl ganzzahliger Lisungen der 
Gleichung 


= (,1,2,...; ha tema 


‘ a 
2ptatiarts—n ( r>p+q 


oder 


sites 
a<p<cy<d/’ 


e+Btyto—n/( 
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die Anzahl der genannten symmetrischen Functionen dagegen ist gleich 
der Anzahl ganzzahliger Loésungen der Gleichung 
etaAtutv=n—6 (x, Au,v=0,1,2,...55 xc aAcucy). 

Setzt man 

a=p, B=p+q, y=r, G=r+s, 
p=a, g=fP-—a, r=y, s=d—-y, 

so gehen die beiden ersten Gleichungen mit ihren Nebenbedingungen 
in einander iiber. Bei den Gleichungen der Gruppe » haben sich die- 
jenigen mit p = 0, q = 1 vor den anderen ausgezeichnet; wir wollen 
aber mit Riicksicht auf Beziehungen, die sich sogleich ergeben werden, 
vier Abtheilungen machen, namlich: 

1) p=0, q=—1, r=2, 2) p=0, q=—1, r>2, 

3)p=0, g>1, 4) p>0. 

Hiernach theilen sich auch die einfachsten alternirenden Functionen 
(18) eines und desselben Grades in vier Abtheilungen ein: 

lha=wQ, BP=l, y=2, 2)a=m0, B=1, y>2, 

3) a=0, B>1, 4) a@>0, 

Setzen wir 

x=p, A=p+q-—-1, w=r—2, v=r+s—3, 

p=*, g=4—x+1, r=u+2, s=v—p+l, 


so gehen die erste und dritte Gleichung mit ihren Nebenbedingungen 
in einander tiber. Den vier gemachten Abtheilungen entsprechen in 
Bezug auf die symmetrischen Functionen die Abtheilungen 


1) x=—0, A=0, w=), 2) x=0, A=0, w>O, 
3)x=—0, A>0, 4) #>0. 


In den symmetrischen Functionen treten die Unterschiede der einzelnen 
Abtheilungen am auffallendsten hervor; denn es ist die bekannte Kin- 
theilung in solche erster, zweiter, dritter und vierter Ordnung. Wir 
kénnen daher tiber die Anzahl der Gleichungen der Gruppe n folgenden 
Satz aussprechen: 


Die Anzahl der Gleichungen der Gruppe n ist gleich der Anzahl 
einfachster symmetrischer Functionen vom Grade (n -—- 6) von vier 
Variabeln; die Anzahl der Gleichungen, in denen p=0, q=1, r=2; 
p=0, gq=1, r>2; p=0,¢q>1; p>O ist, kommt bezw. der 
Angahl von symmetrischen Functionen erster, zweiter, dritter und vierter 
Ordnung gleich. 

Nach dieser Untersuchung iiber die Anzahl von Gleichungen in 
einer Gruppe kehren wir zur Betrachtung der linken Seite unserer 
Functionalgleichung zuriick. 





Atrons Detiste. 
§ 5. 
Setzen wir: 


+ Ve+ v, U— V2— Vv 
(20) we tote, yO, 


so wird 
UfU=Yy, U—U =F, Utu=—V,, U,—U=,—;, 
Uf Uy=V,, U—UW=Vz+Y,, UsfU—=—V,, Uy—U=%3—Y, 
Uf U;=1,, U—U=Y+FM, Uf U=——V3, Uy — t=, — Vv. 


Diese Werthe lehren, dass die Gleichung besteht 





(21) g(etats, Uy—Ve—Vys Vg Vg— % “Ta = S(0, v4, 04,05). 


2 ? 2 ? 


Es muss daher die Summe 


iP: (p,q, 7, 8) [p, q, 7; s| 


durch die Substitution (20) in ihren Werth fiir w= 0, u, = », 
Uy = V2, Us =v, tibergehen. Fir w—0, wu, = 0,, u, = v,, Uy = 0; 
geht der Ausdruck [0, q, 7, s] in die alternirende Function 


q=1,2,3... 
s=1,2,3... 
r>q 
pt+2r+s=n 


von v,”, v,”, v,? tiber, dagegen verschwinden alle Ausdriicke [p, q, 7, s], 
in denen p einen von Null verschiedenen Werth hat. 

Giebt man in der Substitution (20) einer der Gréssen v,, v,, 0; 
das entgegengesetzte Zeichen, so gehen stets zweimal zwei der Gréssen 
U, Uy, Uy, Us, mit wechselndem Vorzeichen in einander tiber; eine alter- 
nirende (oder eine symmetrische) Function von w’*, w,?, uw”, u,? ver- 
wandelt sich daher durch die Substitution in eine Function von v,?, v,”, v,. 
Vertauscht man aber zwei der Variabeln v,, v,, v, mit einander, so 
bleiben « und eine der Gréssen u,, u,., u, unverandert, waihrend die 
beiden iibrigen in einander iibergehen. Es folgt hieraus, dass eine 
alternirende Function von w?, a,?, uw”, us? sich durch die Substitution 
(20) in eine alternirende Function von v,?, v,?, v,? verwandelt. 

Fiihren wir daher die Substitution (20) in dem Ausdruck [p, q, 7, 5], 
welcher eine alternirende Function von w’, u,?, w,?, us? ist, aus, so 
muss er in eine alternirende Function von v,”, v,?, vs? tibergehen. Da 


v,72 v2" v2e+9 
(22) lg, 7, s] =| 0,72 0,77 v,2t) 
v,572 v3?" v2 (r+s) 
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die Function homogen von demselben Grade bleibt, so muss sie sich 
linear und homogen aus den Ausdriicken: 


v2¢ 28" 27" a’ =0,1,2,... 

v2@ 28" 9,27 a< p<y 

v2 sth" vst ae+Bp+y=n 
mit Zahlencoefficienten zusammensetzen. Wenn wir v; = 0 setzen, so 
wird u = — u; (i = 1, 2,3); [p,q, 7,5] muss daher als alternirende 
Function von w?, u,?, #2, u,? verschwinden. Das Gleiche muss von 
den Ausdriicken gelten, aus denen sich [p, q, 7, 8] linear und homogen 
zusammensetzt; es kommen daher in Wirklichkeit nur solche Ausdriicke 
vor, in denen @ >O ist. Wir kénnen daher kurz sagen, dass sich 
(p,q, 7, 8] nach der Substitution (20) in eine homogene, lineare 
Function von Ausdriicken von der Form (22) zerlegen lisst, wobei die 
Zahlen q, 7, denselben Bedingungen wie friiher unterworfen bleiben, 
wenn man sich p= 0 dazu gehdrig denkt. 

Fassen wir die Gesammtheit der Glieder 2n'** Dimension in der 

Entwickelung von S in’s Auge und bezeichnen sie mit S,, so lisst 
sich diese nach der Substitution (20) auf die Form bringen: 


1 a a q = 1, 5 ae s’ = 1, 2, 3, vs r>q 
im gy er sat ( q+2r+s—n ) 


wo die Gréssen A,,,,, lineare homogene Functionen der friiheren Coeffi- 
cienten (p,q, 7, 8) mit 2p+q+2r+s—n sind, 

- : 

Setzt man andrerseits u = 0, u,=0,, U,=0%,, U, = 3, 80 
werden die Glieder 2n'*' Dimension 


q=1,2,3,.., r>q, s=1,2,3 
S, = (O, q, 7, 8) [q, , 8] ( ‘ ho ). 
2 I+2r+smn 


Nach der Gleichung (21) miissen daher die Relationen bestehen : 
Ay,r,¢ —(0, q, 1", 8) = 9. 
Die Werthsysteme, in denen p=0O, gq=1, r>2 ist, sind 


gerade in der Anzahl [* | —3 vorhanden. Nehmen wir daher die 


Gleichungen 


a = 3 4 “— #® — } 
(23) Aj,y,9 — (0, ‘, r, s‘) = 0 ( — [=] . 
27’ + s’ =n—l 


so haben wir gerade die gentigende Anzahl von Relationen, die zwischen 
den linken Seiten der Gleichungen fiir p — 0, g = 1 bestehen miissen. 
Aber es ist noch zu beweisen, dass die Determinante aus den Coeffi- 
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cienten der [2] — 3 Gréssen (0, 1, r, s], in denen r > 2 ist, nicht 


verschwindet. 
Setzen wir dieses als bewiesen voraus, so lassen sich sicher aus 
dem Gleichungensystem (23) die Grissen (0, 1,3, » —7), (0,1,4, n—9)... 


(9, Se bo —1, n—2 [F] + 1) als homogene lineare Functionen 


der Grosse (0, 1, 2, » —5) und der anderen Gréssen (p, q, %, 8) 
ausdriicken, in denen nicht gleichzeitig p—0, g=—1 ist. Nehmen 
wir an, die Coefficienten a,, a,, ..+, Ga—2z seien so bestimmt, dass 
alle Gleichungen bis zur n'" Gruppe excl. erfiillt sind, so verschwinden 
nach dem Friiheren alle Gréssen (p, q, 7, 8), in denen nicht gleich- 
zeitig p=—0O, q=—1 ist. Es ween daher die Gréssen (0, 1, 7, 8), 
in denen r > 2 ist, gleich (0,1,2, m — 5) multiplicirt mit ratio- 
nalen Zahlenfactoren. Bestimmen wir also a,_,; aus der Gleichung 
(0, 1, 2, »—5)=—0, so werden auch alle tibrigen Gleichungen 
(0, 1, r, s) =O erfillt. Da nun die erste aller Gruppen, nimlich 
die Gruppe 6, nur aus einer Gleichung besteht, so wird bei der ein- 
fachen Bestimmung von a, aus der ersten Gleichung fiir die Gruppe 7 
und so der Reihe nach durch die Bestimmung des niichstfolgenden 
Coefficienten aus der ersten Gleichung jeder Gruppe fiir jede beliebige 
Gruppe unsere Voraussetzung zutreffend. Es werden also durch die 
Bestimmung der Coefficienten a;, a, ..- aus den ersten Gleichungen 
der Gruppen siimmiliche Gleichungen erfiillt. 


II. Untersuchung der Potenzreihe auf ihre Convergenz. 


§ 6. 

Aus der Functionalgleichung liisst sich in folgender Weise eine 
Formel fiir o(2u) herleiten, Setzen wir u,=—u —u,, u,=0, 80 
geht die Functionalgleichung iiber in: 

o(u — u,) o(u + u,) — 63 (u,) 6(2u — u,) — o8 (uw) (uw — 2u,) = 0. 

Wir differentiiren diese Gleichung dreimal hinter einander nach «, 
und setzen dann u, = 0. Fiihren wir voriibergehend die Zeichen ein 


a3(u — uy) (uw + u,) = P, a (u,) o(2u — u,) = Q, 
o(u) o(u— 2u,)—=R 


aro) 


und bezeichnen in der tiblichen Weise 2 mit o™(w), so kommt: 
u 


a a? (u—u,) {— 30’ (wu — u,) o(u + u,) + 6(u— um) F(U+u,)}, 


Ou, 
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oF. = o(u—u,) {6[o'(w—u,)]?o(u-+-u,) —6.6(u—u,) o'(w—u,) 0’ (u-+-u,) 


+36(u—u,)o"(u—u,) 6(u--u,)+-67(u —u,) o"(u-u,)\, 
oP 


+ —o'(u—u,){6[o'(u—u,)}? 6(u--u,) - 6o(u--u,) o'(u—u,) o'(u-+u,) 
| +36(u— u,)o"(u—u, )o(u--u,)+-67(u—u, Jo" (u-+-u,)} 
+6(u—u,){ —150'(u—u, )o"(u—u, )6(u-+-u,)-+ 12[ 0’ (w— u,)]?o’ (ue, ) 
+9o(u—u, )o”(u—u,)o'(u-++-u, )—86(u—u, )o'(u— u, )o”(u+-u,) 
-—3.6(u—u,) 0" (u—u,) 6 (u-+-u,) 4+ 6? (u—u,) 6" (u-+-u,)}. 


Den Werth von ee kénnen wir, soweit er hier in Betracht 
1 


kommt, unmittelbar anschreiben; es ergiebt sich: 


G[o' (w,) > o(2u — u,) + o(u,) M, 


ou? 


wo M eine ganze rationale Function von o(u,), 6(2« — u,), u.s. w. 
ist, Endlich haben wir: 


aR 
ou, 


= — 86°(u) 6” (u — 2u,). 


Wir erhalten hieraus: 


[oar | = — 186?(u) 6'(u) 6”(u) + 126(u) [o’(u)]® — 203(w) 0” (u), 


Ed COL ced et COLO! 


i ag _ 
Bilden wir nun die Gleichung EE “of Du! 2 Fat A so 
kommt: 
(la) a,°o(2u) = 26(u) [0 (u)]* — 36? (u) 0" (u) 0” (iu) + a3 (u) 0” (u), 


oder 


(2a) o(2u) = —, x o*(u ) Engi . 


Nehmen wir an, die Potenzreihe fiir 6(w) convergire fiir |u| <@, 
so lisst sich die rechte Seite der Gleichung (2a) in eine Potenzreihe 
von « entwickeln, welche sicher ebenfalls fiir |u| << @ convergirt. 


Ersetzen wir daher in (2a) u durch “, so erhalten wir 6(u) durch 
( 2 


eine neue Potenzreihe ausgedriickt, welche sicher fiir |u| << 29 con- 
vergirt. Da diese neue Potenzreihe fiir |u| << @ mit der alten tiber- 
einstimmt, so muss sie tiberhaupt mit ihr identisch sein; es convergirt 
also auch schon die urspriingliche Potenzreihe fiir o(u) fiir |u| < 2e. 
In derselben Weise weiterschliessend gelangt man zu dem Resultat, 
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dass die im ersten Abschnitt bestimmte Potenzreihe fiir o(u) fiir jeden 
im Endlichen gelegenen Werth von u convergirt, also bestiindig con- 
vergent ist, wenn sie tiberhaupt fiir irgend welche Werthe von u 
convergirt. 

Daraus lisst sich nun mit Zuhiilfenahme einer speciellen der 
Functionalgleichung geniigenden Function beweisen, dass die Potenz- 
reihe, welche der Functionalgleichung formell geniigt, bei beliebigen 
Werthen von a,, a, a3, @,, mit Ausnahme von a, = 0, bestiindig 
convergent ist. Aus der Gleichung 


sin (« + £) sin(a — p) = — + [cos 2a — cos 28] 
und der Identitat: 
(a — a) (a, — a) + (a — ay) (a, — a) + (@ — a) (a, — a) = 0 


folgt unmittelbar, dass sin w eine Function ist, welche unserer Functional- 
gleichung geniigt. Aus der bekannten Entwickelung von sin w er- 
sehen wir, dass hiernach fiir 


1 


= 1 oo 
S=a US — 7 


5!? 


1 
“Bl? 


a=1, a=— 


wirklich eine bestiindig convergente Potenzreihe von wu existirt. In 
der allgemeinen Potenzreihe sind die Coefficienten rationale Functionen 
VON 4G, @, G3, a, Welche nur Potenzen von a, zn Nennern haben. 
Fiir die obigen bestimmten Werthe von a,, 4,, a3, @, ist die Potenz- 
reihe bestiindig convergent; lassen wir nun von diesen bestimmten 
Werthen ausgehend die Gréssen a,, a,, a,, a, sich stetig indern, so 
jindern sich auch, so lange a, von Null verschieden bleibt, simmtliche 
Coefficienten der Potenzreihe stetig. Bei dieser stetigen Aenderung 
der Coefficienten kann die Potenzreihe nicht plétzlich tiberhaupt zu con- 
vergiren aufhéren und muss also, da, weun sie tiberhaupt convergirt, 
sie auch bestiindig convergent ist, fortwihrend bestiindig convergent 


bleiben. Da man von dem speciellen Werthsystem 
1 1 
a=—1, 4=—=—-F>) Ss ye 


za jedem anderen Werthsystem a,, a,, a3, a, einen stetigen Ueber- 
gang machen kann, ohne dass a, den Werth Null passirt, so muss 
die aufgestellte Potenzreihe fiir jedes beliebige Werthsystem a, dy, As, Gy 


in dem a, 20 ist, bestiindig convergent sein. 


§ 7. 
Der Fall a, = 0, den wir bisher ausschliessen mussten, erledigt 
sich sehr leicht. Es gilt dann nicht mehr die Behauptung, dass es 
keine Gleichung zwischen a,, a@,, @,, a, gebe; denn die erste Gleichung 
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muss bei noch unbestimmten Werthen der Coefficienten a,, a,, a, a, 
von der Gestalt sein 

Na,*a, + N,a,?a,a, + N,a,?a,? + Nz a,a,*a, + N,a,* = 0. 

Fir a, = 0 folgt aus dieser Gleichung a, = 0, falls nicht zufillig 
N, verschwindet. In der That hat N, einen von Null verschiedenen 
Werth; aber wir wollen uns nicht damit aufhalten, dies zu beweisen 
und ferner zu zeigen, wie aus der Reihe unserer Gleichungen (12) 
gefolgert werden kann, dass nicht nur fiir a,, sondern fiir siimmtliche 
Coefficienten aus a, = 0 der Werth Null resultirt. Denn wir kommen 
auf folgendem Wege einfacher zu dem Schluss, dass fiir a, = 0 auch 
6(u) identisch Null sein muss, oder, mit anderen Worten, dass fiir 
a, = 0 keine Potenzreihe existirt, welche unsere Functionalgleichung 
erfiillt. Die Gleichung (2a) lautet in der Form, wie sie die Ableitung 
direct ergiebt: 

d® log o(u 
ot (u) eg as) 


fiir a, =O erhalten wir also: 


= a,>o(2u); 


o'(u) =O oder cS of) ini 


Die erste Gleichung driickt gerade unsere Behauptung aus. Aus 
der zweiten Gleichung folgt, da Co), SUEs) cine ungerade 





: ¢ : o(u) 6 (uw) 
Function sein muss: 


oder 6’ (u) = co(u) 


Nehmen wir an, a, sei der erste von Null verschiedene Coefficient 
in der Potenzreihe fiir o(u), setzen also 


6(u) = a, Ww"! 4+. - >, 
so folgt nach der vorausgehenden Gleichung: 
(2m — 1) a,w®*™-? + ++. = ca,w"+.--- 
also 
a, = 0. 

Ks fihrt somit auch das Verschwinden des zweiten Factors zu 
dem Resultat, dass fiir a, =O alle Coefficienten in der fiir 6(u) an- 
genommenen Potenzreihe verschwinden miissen. 

Wir haben, indem wir fiir 6(w) eine gewéhnliche Potenzreihe an- 
nahmen, nur solche Functionen erhalten kénnen, die in « = 0 keine 
singuliire Stelle besitzen. Es lisst sich aber leicht zeigen, dass eine 
unserer Functionalgleichung geniigende Function fiir « = 0 nicht un- 
endlich werden kann. Setzen wir niimlich in der Functionalgleichung 
u,=u—d, so folgt: 
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6(u + u,) 6(u — u,) o(u + u, — 9d) o(u, — u + 9) 
+ o(u + u%) 6(u — u%) o(u + u, — 8) o(w — u, — 0) 
4 6(2u — 8) 6(8) 6(u, + my) (uy — 4) = 0. 


Man kann nun offenbar die Gréssen wu, u,, % so wahlen, dass 
die Function 6(w), wenn eine solche iiberhaupt existirt, fiir keinen 
der Werthe 2u, w+ u,, u + Uy, U— Uy, Uy, — U, Uy, + Uy, Uy, — Uy 
weder Null noch Unendlich wird. Dann kénnen wir 0 so klein an- 
nehmen, dass auch dasselbe gilt fiir die um 0 vermehrten oder ver- 
minderten Argumente. Lassen wir nun 0 immer kleiner und kleiner 
werden, so bleiben die beiden ersten Glieder in der linken Seite unserer 
Gleichung endlich und der Factor von 6(é) im dritten Gliede von Null 
verschieden; es kann daher, wenn die Gleichung bestehen soll, (0) 
nicht unendlich gross werden. 

Es wiire noch denkbar, dass eine Function o(u) der Functional- 
gleichung geniigte, fiir welche das Gebiet der Variabeln sich auf einen 
Bereich beschriinkte, der die Nullstelle weder im Innern noch an der 
Grenze enthilt. Doch wollen wir derartige Functionen von vorn 
herein ausschliessen. 

Wir sind somit zu dem Resultat gelangt: 

Die allgemeinste eindeutige in der ganzen Ebene definirte analytische 
Function, welche der Functionalgleichung 


O(u + WU) 6(u — U4) G(U, + Uy) (Uy — Uy) 
+ 6(u + uy) 6(u — ty) G(Us + Uy) G(Uy — %) ¢ =O 
+ 6(u + Us) 6(u — Us) 6 (uy + My) G(U, —— tty) 


geniigt, ist eine ungerade ganze (transcendente) Function von u, die vier 
willkiirliche Constante enthiilt. 


Ill. Beziehung der allgemeinen o-Function zu-der speciellen 
in der Theorie der elliptischen Functionen gebriiuchlichen und 
den elliptischen Functionen selbst. 


§ 8. 
Fiir die Function m(u), welche zu der allgemeinen o- Function 
in der durch die Gleichung 


d? log o 
(1b) pu) = — Ses) 


definirten Beziehung steht, lisst sich aus der Functionalgleichung eine 
bemerkenswerthe Differentialgleichung herleiten. 
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Bezeichnen wir die Functionalgleichung kurz mit 
A+B+C=0 
und fiihren voriibergehend die Bezeichnung ein: 
U; = log o(u + u;) + log o(u— uw), (@—1, 2,3), 


so erhalten wir, wenn wir die Functionalgleichung noch einmal an- 
schreiben und dann zweimal nach w differentiiren: 


A+B+C=0 
Aon 4 pats + 02% n@, 


02 U, au, 0° U,; ou, 0? U. au, 
Al 5a t (5 “y ‘| + Bi a +(5 s)i+ o[ Tat + ey |= =(), 
Durch Elimination von A, B, C folgt hieraus: 


1 1 1 
au, au, au, 
ou ow ou = 0. 
0?U, aU. 0? U, aU, ru, ou, 
at oe (4 1 aa + (5 | cae + (Ce =) 
Differentiiren wir diese Gleichung zweimal nach u,, so kommen 
Gleichungen von der Form 


aot Vin ~ 12 eee fax} Wap a0, 


Our oumy Ou . CUD 


aru, f@ eu, Y , 9 @U, 00, 
Gwoue V3 — (soecr +2 (Guau, +25 Quoue Was = 0. 
Eliminiren wir aus diesen beiden Gleichungen die Ausdriicke V23;, 
W.,, so erhalten wir die einfache Gleichung 
aru, aru, a7U, - 93U, au 
(2b) Dudu, {aeae +2 (sae) udu? Dut au, a 
Da in U, nur die Summe und die Differenz der Variabeln wu, wu, 
vorkommen, so kann man die partiellen Ableitungen nach u und u, 
durch die nach dem ganzen Argument genommenen unmittelbar aus- 
driicken. Man erhiilt: 
e?U d@* logc(w+) d*logo(u—u,) . 
dudm (uu) dw—uy 
o4U d4 log o(u -+- %) & d‘ log o(w—%) . 
Ow ou,” _ d(u-+- u,)* d(u—u)* ? 
eG _—«-_—sF§ loga(u +m) + ad’ log o(w— wm) , 
Ououe d(u + u,)° d(ju—u)> ? 
a3 U, d3 log c(u -+- #4) ds log o(u — u) | 


wou,  d(w+u) du — uy) 


OU ON 
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Die rechten Seiten kann man nach der Definitionsgleichung (1b) 
durch die Werthe von (u), g’(u), p’(u) fiir w+ uu, und u— a, 
ausdriicken und erhilt so durch Einsetzen in die Gleichung (2b) die 
Differentialgleichung 


{9(w +m) — ou — m)} {9" + 4) + 9"(U— 4)} 
— 2{p(u+ a) — y(u — u,)}° 
= {[p'(u + uu)? — [y' (u — u,)]*} aa @, 


Diese Differentialgleichung gilt fiir alle Werthe von « und 4%,. 
Denken wir sie uns fiir ein zweites Werthepaar v, v, gebildet, welches 
dieselbe Summe wie u, u, hat, sodass also 


u-+u—v+o,—w 
gesetzt werden kann, so haben wir, wenn 
u—uU =k, v—v1,=—1 
gesetzt wird, die beiden Gleichungen: 
£p(w) — @(R)} {9° (w) + 9" (R)} — 24H (w) — p®}? 
— {[P (w)? — [p )P} = 9, 
{p(w) — pl} {p"(w) + 9" (D} — 2{p(w) — op} 
— {[¢'(w) — Ly’ OP} = 0. 


Eliminiren wir gy” (w) aus diesen beiden Gleichungen, so kommt: 


[9 (wo) P= 4.93(w) + [=F — 69k) +-900]} 9(w) 
+(e M= 99 4 4990 +219) +00F 


— 198) + 901 =F} ve) 


+ 9K) 90 — 0-9 _ 29%) oO [9®) +90) 


4 9 (k)[y' 0) }*§—eOle'()]* | 
gk) — oD 





Fiir die Gréssen & und 7 kénnen wir uns beliebige Constante ge- 
setzt denken. Wenn die Function o(u) unserer Functionalgleichung 
gentigt, so muss auch die Function (w) diese Differentialgleichung 
erfiillen und zwar bei beliebigen Werthen von k und 1, woraus folgt, 
dass die Coefficienten von k und / unabhiingige Constante sein miissen. 
Wir sehen daher, dass p(w) einer Differentialgleichung von der Form 
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(4b) [9'(u)]? = 49°(u) — G,p?(u) — G,p(u) — 

geniigen muss. Wenn wir die Function 6(w) als gegeben voraussetzen, 
so lisst sich aus der Entwickelung von o(u) die Entwickelung von 
p(w) herleiten. Man findet: 


d se — 
6b) gw—-—-p tees 6 SO oe a? 


3,4, — 3a, aa, + a, 
10 wienses” uaot 2H! +- ava 


Setzt man diese Entwickelung fiir p(u) in die Differentialgleichung 
(4b) ein, so erhilt man fiir die Coefficienten G,, G,, G, die folgenden 
Werthe 


(6b) G,=——82, G.m—9 BAS , 


a,? 2 ai? 
G, = — 24 35a? ag — 150, aga, + 3a,° | 


a,’ 

Man kann riickwirts aus der Gleichung (4b) beweisen, dass die 
Coefficienten in der Gleichung (3b) in der That von & und J unab- 
hingig sind. Durch Differentiation folgt niimlich aus (4b): 

(7b) p" (u) = 6g? (u) — G, p(u) — G 
und daraus leitet man unmittelbar die Gleichung ab 


Pkh-eD _ . -(1)] = — G 
eH— oa ~ lp) + oO) G,. 


Indem man einfach fiir [p'(k)|*, [p (DI), p’(e), p’(D, die aus (4b) 
und (7b) entnommenen Werthe einsetzt, erhilt man fiir den Factor 
von »(w) den Werth —G, und fiir das absolute Glied den Werth — G,. 

Die Dilisrentiaigieichung (4b) sagt aus, dass m(w) eine elliptische 
Function ist. Es hat also die allgemeine 6- Function die Eigenschaft, 
dass die zweite Ableitung ihres Logarithmus eine elliptische Function ist. 


§ 9. 


Setzen wir 
(8b) (uv) = vu) — 2-2, 
so kommt fiir ~(u) die Differentialgleichung 


[v (wy? = 4y9(u) — (4, + 24-2) ¥*(w) —(4,— 48, — 4 Go 


2 a5 a,® ag Y 
hai G; — 32 a, —4 a? G, + 2 a G., 
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oder mit Einsetzung der Werthe von G,, G,, G,: 


(9b) Tw (uw)? = 4¥3(u) + 120 =O y(u) 
3 ay? a, — 30,a,a, + a,* 
+n OO 


Die einfachste elliptische Function g(w) geniigt der Differential- 
gleichung } 
[9'(u)? = 49°() — 9,.9(u) — gs 


und hat die Entwickelung 


pw — Ft Bwphuty.... 

Durch Vergleichung mit der Differentialgleichung (9b), der Defini- 
tionsgleichung (8b) von #(u) und der Entwickelung (5b) von g(u) 
folgt iibereinstimmend, dass sich p(w) nur um die Constante 2: — von 


der Function g(w) unterscheidet, deren Invarianten g,, g, die Werthe 
haben: 


2 — a,* 3a,2a,— 3 3 
(10b) g,—— 120 =4%=—% ; g, — — 280 Saige Sates oa 


ay ty 
Denken wir uns g(w) fiir diese Invarianten gebildet, so haben wir: 
= ~~ } B 
(11) p(u) = p(u) —2 


Bezeichnen wir die specielle o-lunction, welche zu g(u) gehdrt, 
mit 6(w), so folgt aus (11b) durch Integration: 


dlog« (u) _ d es G(u) au 
du +> 





die Integrationsconstante muss niimlich den Werth Null haben, da 


Siqet) und Glog o(@) og ss) ungerade Functionen sind. Durch noch- 


malige Integration ergiebt sich: 
log 6(u) = log o(u) + = u? + log C 


oder 


6(u) = Ce* + 5(u). 


Die Entwickelung von o(u) fingt mit w an, die Entwickelung 
& 
von e* mit 1, die von 6(u) mit a,w; daher muss C den Werth a, 


haben. Wir kommen daher zu der endgiiltigen Gleichung: 
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(12b) 6 (u) = a,e® " -6(u), 


worin den beiden Invarianten g,, g, von o(u) die Werthe (10b) zu 
ertheilen sind. 

Die allgemeinste (eindeutige) Function, welche der betrachteten 
Functionalgleichung geniigt, unterscheidet sich also von der speciellen, 
zwei willkiirliche Constante enthaltenden o-Function nur durch einen 


Factor von der Form Ceé™. 


Berlin, im September 1882. 





Ueber terndre lineare Formen. 


Von 


E. Srupy in Leipzig. 


Der Fundamentalsatz der symbolischen Methoden der Invarianten- 
theorie ist bekanntlich der Satz von der symbolischen Darstellbarkeit 
aller Invarianten allgemeiner Formen. Derselbe kann, wie es durch 
Clebsch urspriinglich geschehen ist, so ausgesprochen werden, dass 
man sagt, es seien alle Invarianten beliebiger (allgemeiner) Formen 
formal darstellbar als Invarianten linearer Formen. Neben diesen Satz 
stellt sich aber noch ein zweiter, nicht minder wichtiger, welcher 
bisher, wie es scheint, als selbstverstiindlich angenommen worden ist, 
aber ebensowohl einer ausdriicklichen Formulirung, als auch eines 
Beweises bedarf; der Satz nimlich, dass man durch das Operiren mit 
den symbolischen Ausdriicken auch alle Relationen zwischen den In- 
varianten beliebiger Formen erhiilt. 

Dieser Satz braucht nach Gordan nur fiir die Invarianten linearer 
Formen bewiesen zu werden, da man aus jeder identischen Relation 
zwischen den Invarianten beliebiger Formen durch Evectantenprocesse 
eine ihr Aquivalente Relation zwischen den Invarianten linearer Formen 
herleiten kann. (Indem man niimlich auf alle méglichen Arten gleich- 
werthige Symbole vertauscht, und aus den entstehenden Ausdriicken 
das arithmetische Mittel nimmt). Fiir lineare Formen aber kann der 
Beweis leicht gefiihrt werden durch die Gordan’schen Reihenent- 
wick elungen. 

Die Reihenentwickelungen sind solche identische Umformungen 
irgend eines symbolischen Ausdrucks A: 

A=(4—B) + (B—C) + (C—D) ++, 
welche die ausgezeichnete Kigenschaft haben, dass aus dem identischen 
Verschwinden von A das identische Verschwinden der einzelnen Theile 
(A—B), (C—D),... erschlossen werden kann. Da nun diese Theile 
einfachere Eigenschaften haben, als der ganze Ausdruck, so ergibt 
sich ein recurrirendes Verfahren, welches gestattet, aus einer sym- 
bolischen Identitiit A = 0 eine Reihe von anderen, einfacheren her- 


—_—o ese > © ff. BD a 
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zuleiten, die zusammen der Identitiit A =O iiquivalent sind. Das 
einfache Endergebniss kann man bei biniiren Formen dahin aus- 
sprechen*), dass ein jedes verschwindende Aggregat von Invarianten 
linearer Formen durch identische Umformungen in Theile serlegt werden 
kann, deren jeder einzelne einen Factor 


' (ab) (ed) -+- (ac) (db) + (ad)(be) 
besitat. 


Das Folgende enthilt eine Erweiterung dieses Satzes auf terniire 
Formen, wo die Verhiiltnisse insofern weniger einfach liegen, als an 
Stelle von einer identischen Relation deren fiinf, oder, wenn man will, 
sieben in Betracht gezogen werden miissen. Der betreffende Satz 
lautet so: 

» Wenn eine Summe von Potenzen und Producten der simultanen 
Invarianten beliebig vicler terndrer linearer Formen (X,U), (X,U)... 
(U,X), (U,X)... stets den Werth Null hat, so kann sie durch iden- 
tische Umformungen in Theile zerlegt werden, welche einzeln je einen 
der folgenden fiinf Ausdriicke, in beliebigen Indices geschrieben, als 
Factor haben:**) 


A = (X,X,X,)(UX,) — (X,X,X,)(UX,) + (X, X, X,)(UX;) 
— (X, X, X;)(0 X,), 

A’ = (U,U,U,)(U,X) —(U;U,U,)(U,X) + (U,U, U,)(U;X) 
— (U, U, U3)(U,X), 

B = (X,X, X,)(X,¥Z) — (X, X, X,)(X, YZ) + (X, X, X,)(X;, YZ) 
— (X, X, X;)(X, YZ), 

B=(U,U,U,)(U,VW) — (U,U,U,)(U,VW) + (U,U,U,)(U; VW) 
— (U,U,U;)(U, VW), 

C = (U,U,U;)(X,X,X;)— |(U, X,) (U, X,)(U; X5)|.“ 


So besteht z. B. zwischen den 16 Invarianten von der Form (UX), 


*) Siehe den demnichst im Druck erscheinenden zweiten Band von P. Gordan’s 
Vorlesungen iiber Invariantentheorie, herausgegeben von G. Kerschensteiner, 

**) Ich bediene mich hier, und in spiiteren Aufsiitzen einer Bezeichnung, 
welche von der gebriiuchlichen etwas verschieden ist: indem ich niimlich (UX) 
statt Uy schreibe, Der Grund ist die grosse Unbequemlichkeit des Druckes, 
welche der hiiufig vorkommende Fall verursacht, wo sowohl der Buchstabe U als 
auch X noch mit einem Index versehen werden muss. Missverstiindnisse kiénnen 
durch diese rein fiusserliche Veriinderung der symbolischen Bezeichnungen nicht 
entstehen , ausgenommen im Falle der biniiren Formen, wo auch in den Klammer- 
factoren nur zwei Zeichen stehen. Hier ist aber die ganze Unterscheidung von 
Klammerfactoren (ab) und ,,Factoren erster Art“ a, iiberfliissig; ich schreibe 
daher im biniren Gebiete nur noch Klammerfactoren, setze also fiir a, auch 
hier (az), was nun ebenso zu behandeln ist, wie (ab), 
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welche man in dem simultanen System von vier Punkten und vier 
Linien bilden kann, eine Relation: 
|(U,X,)... (U,X,)| =0. 
Man erhilt dieselbe, indem man in der Gleichung 
a, (UX,) + 4,(UX,) + a,(U X;) + 4,(UX,) =0 

fiir U der Reihe nach U,, U,, U;, U, setzt, und dann aus den vier so 
entstandenen Gleichungen die Unbekannten 4 eliminirt. 

Die linke Seite jener Identitiét setzt sich aber wie es der Satz 
behauptet, aus Gliedern von der Form A und C zusammen, indem sie 
identisch gleich ist dem Ausdruck: 


(U, U; U,) {(X,XsX,) (U,X,) — (X,X,X,)(U,X_) + (X,X,X,)(U; X3) 
— (XX, X3) (U0, X4)} 

— (U, X;) {(X,X,X,) (U,U,0,) — |(U, X,)(U; Xs)(U, X,)]} 

+ (U, Xy) {(X3X,X;) (O00) — |(O, X3)(Us Xy) (U, Xi) |} 

— (U, Xs) {(X,X,X,) (U,0,U,) — |(U, X,) (U3 X,)(U, X,)|} 

+ (U, X,) {(X,X,X5) (U,U;0,) ald |(U, X,)(U; X,)(U, X;)|} ° 


Den Beweis des aufgestellten Satzes fiihren wir in zwei Schritten. 
Zuerst soll gezeigt werden, dass ein im Uebrigen beliebiges symbo- 
lisches Product FE .@, wenn nur der Factor E irgend einem der 
Ausdriicke A, A’, B, B’, C gleich ist, durch Anwendung beliebiger 
invarianter Processe immer in eine Summe von Producten gleicher 
Kigenschaft 2 EF’ Q iibergeht; oder, wie man es auch ausdriicken kann: 
dass die Aggregate ZE.@Q gegeniiber der Gruppe aller symbolischen 
Processe die Invarianteneigenschaft haben; zweitens, auf Grund hiervon, 
dass das aufgestellte Theorem richtig ist fiir  lineare Formen, sobald 
es fiir » — 1 solche gilt. 

Den ersten Theil des Beweises brauchen wir nur fiir die elemen- 
taren Operationen rein formaler Natur zu fiihren, aus welchen sich 
die invarianten Processe zusammensetzen; dabej diirfen wir noch von 
je zwei einander dualistisch gegeniiberstehenden Operationen immer 
die eine fortlassen, und auch von den dann noch iibrig bleibenden 
brauchen wir nur diejenigen zu beachten, welche nur den ersten Factor 
des Productes Z.Q modificiren. Hiernach haben wir nur noch die 
folgenden Fille zu untersuchen: 

1) Es wird in £ fir irgend ein Symbol X ein neues eingefiihrt, 
welches bereits in E vorhanden ist. Man erhilt identisch Null, aus- 
genommen in dem Falle E= B. Dann entsteht ein einfacherer Aus- 
druck, welcher in B als Specialfall enthalten ist; und fiir welchen wir 
schreiben wollen: 


B, = (YX, X,) (YX; X,)+ (YX, X;)(¥ X, X,)+(¥ X, X,) (YX, X;). 
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2) Es wird in E fiir irgend ein Symbol X ein neues eingefiihrt, 
welches noch nicht in EF vorhanden war. LF reproducirt sich mit 
anderen Symbolen, ausgenommen den Fall, wo E = B,. Dieser Fall 
fiihrt aber auf das Aggregat: 


(YX, X,) (ZX; X,) + (YX, Xs) (ZX, X,) + (YX, X,) (2X, Xs) 
+ (ZX, X,) (YX, Xy) + (2X, Xs) (YX, X_) + (4X, X,) (YX, Xs), 


welches durch Addition zweier Ausdriicke B erhalten werden kann, 
nimlich der folgenden: 


(YX, X,) (ZX, X,) + (YX, Xs) (ZX, X,) + (YX, X,) (Z X, X;) 
— (X, X, X;) (¥X,Z), 

(2X, X,) (¥X,X,) + (ZX, X,) (YX, X,) + (ZX,X,) (¥XpX) 
— (X, X, X,) (ZX,¥). 

3) Es werden in E fiir irgend ein Symbol X zwei neue (V W) 
eingefiihrt, die noch nicht in E vorhanden sind. Durch diese Operation 
kommt man, im Falle E = A auf den Ausdruck C, im Falle E= A’ 
auf B’, im Falle E=B auf zwei Theile mit Factoren A. Nur im 
Falle E = C ergiebt sich ein etwas verwickelteres Resultat, niimlich: 

(U, U, Us) (VX,) (W X,) — (U, U, U3) (WX,) (VX,) 
+ (U,V W)(U; X,)(U, X,) — (U, VW) (U, X) (U3 X2) 
+ (U, VW) (U, X,) (U; X,) — (U, V W) (U; X,) (U; Xp) 
+ (U; V W)(U, X,) (U, X,) — (Us VW) (U, X;) (U, Xp). 
Fasst man hier aber etwa die Glieder mit (U, X,) zusammen, und 


fiihrt dann das Zeichen A’ ein, und verfihrt dann f&hnlich hinsichtlich 


(U,X,) und (U,X,), so findet man, dass der vorliegende Ausdruck 
sich in den folgenden iiberfiihren lisst: 


(VX,) {(U,U;W)(U,X,) +(U, 0, W) (0, X,)+(U, 0, W) (U; X;) 
— (U,U,U;)(WX,)} 
— (WX,) {(U,U;V)(U, X,) + (U; U, V) (U0, X,)+ (U, 0, V) (Us X;) 
—(U, U,U3)(V X,)} 
+(U, X,) {(U, VW) (U; X,)—(U, VW) (U, X.) +(U, U; V) (WX,) 
—(U,U, W)(VX,)} 
+(U,X) {(U; VW) (U, X,)— (0, VW) (U; X,)-+ (U3 U, V) (WX,) 
—(U;,U, W)(V X,)} 
+(U,; X,) {(U, VW) (U, X,)—(U, V W) (U, X,)+ (U, U,V) (WX,) 
—(U,U,W)(VX,)}.« 
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Jeder einzelne Term hier hat einen Factor A’. 


Den Fall, wo eines der Symbole (V W) in E bereits vorkommt, 
brauchen wir nicht besonders zu behandeln, weil diese Operation nur 
eine Combination der Operationen 3) und 1) vorstellt. 


4) Es werden innerhalb E zwei Symbole X und U durch Faltung 
beseitigt. Man erhialt identisch Null. 

5) Es werden innerhalb FE zwei Symbole X und Y zu einen neuen, 
U, zusammengezogen. Im Falle EH = A erhilt man identisch Null, 
im Falle E=B kommt man auf A zuriick, und ebenso im Falle H=C, 

6) Die Operationen endlich, welche sich auf Symbole von F und 
Q zugleich beziehen, lassen sich auf die unter 2) und 3) genannten 
Fille zuriickfiihren. 


Nachdem somit gezeigt ist, dass die Processe des symbolischen 
Rechnens jeden Ausdruck von der Form 2 EQ wieder in einen Aus- 
druck gleicher Art iibergehen lassen, kénnen wir nun leicht eine jede 
identische Relation TT == 0 zwischen Invarianten der Formen 


(X,U), (X,U),...(U,X), (U,X),. 


so umgestalten, dass in ihren einzelnen Gliedern Factoren E zum 
Vorschein kommen. 
Wir zeichnen zu diesem Zweck in dem vorgelegten Ausdruck TT 


irgend zwei Linien, oder Punkte X, X, aus. Da die Gleichung TT=0 
bestehen soll fiir alle Werthe von X, und X,, so kénnen wir in 
Bezug auf diese beiden Veriinderlichen die Gordan’sche Reihenent- 
wickelung anwenden. Die Glieder dieser Reihe miissen jedes fiir sich 
verschwinden. Wie aus der Ableitung jener Reihenentwickelung hervor- 
geht (vgl. Gordan, Math. Ann. Bd. V, ,, Ueber Combinanten“), unter- 
scheidet sich nun das erste Glied derselben von einer Polare einer Form 
mit einer Veriinderlichen weniger nur um Vielfache von E; die 
iibrigen Glieder aber gehen ganz ebenso aus Formen hervor, welche 
einen niedrigeren Gesammigrad in den X und U haben. Werden wir 
also voraussetzen diirfen, dass der Satz einerseits richtig ist fiir Formen 
mit einer Veriinderlichen weniger, als TT, und andrerseits fiir Formen von 
niedrigerem Gesammtgrad, so erweist er sich auch als richtig fiir das 
Aggregat TT. Denn TT wird alsdann identisch gleich einem Ausdruck, 
welche durch die Processe 1)... 6) aus einem Aggregat 2 EQ hervor- 
geht, und also selbst die Form ZF Q hat, plus Gliedern, welche gleichfalls 
Factoren E haben. Damit ist aber alles erledigt; denn wir kénnen 
augenscheinlich durch wiederholte Anwendung der Reihenentwickelung 
erreichen, dass der Satz nur noch fiir die Invarianten von vier linearen 
Formen bewiesen zu werden braucht. Hier ist er aber selbstverstandlich, 
da in diesem Falle iiberhaupt gar keine Relation bestehen kann. 
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Es ist nicht ohne Interesse, auch auf die Gruppirung der Relationen 
E zwischen den Invarianten mehrerer linearer Formen zu achten. 
Betrachten wir z. B. den Fall von fiinf solchen Formen, welche 
Punkte vorstellen. Dann gibt es 10 Invarianten, zwischen welchen 
drei von einander unabhiingige Relationen bestehen. 

Solcher Relationen erhiilt man aber zuniichst fiinf; die erste ist etwa: 


Bo, = (X, X_ Xy) (KX, X, Xs) + (AX, Ky X,) (X, X, X) 
+ (X, X, X;)(X, X, X,) = 0; 


die itibrigen, B,,, ...B), ergeben sich aus ihr durch cyklische Permu- 
tation der Indices. Je drei von diesen Relationen sind von einander 
unabhiingig, zwischen je vieren aber besteht eine lineare Identitit, 
von welchen die erste 


D, = (X; X, X;) By, — (XX; Xp) Bos + (X; X, Xs) Bo, 
— (X,X; X,) By, = 0 


ist, und die iibrigen wieder durch cyklische Vertauschung erhalten 
werden. Da zwischen je dreien der Ausdriicke D, eine lineare Relation 
besteht, niimlich z. B. 


(X, X,X;)D, + (X, X, X;)D, + (X, X, X;) Ds = 0, 
so erweisen sich die Gleichungen D =O in der That nur als mit 
zwei Bedingungen iiquivalent. 
Es lisst sich hier nun auch leicht direct einsehen, dass die Rela- 
tionen zwischen den 10 Invarianten der fiinf Punkte sich in der Form: 


Soa. S00 


darstellen lassen, wo die g, beliebige ganze Functionen der 10 In- 
varianten sind, die nur der einen Bedingung zu geniigen haben, 
dass der ganze Ausdruck homogen werden muss in X,, X,,... X;, 
und (also) auch homogen in den 10 Invarianten selbst. Ordnen wir 
nimlich diese einem Systeme von irgend 10 Verhiiltnissgréssen zu, 
deren relative Werthe eine neunfach ausgedehnte Mannichfaltigkeit 
bestimmen; so erfiillen alle Werthsysteme dieser 10 Gréssen, welche 
als Invarianten von fiinf Punkten angesehen werden kénnen, nur eine 
sechsfach ausgedehnte Mannichfaltigkeit. Man iiberzeugt sich sofort, 
dass diese in keiner linearen, weniger als neunfach ausgedehnten 
Mannichfaltigkeit enthalten ist, und dass alle quadratischen Mannich- 
faltigkeiten, welche sie enthalten, lineare Verbindungen der fiinf 
quadratischen Formen Bo, sind. 

Daraus folgt aber die Behauptung fiir alle Mannichfaltigkeiten 
héherer Ordnung, sobald gezeigt werden kann, dass jene fiinf quadra- 
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tischen Mannichfaltigkeiten zur Definition der sechsfach ausgedehnten 
Mannichfaltigkeit hinreichend sinp. Dies ist nun in der That der 
Fall; denn man kann durch sieben passend gewahlte unter den 10 
Verhiltnissgréssen die drei tibrigen mit Hilfe der Relationen By,—0O 
eindeutig bestimmen. 


Aus dem hiermit Bewiesenen geht hervor, dass zur Herleitung U 
aller Relationen zwischen Invarianten oder symbolischen Ausdriicken 
die symbolischen Rechnungen selbst hinreichen. Es folgt daraus ins- 
besondere, dass das Verfahren des Symbolvertauschens, dessen man 
sich bei der Aufstellung der Formensysteme bedient, mehr ist als ein 
bloser Kunstgriff; da man zufolge des hier bewiesenen Satzes alle 
Relationen zwischen den Formen eines Formensystems auf diese Art 
muss erhalten kénnen. Ich denke im Anschluss hieran demniichst eine 


allgemeine Methode zu entwickeln, welche gestattet: ,,In einem Formen- H 
system alle Formen mit gegebenen Grad- und Ordnungszahlen durch U 
eine kleinste Anzahl von linear unabhiingigen Formen auszudriicken.“ su 


Coburg, im Mirz 1887. 














Ueber die projective Geometrie und die analytische Darstellung 
der geometrischen Gebilde. 


Von 


M. Pascu in Giessen. 


In einer Mittheilung auf S. 154—156 des vorigen Bandes behandelt 
Herr Ventura Reyes y Présper einen Satz, dessen man bedarf, um die 
Unabhiingigkeit der projectiven Geometrie von der metrischen zu unter- 
suchen, und beriihrt in den einleitenden Worten diese Unabhiingigkeit 
selbst. Ich habe nun in meiner Schrift: ,,Vorlesungen tiber neuere 
Geometrie, Leipzig 1882“, fiir jenen Satz den vereinfachten Beweis, 
welcher den Gegenstand der genannten Mittheilung bildet, bereits 
gegeben, tiber die Stellung der projectiven Geometrie jedoch eine von 
der iiblichen abweichende Ansicht ausgesprochen und méchte mir er- 
lauben, auf beide Punkte hier zuriickzukommen. 

1. Es seien ABCFC'F’ Punkte, welche, ohne einer Ebene an- 
zugehdren , so liegen, dass die Geraden C F und C’ F’ die A B schneiden, 
etwa in G bezw. G’, und dass die Punkte G und G’ zwischen A und B 
fallen, aber nicht zwischen C und F’ bezw. zwischen C’ und F’. Dann 
schneiden sich AC und BF’, BC und AF, AC’ und BF’, BC’ und 
AF’ etwa in D, E, D’, E’. Die gegebene Figur soll aus eigent- 
lichen Punkten im Sinne des § 6 der ,,Vorlesungen“ bestehen und 
tiberhaupt den in der Einleitung des Buches 8. 3 und in § 1 8. 17—19 
entwickelten Auschauungen entsprechen; es wird dies fiir die erweiterte 
Figur dann ebenfalls gelten. Bezeichnet man noch die Geraden CC’, 
DD’, EE’, FF’ wit c,d, e,f, so liegen keine drei in einer Ebene, 
aber die Paare cd, ce, df, ef je in eimer Ebene. 

Fiir den Zweck, den Herr Felix Klein: Mathem. Ann. Bd.6, 1873, 
8. 138 f. verfolgt, und ebenso fiir die Betrachtung in § 5 meiner 
Schrift ist es nun vortheilhaft, nachdem man von den beiden Punkten 
C und F den zu G@ niheren etwa mit F’ bezeichnet hat, von den 
beiden Punkten C’ und F” den zu G’ niiheren nicht mit F’, sondern 
mit C’ zu bezeichnen, wie ich dies a. a. O. in Figur 11 gethan habe. 
Dann schneiden sich nimlich sicher cd, ce, df, ef je in einem eigent- 
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lichen Punkt, und diese vier Punkte fallen iiberdies mit einander — 
und folglich G mit G’ — zusammen, wenn DED’ E’ einer Ebene 
angehéren. Hiermit stimmt der Gedanke des Herrn Prosper iiberein, 
in dessen Figur die Buchstaben abdefgd'e’f'g’ an die Stelle von 
ABDCEFE' F'D'C’ treten. Der Punkt ¢ tritt bei mir nicht auf, 
weil es sich dort gerade um den Fall handelt, wo von einer Begegnung 
der Geraden DE und D’E’ mit AB nichts bekannt ist. 

Zugleich folgt die Umkehrung: Wenn G mit G’ zusammenfillt, 
so liegen DED’E’ in einer Ebene. Diese beiden Sitze erméglichen 
nun die Festlegung eines Strahlenbiindels mittels zweier durch eine 
Ebene verbundenen Strahlen, iiber deren Begegnung nichts bekannt 
zu sein braucht. Solange gemiiss den Darlegungen in § 1 S. 18f. 
nur Figuren von beschrinkter Ausdehnung betrachtet und solche Figuren 
nicht in beliebigem Masse verkniipft werden, ist es gegenstandslos, zu 
fragen, ob und wie viele Scheitel des Strahlenbiindels existiren. Diese 
Frage kommt vielmehr erst von einem anderen Standpunkte aus zur 
Erledigung; siehe: Killing, die Nicht-Euklidischen Raumformen in 
analytischer Behandlung 1885, Art. 11. 16. 17 und Litteraturnachweis 
Note 4. (Bei den Unterscheidungen auf 8. 163 meiner Schrift habe 
ich diejenige Geometrie, in welcher die Summe der Winkel des Dreiecks 
groésser als ein gestreckter ist, als die Riemann’sche bezeichnet, weil 
ihre Méglichkeit zuerst von Riemann ausgesprochen, wenn auch nicht 
erschépft worden ist. Das letztere ist erst durch Herrn Killing ge- 
schehen). 

2. Der Nachweis der Unabhingigkeit des Strahlenbiindels vom 
Scheitel ist der erste Schritt zur Gewinnung der der projectiven 
Geometrie eigenthiimlichen Begriffe, nimlich: Punkt, Gerade, Ebene 
als Elemente, jedes in der erweiterten Bedeutung des Wortes; An- 
einanderliegen von zwei ungleichartigen Elementen; Getrenntliegen 
von zwei Elementenpaaren in einem einférmigen Grundgebilde. Diese 
Begriffserweiterungen kann man an die Begriindung der Projectivitit 
im eigentlichen Strahlenbiischel oder an die Kinfiihrung projectiver 
Coordinaten anschliessen, muss aber dann schon jetzt sich mit der 
bekannten Staudt’schen Liicke abfinden. Die von mir in §§ 5—9 ge- 
gebenen Entwickelungen lassen jedoch erkennen, dass solche Betrach- 
tungen zuniichst noch nicht néthig sind, dass vielmehr die in den 
beiden ersten Paragraphen aufgestellten Grundsiitze zu jenen Er- 
weiterungen geniigen. 

Hiernach sind diese Stammbegriffe der projectiven Geometrie 
(§ 10, 5. 74) nicht bloss von Congruenz und Parallelismus, sondern 
auch von jedem zur Beseitigung der Staudt’schen Liicke dienenden 
Axiom unabhingig. Freilich ist der durch das Strahlenbiindel ge- 
gebene Punkt der projectiven Geometrie schon desshalb nicht mehr 
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der Punkt der nichtprojectiven, weil Biindel ohne Scheitel oder Biindel 
mit zwei Scheiteln existiren kénnen (s. oben), und Aehnliches gilt 
von der Geraden und der Ebene. Auch muss (wie z. B. in Nr. 1 zu 
ersehen) die Verwendung der nicht projectiven Vorstellung von der 
Lage eines Punktes zwischen zwei anderen in deren gerader Ver- 
bindungsstrecke und der darauf beziiglichen Grundsiitze vorangehen. 

3. Anders verhilt es sich mit den Sétzen der projectiven Geometrie. 
Diese fiihren sich auf eine Gruppe von Stammsiitzen (§ 12 8. 98) 
zuriick, siehe § 12 8. 94 f. und § 16 8. 127; die in § 12 bezeichneten 
Stammsiitze sind in §§ 7—9 enthalten; von den beiden in § 16 an- 
gefiihrten ist einer der reciproke des anderen, in § 15 8. 120 erlangten. 
Die Mittel nun, welche zur Gewinnung der projectiven Begriffe ge- 
niigten, sind auch zum Beweise der projectiven Stammsiitze mit Aus- 
nahme des letztgenannten (S. 120) noch ausreichend; dieser letzte aber 
ist von wesentlich anderer Natur, er kann ohne Vermehrung jener 
Mittel nicht bewiesen werden. 

Um einen Beweis zu erbringen, habe ich in § 13 den; Begriff der 
Congruenz und die darauf beziiglichen Grundsiitze eingefiihrt und aus 
dem so erweiterten Material in $$ 14 und 15 die erforderlichen 
Folgerungen gezogen. Dadurch erscheint aber die projective Geometrie, 
wenn auch unabhiingig vom Parallelismus, so doch nicht unabhiingig 
von der Congruenz und kann — wie ich 8. 125 ff. auseinandergesetat 
habe (s. auch 8. IV) — von dem dort festgehaltenen Standpunkte aus 
nicht anders erscheinen,. 

Will man niimlich ohne die Congruenz zum Ziele gelangen, so 
muss man, wie zuerst Herr Klein erkannt und durchgefiihrt hat, ein 
besonderes Axiom aufstellen, welches die Vorstellung einer Stetigkeit 
in der geraden Punktreihe zum Ausdruck bringt, etwa in der bei mir 
8. 125 f. angegebenen Fassung, welches jedoch unvereinbar ist mit 
der Forderung, die m. E. an die Geometrie gestellt werden soll: dass 
die Grundbegriffe und die Grundsiitze unmittelbar aus der Erfahrung 
geschépft und alle iibrigen Begriffe und Siitze auf jene allein zuriick- 
fiihbrbar sein miissen; dass also die Geometrie von vornherein wie eine 
die Erscheinungswelt beschreibende Wissenschaft verfahre und auch in 
ihren zusammengesetztesten Vorstellungen diesen Charakter behalte. 
Ich habe die hierbei in Betracht kommenden Gesichtspunkte an 
verschiedenen Stellen (Vorwort, Einleitung, ferner § 1 8S. 4—6, 
8. 16—18, §2 S. 20, § 6 S. 43—45, § 12 S. 98—100, § 15 


8. 126 f.) niher auseinandergesetzt*) und eine jener — natiirlich 
keineswegs neuen — Forderung durchaus entsprechende Darstellung 
angestrebt. 


“*) §. auch H. Vogt, der Grenzbegriff in der Elementarmathematik, Breslau 
1885 (Programm Nr. 157). 


Mathematische Annalen, XXX, 9 
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4. Die von mir bis zu einem gewissen Punkte durchgefiihrte Dar- 
stellung der Geometrie habe ich im Einzelnen durchaus nicht als die 
allein mégliche hinstellen wollen. Ich hoffe aber gezeigt zu haben, 
dass eine Beschrinkung der Geometrie auf diejenigen Vorstellungen, 
welche thatsiichlich den Anwendungen auf Naturobjecte zu Grunde 
liegen, durchfiihrbar ist und uns nicht hindert, auch die sonst tiblichen, 
als fruchtbar und zweckmissig bewihrten Vorstellungen — wenn auch 
in anderem Sinne — zu erzeugen. 

Um insbesondere zu der Vorstellung zu gelangen, welche man 
mit dem mathematischen Punkte zu verbinden gewohnt ist, wird in 
§§ 21*) und 22 die Einfiihrung von projectiven Coordinaten voran- 
geschickt und dann auf S. 188 der Grundsatz formulirt, nach welchem 
der Uebergang vom physischen Punkte zur Zahl sich mit der dem 
einzelnen Falle entsprechenden Genauigkeit vollzieht. Nach Einfiihrung 
der stetigen Zahlenreihe in die Geometrie muss schliesslich (S. 200) 
fiir die Riickkehr vom mathematischen Punkte, d. i. von den Coordi- 
naten, zum physischen Punkte die Festsetzung getroffen werden, dass 
zu jedem physischen Punkte eine stetige Mannigfaltigkeit von mathe- 
matischen Punkten gehdrt. Vergl. auch meine ,,Kinleitung in die 
Differential- und Integral-Rechnung“ 1882, 8S. 12—14 und 8. 188. 

5. Der Thatsache, dass die geometrischen Begriffe, wie wir sie 
in der Natur antreffen, mit Ungenauigkeit behaftet sind, hat in der 
mathematischen Literatur m. W. zuerst Herr Felix Klein Rechnung 
zu tragen unternommen in dem Aufsatz: ,,Ueber den allgemeinen 
Functionsbegriff und dessen Darstellung durch eine willkiirliche Curve“, 
Sitzungsber. der phys.-med. Soc. zu Erlangen 1873, wieder abgedruckt 
in den Math. Ann. Bd. 22, 1883, 8. 249-259. Namentlich hat Herr 
Klein der in der physischen Linie gelegenen Ungenauigkeit einen 
analytischen Ausdruck gegeben. 

In der wiederholt angezogenen geometrischen Schrift hatte ich 
krumme Gebilde ganz ausgeschlossen. Dagegen musste in dem Buche 
iiber Infinitesimalrechnung bei der Erérterung des Zusammenhanges 
mit der Geometrie, neben allgemeinen Bemerkungen iiber die begrenzte 
Genauigkeit der Beobachtungen (S. 12— 14, 39, 44, 68f.), das Ver- 
hiltniss der Curve zur stetigen Function (§§ 7 und 10), der Tangente 
zum Differentialquotienten (§ 16), des Flicheninhalts und der Bogen- 
lange zum Integral (§ 20) dargelegt werden. 

Bei allen derartigen Gelegenheiten wird man m. E, dahin gedringt, 
zur rein empirischen Auffassung zuriickzukehren, um Widerspriichen 
bei der Anwendung der Analysis auf Geometrie zu entgehen. So 
méchte ich auch anliisslich der Ausfiihrungen, mit denen Herr Képceke 


» Dort ist auf §. 168 auf der linken Seite der letzten Gleichung q statt r 
zu lesen, 
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seine bemerkenswerthe Untersuchung auf S.123—140 des vorigen Bandes 
begleitet, meine Bedenken dagegen aussprechen, dass auf ,,Anschauung“ 
oder ,, Vorstellungskraft“‘ wie auf eine besondere Quelle mathematischer 
Erkenntniss neben der sinnlichen Wahrnehmung Bezug genommen 
werden miisse oder diirfe. Wenn z. B., wie Herr Képceke S. 140 be- 
merkt, die angewandte Mathematik die Voraussetzung macht, dass 
yalle anschaulichen Curven (in der Ebene) anschauliche Differential- 
curven und anschauliche Integralcurven besitzen“, so ist die Berech- 
tigung dazu nur in den EKigenschaften der physischen Linie zu suchen 
und dort auch zu finden. Es liisst sich eben jede Planlinie, bei ge- 
eigneter Begrenzung und geeigneter Annahme des Coordinatensystems, 
hinreichend genau durch eine beliebig oft differentiirbare Function 
einer Veriinderlichen darstellen; auf eine solche Darstellung der Linie 
bezieht sich die Anwendung des analytischen Apparats. Im Interesse 
der Klarheit sollten freilich derartige Voraussetzungen nicht mit Still- 
schweigen tibergangen werden. 


Giessen, Miirz 1887. 





Ueber einige Punkte der Functionentheorie. 


Von 


M. Pascn in Giessen. 


Bei wiederholtem Eingehen auf die Grundlehren der Functionen- 
theorie erschien es mir als ein entschiedenes Bediirfniss, dass bei der 
Darstellung jener Lehren der von Herrn du Bois- Reymond (Freiburger 
Antrittsprogramm 1870) eingefiihrte Begriff der Unbestimmtheitsgrenzen 
eine moglichst friihe Stelle finde und in méglichst ausgedehntem Maasse 
auf ihn Bezug genommen werde. Ueberall streben wir danach, von 
einem Begriffe, der nur bedingungsweise anwendbar ist, zu einem 
anderen aufzusteigen, der jenen umfasst, ohne Ahnlichen LEin- 
schrinkungen zu unterliegen. In diesem Verhiiltniss steht zu dem 
Begriff des Grenzwerthes einer Function der der Unbestimmtheits- 
grenzen, welcher zwar bei vielen Untersuchungen*) — wenn auch 
zum Theil nur indirect — bereits verwerthet, aber in den Lehrbiichern 
noch wenig beriicksichtigt worden ist. Nur Herr Stolz hat m. W. 
diesen Begriff aufgenommen (Vorlesungen tiber allgemeine Arith- 
metik I. 1885). 

Von dem obigen Gesichtspunkte aus habe ich versucht, die Lehre 
von den Ableitungen einer Function und vom bestimmten Integral, 
sowie gewisse damit eng zusammenhiingende Gegenstiinde, auf Ueber- 
legungen einfachster Art zuriickzufiihren und bei dieser Gelegenheit 
Ergiinzungen oder Verallgemeinerungen zu geben. Hinsichtlich der 
Terminologie habe ich mir einzelne Abweichungen von dem Gebriiuch- 
lichen erlaubt, meist behufs Erzielung genauerer oder kiirzerer Aus- 
drucksweise. 

Es mag noch ausdriicklich hervorgehoben werden, dass iiberall 
nur von reellen Zahlenwerthen die Rede ist. 


*) Ich verweise namentlich auf die unten verschiedentlich angefiihrten 
Arbeiten von du Bois-Reymond, Darboux, Dini, Harnack, Scheeffer 
und Thomae. 





Zur Functionentheorie. 


I. Schranken und Grenzen. 


1.*) Jede Zahlenmenge (Punktmenge) hat eine untere Schranke a 
und eine obere Schranke . Die Differenz 6 —« heisst die Schwankung 
der Menge; die von den Schranken begrenzte Strecke «8 mag die Strecke 
der Menge genannt werden. 

Man kann die Zahlenmenge auch auffassen als die Werthreihe 
einer Veriinderlichen z. Wenn x eine beliebige Zahl der Menge be- 
deuten soll, so nennt man z eine Veriinderliche und jene Menge das 
Gebiet der Veriinderlichen x. 

Wenn in jeder Umgebung einer gewissen Stelle — von der letzteren 
selhst abgesehen — Werthe von 2 vorkommen, so heisst die Stelle 
(welche natiirlich zur Strecke der Menge gehéren muss) eine Grenze 
(Hiufungsstelle) der Zahlenmenge. Z. B. a,a,a,... seien Zahlen 
in unendlicher Menge, der Grésse nach aufsteigend geordnet, mit der 
oberen Schranke a; dann ist @ (die einzige) Grenze dieser Menge. 
Ueberhaupt: Sobald eine Schranke nicht zur Menge gehért, ist sie 
eine Grenze der Menge. 

Hat x nur eine endliche Anzahl von Werthen zu durchlaufen, so 
ist tiberhaupt keine Grenzstelle vorhanden. Dagegen besitst jede Menge 
von unendlich vielen Zahlen x mindestens eine Grenestelle; oder: Eine 
Punktmenge ohne Grenzpunkt umfasst nur eine endliche Anzahl von 
Punkten, Denn ist a, die untere Schranke einer Menge ohne Grenz- 
punkt, so haben die iibrigen Zahlen der Menge eine untere Schranke 
a, > a,, die iibrigen Zahlen ausser a, und a, eine untere Schranke 
@, >a, u. s w., und die Reihe der Zahlen a,a,a,... muss ab- 
brechen. 

Wenn die Werthe von z eine stetige Folge bilden, d. h. wenn 
alle zwischen den beiden Schranken eingeschlossenen Zahlen als Werthe 
von x vorkommen, so heisst x eine stetige Variable mit dem Intervall 
(a, B), oder, wenn z. B. @ nicht zu dem Werthgebiet gehéren soll, 
genauer: (a -+ 0, 6) u.s.w. Alle Punkte der Strecke @f sind dann 
Grenzpunkte. 

2.**) Ist x in gegebenem Gebiet veriinderlich, — gleichviel ob 
stetig oder nicht —, und wird durch irgend eine Vorschrift jedem 
Werthe von z eine bestimmte Zahl y zugeordnet, so wird y eine ge- 
wisse Function von wz. Es gilt der Satz: 


*) Vergl, hierzu: Cantor, Mathem, Ann. Bd, 5, 1872, 8. 128 f.; Pasch, 
Kinleitung in die Differential- und Integralrechnung 1882, 8. 14 ff, 8. 47. — 
Es schien zweckmiissig: ,,untere und obere Schranke“ statt, wie iiblich: ,,untere 
und obere Grenze“ zu sagen und das Wort ,,Grenze‘* ausschliesslich fiir die 
anderen Gelegenheiten vorzubehalten. 

**) Vergl. hierzu: Pasch a, a. O. 8. 47. 
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Besitzen die Werthe von y eine Grenze b, so besitzen die 2 
mindestens eine Grenze a von der Beschaffenheit, dass in jeder Um- 
gebung von a die Zahl b als Grenze der y auftritt. 

Insbesondere: Ist b die untere (obere) Schranke der y, ohne Werth 
von y zu sein, so besitzen die 2 mindestens eine Grenze a von der 
Beschaffenheit, dass in jeder Umgebung von a die Zahl b untere 
(obere) Schranke der y ist (also im Sinne der folgenden Nummer: 
b = lim inf [bezw. sup] y fiir lim z = a). 

3.*) Sei jetzt a irgend eine Grenze der x. Auf jeder den Punkt a 
umschliessenden Strecke s liegen unendlich viele x; fiir die zugehérigen 
y sei A, die untere, B, die obere Schranke, wobei jedoch, wenn a 
selbst zu den Werthen von 2 gehért, das zugehdrige y als solches 
ausser Betracht bleiben soll; endlich sei A die obere Schranke aller 
A,, B die untere Schranke aller B,: 


A,cA<BCB,. 


Dann werde ick die Zahlen A, B die dem Grenzpunkt @ der (unab- 
haingigen) Veriinderlichen x entsprechende untere, bezw. obere 
Grenze der Function y nennen und schreiben: 


A=liminfy fir limz—a, 
B=limsupy fiir lim v= a. 


Tritt in jeder Umgebung der Stelle a eine gewisse Zahl ¢ als 


Grenze der y auf, so ist A<c< B. 
4. Wenn es sich nun fiigt, dass A und B einen und denselben Werth b 
annehmen, so heisst b die dem lim 2 = a entsprechende Grenze von y: 


b=—limy fir limz—a. 

Es bleibt dann y der Zahl b beliebig nahe, sobald x (-|- a) sich der 
Zahl a hinreichend genihert hat. Umgekehrt: Wenn y einer Zahl b 
beliebig nahe bleibt, sobald # (-|= a) sich der Zahl a hinreichend ge- 
nahert hat, so ist A= B=b u.s. w. In diesem Falle kann keine 
von b verschiedene Zahl in jeder Umgebung der Stelle a als Grenze 
der y auftreten. 

Hieran schliesst sich der Satz ,,Einleitung in die Diff,- u. Int.-R.“ 
§ 9, 8. 45 und dessen Umkebrung (S. 45 f.), deren Beweis sich bei 
der jetzigen Anordnung sehr abkiirzt. **). 

Da a ein Grenzpunkt der Variablen x sein soll, so ist es méglich, 
aber nicht nothwendig, dass bei jeder Anniherung an die Stelle a auf 


*) Vergl. hierzu: du Bois-Reymond, Freiburger Antrittsprogramm 1870 
Art. If; Miinchener Abhandlungen Bd, 12, I. Abth. 1876, S, 125; Functionen- 
theorie I, 1882, S. 266. — Statt ,,untere und obere Unbestimmtheitsgrenze“ glaubte 
ich hier kurz ,,untere und obere Grenze‘ sagen zu diirfen. 

**) Dasselbe gilt von der Betrachtung auf 8, 55 der ,,Einleitung.“ 
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beiden Seiten derselben sich Werthe von  vorfinden. Tritt dieser 
Fall ein, so kann man auf jeder Seite untere und obere Grenze der 


- + 
Function y einfiihren, auf der vorderen Seite: lim y und lim y, auf 
der hinteren: —lim y und tlimy. Bei der Gleichheit der beiden 


ersteren ist eine vordere Grenze ie y, bei der Gleichheit der beiden 
letzteren eine hintere Grenze +tlim y vorhanden. 

5. Zur Benutzung in Nr. 7 findet hier der folgende Hiilfssatz 
Platz, in welchem # eine von 2, bis x, (x, < #,) stetig verlaufende 
Variable, y eine eindeutige Function von x bedeutet, welche bei 2,, x, 
die Werthe y,, y, annimmt: 

Wenn auf jedes x < x, eine Stelle folgt, wo der Functionswerth 
grisser (kleiner) als y ist, wihrend bei keinem x > x, die hinteren 
Grenzen der Function grisser (kleiner) als y ausfallen, so ist y, < yo 
(Yi > Yo) 

Beweis (des ersten Falles). Nimmt man einen Werth 2, > 2, 
von x derart, dass der zugehérige Functionswerth y, > y,, so kann 
es sich nur um den Fall «, < 2, handeln; in diesem Falle sei § die 
vbere Schranke der auf a, folgenden Stellen mit Functionswerthen 
> ¥» 9 der Functionswerth bei §. Wire 4 < y,, also § eine Grenze 
jener Stellen, so giibe es auf der hinteren Seite in jeder Niihe von 
— Stellen, wo die Function > y ist, d. h. es wire t+limy>y, > 4 
fiir lim w= &, gegen die Voraussetzung; folglich ist 7 >y,). Wire 
—§ < x, so wiire bei > & stets y< y, <<, gegen die Voraussetzung; 
folglich ist § = 2, y, > yy > yy. — j 

Wenn jedem x > x, eine Stelle vorangeht, wo der Functionswerth 
grosser (kleiner) als y ist, wiihrend bei keinem x < x, die vorderen 
Grenzen der Function grisser (kleiner) als y ausfallen, so ist y, > yo 
(Ys < Y2)- 


II. Die derivirten Functionen. 


6. Indem wir im Verlaufe einer eindeutigen Function y der end- 
lichen und stetigen Variablen a eine Stelle auffassen, wo y endlich 


ist, wird der Differenzenquotient ay eine Function von Az, welche 


fir lim Av =O vier Grenzwerthe liefert: 


" geet gil + Ay 
lim it = D-y, lim x2. = Dry, 


_2e0  —_— . Ay i 
lim ie Dy, tim Pe = tDy. 


Diese Grenzen werden bezw. die vordere untere, vordere obere, 
hintere untere, hintere obere Derivirte von y in Bezug auf x 
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genannt*). Wird D-y= Dty, so ist der gemeinschaftliche Werth 
Dt y die vordere Derivirte u. s. w.**) 

Sind an der betrachteten Stelle die vorderen Ableitungen positiv, 
so folgen auf einer gewissen, dort beginnenden Strecke nur Functions- 
werthe > y. Ist die vordere obere Ableitung positiv, so kommen auf 
jeder in x beginnenden vorderen Strecke Functionswerthe > y vor, 
die vordere obere Grenze der Functionswerthe bei w ist >y. U. 8s. w. 

Ist D eine vordere (hintere) Derivirte an einer Stelle 2, wo die 
Function vorn (hinten) stetig ist, so kommen, wie klein auch die 
positive Zahl d angenommen wird, zwischen x und «+ 0 (4 — 0) 
Differenzenquotienten vor, welche von D beliebig wenig differiren 
(du Bois-Reymond, Mathem. Ann. Bd. 16, 1880, 8. 123). 

7. Im Folgenden wird ein endliches Intervall von x, bis 7, (a, < 2») 
betrachtet und vorausgesetzt, dass die Function in demselben 
endlich bleibt; ihre Werthe bei 2,, 7, heissen y,, y,. 

Sind auf (2,, #,) alle Derivirten***) von y positiv (negativ), so ist 
y, kleiner (grésser) als y,, tiberhaupt ta durchweg positiv (negativ); 
Beweis mittels Nr. 5. — Indem man bei endlichem h dies auf die 
Function y — hav anwendet, erkennt man weiter: 

Sind auf (z,, z,) alle Derivirten grésser (kleiner) als h, so ist 


wa grésser -(kleiner) als h. Und daraus: Sind auf (a,, x,) alle 
2 <3 


Derivirten > h (<h), so ist durchweg 5 > h (<h)+). — Demnach 


ist es nicht moéglich, dass alle Ableitungen in dem ganzen Intervall 
den Werth + co (oder — co) besitzen. Wenn also alle Ableitungen 
bestiindig denselben Werth h haben, so ist h endlich und y=ha-+ Const. 
von 2, bis 2. 

Da auch umgekehrt in dem ganzen Intervall alle Derivirten 
>h(<h) sein miissen, sofern alle Differenzenquotienten >h(<h) sind, 
so fallt die untere Schranke g (die obere Schranke G) aller dieser Deri- 


*) Nach Scheeffer, Acta Math. Bd. 5, 1884, 8. 52; siehe auch Dini, Fonda- 
menti per la teorica delle funzioni di variabili reali 1878, § 145. Die obige Be- 
zeichnungsweise weicht von der Scheeffer’schen etwas ab. 


**) Wenn in einem Intervall y endlich und ay zwischen endlichen Schranken 


bleibt, so ist y daselbst gleichmiissig stetig. — Wenn y in einem Intervall endlich 
bleibt, und fiir jede hinreichend kleine Strecke des Intervalls die Schwankung 
des Differenzenquotienten beliebig klein wird, so heisst y daselbst gleichmissig 
differentiirbar nach Herrn Kronecker (s. Scheeffer, a. a. 0, 8, 296). Die 
Derivirte ist dann gleichmiissig stetig in dem Intervall, und umgekehrt. 

***) Bei a, kommen nur die vorderen, bei 2, nur die hinteren Derivirten in 
Betracht. 

+) Scheeffer a, a. O. S. 63. 
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virten mit der unteren (oberen) Schranke der Differenzenquotienten zu- 


sammen*). Im Falle g = = ist y, — 9%, = Yo — g%_, und 


mithin, da Ay — #5) >0, y—gsx constant, g=G. Wenn also 

g von G verschieden ist, d. h. wenn y sich nicht auf eine ganze lineare 

Function von 2 oder eine Constante reducirt, so ist g< “—% < G**), 
— 


Mittels des oben benutzten Hiilfssatzes (Nr. 5) ergiebt sich noch 
die folgende Bemerkung: Ist y bei allen 2 >, hinten [oder bei 
allen « < 2%, vorn] stetig, wiihrend bei allen « < x, die vordere [bezw. 
bei allen « > a, die hintere] obere (untere) Ableitung positive (negative) 
Werthe annimmt, so ist y, kleiner (grésser) als y. 

8. Wir halten fest, dass y von a, bis 2 endlich bleibt, 
machen aber fiir die Folge noch die weitere Voraussetzung, dass y 
von 2, bis 2 stetig verliuft; bei 2, ist vordere, bei x, hintere 
Stetigkeit ausreichend. 

Dann schliesst man sofort: Wenn zwischen z, und 2, eine der 
vier Ableitungen bloss positive (negative) Werthe annimmt, so gilt 
dasselbe von allen Differenzenquotienten, und es bleibt mithin tiber- 


haupt von 2, bis 2, durchweg ay positiv (negativ). Und weiter, 
indem man bei endlichem h auf die Function y — hw zuriickgeht: Ist 


zwischen 2, und 2, eine der vier Derivirten bestiindig > h(< h), so 


. “"— ¥ 
ist + eer >h (< h). 


Ist zwischen x, und x, eine der vier. Derivirten bestiindig >h(<h), 
so ist von «, bis x, tiberall oe >h(<h)***). Umgekehrt: Ist 

*) Bei einer von a, bis a monotonen Function kénnen g und G nicht 
entgegengesetzte Vorzeichen haben, also insbesondere nicht gleichzeitig unendlich 
sein. Eine Function, welche, wenn das Intervall 2,2, auf geeignete Weise in 
eine endliche Anzahl von Abschnitten zerlegt wird, in den einzelnen Abschnitten 
monoton ist, liisst sich in zwei von 2, bis 2 monotone ,,Componenten“ zer- 
legen (welche stetig sind, wenn y stetig verliiuft); fallen nun fiir die eine Componente 
die beiden Schranken des Differenzenquotienten endlich aus, so ist fiir y min- 
destens eine dieser Schranken endlich. Indem man schliesslich die Functionen 
y— gx und y— Ge betrachtet, ergiebt sich die Zerlegbarkeit von y in zwei 
monotone (bei stetigem y wieder stetige) Componenten fiir den Fall, dass min- 
destens eine der Grissen g, G endlich ist. Siehe Dini a, a, O. § 134; du Bois- 
Reymond, zur Geschichte der trigonometrischen Reihen 1880, 8, 32; Camille 
Jordan, Comptes rendus T. 92, 1881, S. 228, 

**) Vergl. Pasch a. a.O. 8, 84, Fiir den Fall der Stetigkeit s. auch die Be- 
trachtungen von du Bois-Reymond, Mathem, Ann, Bd. 16, 1880, S. 119 und 
Harnack ebds, Bd. 23, 1884, S, 249. 

***) Demnach ist es im Falle der Stetigkeit von y nicht méglich, dass eine 
Derivirte bestiindig = -+ 0 (oder = — ») wird; vergl. die Bemerkung von Dini 
a, a, O. § 135. Und wenn zwischen a, und a, eine Derivirte bestindig = h ist, 
also hk endlich, so ist y= hx + Const. von 2, bis 2 
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zwischen 2, und &, iiberall .. ie ' (<h), so ist zwischen 2, und 2, 
a>" = 


jede der vier Derivirten bestiindig >h(<h). Folglich ist*) zwischen 
x, und x, die untere Schranke g (die obere Schranke G) der Differenzen- 
quotienten zugleich untere (obere) Schranke fiir jede der vier Derivirten; 
und diese Schranken bleiben ungeiindert, wenn man 2, und 2, hinzu- 
nimmt (nur sind dann bei x, bloss die vorderen, bei x, bloss die 
hinteren Derivirten zu beriicksichtigen). 

9. An jeder Stelle x < x, ( > x,) haben, wie sich aus dem Vor- 
stehenden leicht ergiebt, die vier Derivirten die obere und die untere 
vordere (hintere) Grenze mit einander gemein, und zwischen diesen 
Grenzen — oder doch nicht ausserhalb ihrer Strecke — liegen die der 
Stelle entsprechenden vorderen (hinteren) Derivirten selbst. 

Wenn also**) an der betreffenden Stelle irgend eine Derivirte 
eine vordere (hintere) Grenze besitzt, so ist diese Grenze zugleich 
vordere (hintere) Grenze der drei iibrigen Derivirten; ihr Werth stellt 
einfach die vordere (hintere) Derivirte der Function dar, und beide 
vorderen (hinteren) Derivirten sind bei x vorn (hinten) stetig. Und 
wenn schliesslich bei x eine der vier Derivirten einem Grenzwerth zu- 
strebt, so wird dieser zugleich Grenzwerth der drei anderen Derivirten 
und stellt die Derivirte von y im gewéhnlichen Sinne dar; alle Deri- 
virten sind dann stetig bei x. 

10. Das Ergebniss der Nr. 8 fiihrt — immer unter Festhaltung 
der dort geltend gemachten Voraussetzungen — in einfachster Weise 
zu gewissen Folgerungen betreffs des Zusammenhanges zwischen den 
vorderen bezw. hinteren Derivirten, welche den von Herrn Dini a. a. O. 
§ 141 (1 — 3) und § 148 (1) gegebenen Siitzen entsprechen. 

Zunichst bemerkt man, dass, wenn bei 2, eine vordere Ableitung 
kleiner (grésser) als eine gewisse Zahl h ausfallt, jede Ableitung 
zwischen x, und x, — iiberhaupt in jeder Niihe bei x, auf der vorderen 
Seite — Werthe < h (> h) annimmt; dass also, wenn auf der Strecke 
von 2, bis 2, eine der vier Ableitungen***) an irgend einer Stelle 
<h(> h) ausfiallt, jeder Ableitung zwischen x, und x, unendlich oft 
Werthe < h(> h) zukommen. 

Von den Schranken, zwischen denen die Ableitungen sich be- 
wegen, kann jede endlich oder unendlich sein. Ist nun g = — ce, 
so liegen zwischen 2, und x, unendlich viele Stellen, wo die beiden 
vorderen (hinteren) Ableitungen hinter einer beliebig angenommenen 


*) Satz von Dini a. a. O. § 147, 
**) Vergl. hierzu: Dinia. a. O. § 148 (2, 3) und § 149 (2); Scheeffer a. a, O. 
8. 281; auch Harnack, Differential- und Integralrechnung 1881, §§ 21 und 100. 
***) Bei x, kommen nur die vorderen, bei a, nur die hinteren Ableitungen 
in Betracht. 
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Zahl zuriickbleiben; ist G = -+ oo, so liegen zwischen 2, und 2, un- 
endlich viele Stellen, wo die beiden vorderen (hinteren) Ableitungen 
eine beliebig angenommene Zahl iibersteigen. Hat dagegen g einen 
endlichen Werth, so wird jede Ableitung zwischen x, und 2, unend- 
lich oft < g + &, wo é¢ eine beliebige positive Zahl bedeutet, und es 
werden mithin unendlich oft zwischen 2, und x, die beiden vorderen 
(hinteren) Ableitungen gleichzeitig <g--« Hat endlich G@ einen 
endlichen Werth, so wird jede Ableitung zwischen x, und 2, unend- 
lich oft > G—e, und es werden unendlich oft zwischen 2, und 2, 
die beiden vorderen (hinteren) Ableitungen gleichzeitig > G — «. 

Wenn also von den Gréssen g und G wenigstens eine endlich ist, 
so wird sowohl D+y — D-y, wie +Dy — —Dy, zwischen x, und 2, 
unendlich oft < ¢, und zwar in einer zwischen x, und 2, tiberall- 
dichten Punktmenge. 


III. Spriinge und Schwingungen einer Function. 


11. Es sei y eine eindeutige, zwischen endlichen Schranken ver- 
laufende Function der stetigen Veriinderlichen 2 in dem endlichen 
Intervall a<a<b. Auf jeder zu diesem Intervall gehérigen Strecke 
weist die Function eine gewisse Schwankung auf, bei deren Er- 
mittelung die beiden Endpunkte der Strecke mit beriicksichtigt werden 
sollen. Bleiben die Endpunkte ausser Betracht, so kommt eine unter 
Umstiinden kleinere Zahl heraus, welche die innere Schwankung 
heissen mag. Den auf eine Strecke beziiglichen Schwankungen stehen 
zuniichst die auf einen bestimmten Werth x, von 2 beziiglichen 
Spriinge gegeniiber, nimlich der Sprung der Function im Punkte 2, 
d. h. die untere Schranke der Schwankungen auf allen den Punkt 2, 
umschliessenden Strecken (a < x <b), und die beiden einseitigen 
Spriinge im Punkte x, (der vordere und-der hintere), d. h. die untere 
Schranke der Schwankungen auf allen in 2, anfangenden, bezw. 
endigenden Strecken (a) <b, bezw. >a). Wenn endlich bei der 
Ermittelung dieser Schwankungen jedesmal die Stelle x, selbst aus- 
geschlossen wird, so erhalten wir drei Zahlen, welche die Schwingung 
bei x, bezw. die vordere, hintere Schwingung bei 2 genannt werden 
mogen. 

Diese Benennungen bedurften hier der Erklirung, weil sie nicht 
allgemein in gleichem Sinne angewendet werden. 

Auf jeder Strecke stimmt die untere Schranke der Schwankungen 
aller Theilstrecken mit der unteren Schranke jeder Gattung von Spriingen 
und Schwingungen iiberein. 

12. Wenn o eine Zahl bedeutet, welche die vordere Schwingung 
bei x, beliebig wenig tibertrifft (7, < b), so giebt es hinreichend kleine 
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positive Werthe 6 < b — a, derart, dass zwischen 2, und x, + 6 die 
innere Schwankung der Function (und mithin jeder Sprung und jede 
Schwingung) kleiner als o ist. Die obere Schranke der Werthe von 
0 werde mit V(x, 6) bezeichnet. Zwischen 2 und x, + V (a, 6) 
ist die innere Schwankung <6. Setzt man niimlich zur Abkiirzung 


&%y + V(a, 6) = 2, 


und bezeichnet mit g die untere, mit G die obere Schranke der Func- 
tionswerthe zwischen x, und z,, mit ¢ eine beliebig kleine positive 


Zahl, so kann man zwischen x, und x, Stellen angeben, wo y > G — a 


bezw. y<g+ s é, und mithin Stellen 2 von der Art, dass zwischen 


% und x die innere Schwankung — welche jedenfalls < 6 ist — die 
Grosse G — g — « iibertrifft, d. h. es ist 


G—g—e<6, G—g<ot+e, G—gce. 


Ist 6 grésser, als die hintere Schwingung bei x, (2) >a), so giebt 
es eine obere Schranke H(xz,, 6) der positiven Werthe 0d < 2, — a von 
der Beschaffenheit, dass zwischen x, und x,—0 die innere Schwankung 
der Function den Werth 6 nicht erreicht. Zwischen x, und x,— H(a,,6) 
ist die innere Schwankung < 6. 

Ist 6 grésser, als die vordere und die hintere Schwingung bei 2, 
so kommen in gewisser Niihe bei 2 (von 2 selbst abgesehen) keine 
Springe >o vor. Wenn also im Intervall ab alle einseitigen 
Schwingungen <6 sind, so kinnen darin Spriinge > 6 nur in end- 
licher Anzahl vorkommen; denn sonst giibe es mindestens eine Stelle 
%y, in deren beliebiger Niihe y (unendlich viele) Spriinge > 6 macht. 
Sind insbesondere im Intervall ab alle einseitigen Schwingungen = 0 
(d. h. ist tiberall vorderer und hinterer Grenzwerth von y vorhanden), — 
z. B. wenn y von a bis b monoton ist, — so macht die Function nicht 
unendlich viele Spriinge, welche eine gegebene positive Grosse tibersteigen 
(vergl. unten Nr, 24). 

13. Wenn im Intervall ab alle einseitigen Schwingungen < 6 sind, 
so kann man das Intervall in eine endliche Anzahl von Abschnitten 
zerlegen, auf deren jedem die innere Schwankung < 6 ist. 

Beweis (vergl. Heine, Crelle’s Journal Bd, 74, 1872, 5. 188). 
Bildet man die Werthe a + V(a,6)=2,, x, + V(%,,6) = ,..., 
so ist in den Abschnitten az,, 7,7,,... die innere Schwankung < o. 
Diese Reihe bricht aber ab, und zwar mit 0b; denn wiire die Anzahl 
der Punkte ,z,... unendlich, ¢ ihre obere Schranke, so liige zwischen 
ce — H(c, 6) und c etwa 2, und es wire nicht bloss von 2,, bis %m4+1, 
sondern mindestens bis ¢ die innere Schwankung < 6. Schliesslich 
wird ndthigenfalls durch weitere geeignete Kinschaltung zwischen a 
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und 2,, z, und 2,... bewirkt, dass in keinem Abschnitt die innere 
Schwankung den Werth ¢ erreicht, — 

Ist im Punkte a der vordere und im Punkte x, der hintere Sprung 
<6, so kann man &, zwischen a und 2,, und &’ zwischen & und 2, 
so einschalten, dass auf den Strecken a&, und &’x, (selbstverstiindlich 
auch auf &,&) die Schwankung unter o bleibt. Daraus folgt: 

Wenn im Intervall ab alle Spriinge, oder wenigstens alle ein- 
seitigen Spriinge, kleiner als 6 sind, so kann man das Intervall in 
eine endliche Anzahl von Abschnitten zerlegen, auf deren jedem die 
Schwankung < ¢ ist. 


14. Wenn auf jeder Strecke des Intervalls ab die Schwankungen 
aller Theilstrecken eine untere Schranke < 6 besitzen, so sind die Spriinge 
<6 in dem Interval iiberalldicht verbreitet. Z. B. wenn auf jeder Strecke 
des Intervalls beliebig kleine Schwankungen vorkommen (also ins- 
besondere, wenn y von a@ bis b monoton ist), so sind in dem Intervall 
Stetigkeitsstellen in iiberalldichter Menge enthalten. 

Beweis (vergl. Hankel, Tiibinger Programm 1870, § 7, auch 
Mathem, Ann. Bd. 20, S. 90). Sind 2 und & Stellen im Intervall ab, 
s eine beliebige positive Zahl, so liegt auf der Strecke x§ eine Theil- 
strecke 2 &) (~@<%<& <§&) mit Schwankung < o6-+ s. Ebenso kann 
ich aus der Strecke x, & eine Theilstrecke x,& mit Schwankung 


<o+ =, aus «,&, eine Theilstrecke 2,& mit Schwankung < 6 + ‘ s 


herausschneiden u.s, f, An der oberen Schranke der Punkte a 2,2)... 
ist der Sprung <6, denn er iibersteigt keinen der Werthe o + s, 
ot by eo 28,:-.. 

Nach der Schlussbemerkung in Nr. 11 folgt hieraus: Wenn in 
dem Intervall ab die Stellen, wo eine einseitige Schwingung < ¢ ist, 
iiberalldicht liegen, so sind darin auch die Spriinge < 6 iiberalldicht 
verbreitet. Insbesondere (Dini a. a. 0. § 151): Eine Function, welche 
an einer iiberalldichten Menge von Stellen einen einseitigen Grenzwerth 
zuliisst, besitzt auch eine tiberalldichte Menge von Stetigkeitsstellen. 

15. In dem mehrfach angefiihrten Werke § 187(4) giebt Herr Dini 
einen Satz, wonach fiir eine Function, die an allen Stellen des Inter- 
valls ab einen hinteren (vorderen) Grenzwerth zuliisst, bei geeigneter 
Zerlegung des Intervalls in eine endliche Anzahl von Abschnitten, die 
Summe der Abschnitte, wo die innere Schwankung eine gegebene 
positive Zahl iibersteigt, hinter einer ebenfalls gegebenen Grosse zuriick- 
bleibt. Auf demselben Wege ergiebt sich jetzt mittels Nr. 14 der 
allgemeinere Satz: 

Wenn im Intervall ab alle hinteren (vorderen) Schwingungen < 6 
sind, so gerfillt das Intervall in eine endliche Anzahl von Abschnitten, 





142 M. Pascu. 


von denen die mit innerer Schwankung > 6 eine hinter der beliebig 
kleinen Grosse « zuriickbleibende Summe geben. 

Beweis (des ersten Falles). Nach Nr. 14 kommen Spriinge < 6 
in dem Intervall iiberalldicht vor. Man bezeichne mit 2, eine Stelle 


zwischen a und a-- =é mit Sprung <6, mit &, die Stelle x,-+ V(,, 6), 
mit xz, eine Stelle zwischen &, und &, + = é mit Sprung < 6, mit &, 


die Stelle z, + V(a,, 6) u.s.f. Dass die Reihe x, &, x, & ... abbricht, 
und zwar mit b, wird wie in Nr. 13 erkannt. In den Abschnitten 
&,&,, Z&,.-. ist die innere Schwankung < 6; diese werden néthigen- 
falls so zerlegt, dass die innere Schwankung iiberall unter o fiallt. 


Die tibrigen Abschnitte sind kleiner als bez. +e ie, .-+, folglich 


ihre Summe < é. 


IV. Inhalt einer Punktmenge. 


16. Es sei irgendwie eine auf der Strecke ab (a<b) gelegene 
Punktmenge definirt. Sind x und & beliebige Punkte der Strecke ab, 
so werde der Strecke x§ eine Zahl s(w&) zugeordnet, — 1 oder 0, je 
nachdem auf der Strecke x§ Punkte der betrachteten Menge liegen 
oder nicht. Wir zerlegen nun das Intervall ab auf beliebige Weise 
in eine endliche Anzahl von Abschnitten aa,, a,4,,..., Gnd und 
bilden die Summe 
S= (a, —a)s(aa,) + (a, — a,)8(a, a) ++ +++ (b —an-1) 8 (Gn—1 ’) <b—a, 
d. h. die Summe der Abschnitte, welche Punkte der gegebenen Menge 
enthalten. Die untere Schranke aller Werthe S ist eine endliche Zahl 
x > 0; sie stellt gleichsam die von der Punktmenge bedeckte Liinge 
dar und ist als Inhalt der Menge zu bezeichnen, da sie — wie aus 
dem Folgenden hervorgeht — der von Herrn G. Cantor Mathem. Ann. 
Bd. 23, 1884, 8. 473 ff. gegebenen Definition entspricht. 

Man kann niimlich 2 auch als den Grenzwerth auffassen, dem S 
zustrebt, wenn die Abschnitte aa,, a@,a,,..-, @—1b unendlich klein 
werden; d. h. wenn die Veriinderliche H alle positiven Werthe durch- 
liuft und jedem Werthe alle diejenigen S zugeordnet werden, in denen 
jene Abschnitte siimmtlich kleiner als H sind, so ist lim S = & fiir 
lim H = 0. Da diese Thatsache gewissen spiiter (Nr. 19 und 24) zu 
besprechenden analog ist, so mag die gemeinschaftliche Quelle der- 
selben hier dargelegt werden. 

17. Ist jeder Strecke x& des Intervalls ab eine Zahl s(x&) eu- 
geordnet, welche zwischen festen endlichen Schranken A< B eingeschlossen 
bleibt und nicht zunimmt (nicht abnimmt), wenn man x& durch eine 
Theilstrecke ersetzt, so haben die Werthe der Summe 
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S=(a,—a@) $(aa,)+ (@,—4,) 8 (4, A) +++ + (b— Gas) $(Gn—1b) 
eine endliche untere (obere) Schranke Z, und es ist zugleich 
Z=limS fir limH=0O. 

Beweis (des ersten Falles), Wird ¢ > 0 beliebig angenommen, 
so kann ich eine Theilung — etwa in n’ Abschnitte — herstellen, 
welche fiir die betrachtete Summe einen Werth S’ << 2+ 2 é liefert. 
Man hat dann: 


S <8’ +n H(B—A)< 24 58+4nH(B—A); 


denn eine Zunahme erfolgt bei dem Uebergang von S’ zu S nur, so 
oft zwischen zwei bei S aufeinanderfolgend benutzten Theilpunkten 
ein oder mehrere bei S’ benutzte fortfallen, und zwar ist jede solche 
Zunahme < H(B—A). Nimmt man adso H hinreichend klein, so 
wird S< T+a — 

Fiir den Fall der Nr. 19 hat Herr Darboux in seinem Mémoire 
sur les fonctions discontinues, Ann. de I’Ec. Norm., 2¢ Série, T. 4, 
1875 einen Beweis gegeben auf 8. 65—70, fiir den Fall der Nr. 16 
Herr Stolz, Mathem. Ann. Bd, 23, 1884, 8. 152ff. Der letztere Fall 
erscheint auch als besondere Anwendung des ersteren, wenn man eine 
Function einfiihrt, = 1 in jedem Punkte der obigen Punktmenge, 
sonst =. Vergl. noch die Citate in Nr. 19. 

Da A und B ungleich angenommen sind, so wird 2 nicht 
= B(b—a) bezw. A(b—a). 

18. Enthilt die in Nr. 16 betrachtete Punktmenge nur eine end- 
liche Anzahl von Punkten, so ist ihr Inhalt 2 —0; aber auch bei 
unendlicher Anzahl kann 2 =O werden. Nennt man 2 auch die 
Ausdehnung der Punktmenge, so kann man diese Menge bei 2>0 
als eine ausgedehnte, bei }—0 als eine unausge dehnte bezeichnen. 
Der erste Versuch einer derartigen Eintheilung fiir die Zwecke der 
Functionentheorie findet sich bei Hankel a. a.0.§ 7, Herr Harnack 
nennt die Punktmenge bei 2 > 0 linear, bei 2 =O discret: Dif- 
ferential- und Integralrechnung § 144, abweichend von der Bedeutung 
der ,,linearen Punktmenge“ nach Herrn G. Cantor: Crelle’s Journal 
Bd. 84, 1878, S. 248 und 257, Mathem. Ann. Bd. 15, 1879, 8.1. Herr 
du Bois-Reymond hat die Punktmenge bei 2 = 0 eine integrir- 
bare genannt: Functionentheorie I, 1882, 8. 189. 

Bei 2 = b — a ist die Punktmenge in dem Intervall iiberalldicht, 
und umgekehrt. Ueberhaupt ist jede auf einer Strecke des Intervalls 
tiberalldichte Menge ausgedehnt, uud wenn man es also mit einer 
unausgedehnten Menge zu thun hat, so liegt auf jeder Strecke des 
Intervalls ein von Punkten der Menge freier Theil, d. h. jede wnaus- 
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gedehnte Punktmenge ist (nach der Ausdrucksweise von Herrn du Bois- 
Reymond a. a. O. § 49) apantachisch. Aber die Umkehrung ist nicht 
richtig; vielmehr kann die Apantachie ebensowohl ausgedehnt, wie 
unausgedehnt sein (siche Harnack, Mathem. Ann. Bd. 19, 1882, S. 239; 
du Bois-Reymond a. a. O. § 51). 

Wenn auf der Strecke ab eine Apantachie gegeben ist, und man 
dehnt jede im Innern punktfreie Theilstrecke soweit als méglich aus, 
so bilden die Liingen der freien Theilstrecken eine convergente Reihe, 
deren Summe < b — a. 


V. Das bestimmte Integral. 

19. Bedeutet wieder, wie in III, y eine zwischen endlichen 
Schranken A, B verlaufende Function der Variablen x in dem end- 
lichen Intervall a < 2 <b, so gehdrt zu jeder Strecke x§ des Intervalls 
eine Zahl g(x&) als untere und eine Zahl /(x§) als obere Schranke 
aller Functionswerthe auf der Strecke 7&; die Differenz 


s(”&) = U(x&) — g(wé) > 0 
ist die Schwankung auf #§. Zerlegt man das Intervall ab in eine 


endliche Anzahl von Abschnitten aa,, a,a,,...-, Garb und bildet die 
Ausdriicke 


G = (a,— a) g(aa,) + (@,— 4a) g(@,a_) + + - > + (b—Gn-1) g (Gnd) 
< B(b—a), 
L = (a,—a) 1 (aay) + (a, — a) 1 (a, a2) + +> + (b—Gna) 1 (Gnd) 
; > A(b—a), 
S = (a,—a) s(aa,) + (a,—4@) 8(4, 4) + +++ + (b—Gy-1) 8 (Garb) 
; = L ——_ G, 
so besitzen die siimmtlichen Werthe, deren G fihig ist, eine endliche 
obere Schranke [, die Werthe Z eine endliche untere Schranke A, 
und die (nicht negative) Differenz A —T = & ist die untere Schranke 
der S. Man hat: 
A(b—a) << G<T<AKSL< B(b—a). 


Die in Nr. 17 angestellte Betrachtung lehrt nun sofort, dass [, A, 2 
zugleich die Grenzwerthe sind, denen resp. G, L, S zustreben, wenn 
die Abschnitte aa,, a,a,,... unendlich klein werden; d. h, es ist 


limG@=f, limL=A, lmS—~2 fir lim H=0, 


wenn man H einfiihrt wie in Nr.16. (Darboux a.a.0. 8.70; Thomae, 
Bestimmte Integrale 1875, 8. 12; du Bois-Reymond, Hist,-lit. Abth. 
der Zeitschr, f. Math. u. Phys., 20. Jahrgang 1875, 8. 123.) 
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Diese Grenzwerthe bleiben erhalten, wenn man die Werthe von y 
bet @a,a....@,-1b ganz oder theilweise ausser Betracht lisst. Denn 
wenn durch solche Fortlassung z. B. G in G,(=> G@) tibergeht, so ist 
die obere Schranke [, der G, sicher nicht < [; bedeutet ferner h die 
Linge des kleinsten Abschnittes bei einer Theilung, welche G, >, —« 


(e>0 beliebig) liefert, © eine Zahl zwischen 0 und +, und nimmt G 


dadurch, dass noch a-+ Oh, a, + Oh, a,+ Oh, ..., b— Oh ein- 
geschoben werden, den Werth G’ an, so ist 


G, — G < 2n0h(B— A) < 20(b—a) (B—A) 
und bei hinreichend kleinem 09: 
G,-G@<G,—(,-—~a, ",-—«<G@<f, 


also [, nicht >; mithin ist [ =, — lim G, u. s. w. 

20. Bisher war a < b vorausgesetzt. Nimmt man jedoch a > b 
und definirt G, Z,S wie oben, aber [ als untere Schranke der G, A 
als obere Schranke der ZL, so wird die (nicht positive) Differenz 
A—Vl=2 die obere Schranke der S, und f, A, & bleiben Grenz- 
werthe resp. von G, LZ, S fiir lim H=0O. Schreibt man in beiden 
Fillen statt T, A, 2 auch resp. [ (ab), A(ab), 2(ab), so diirfen wir 
iiberhaupt von den Gréssen [ (x7, x), A(ax), 2(%) x) sprechen, wo 2, 
und « beliebige Stellen des Intervalls ab bedeuten. Dabei miissen 
freilich zuniichst 2, und x verschiedene Werthe haben; allein da z. B. 
T(a,2) zwischen A(a—2,) und B(*—z,) liegt, so werden jene drei 
Ausdriicke mit 2 — 2, unendlich klein, und wir definiren ‘daher 
T (ax) = A(xx) = Z(xx)=—0. Es ist dann immer: 


2 (a7) = A(a,x) —T(ayx), F(x) +0 (ea) =O us. we 


Wird ¢ zwischen a und 6 eingeschoben, und werden nur solche 
Theilungen vorgenommen, bei denen c Theilpunkt ist, so zerfillt G 
in zwei Theile, welche fiir lim H = 0 den Grenzwerthen [ (ac), [ (ab) 
zustreben, und die Summe dieser Grenzwerthe ist lim G. Andrerseits 
fiihrt aber auch die so eingeschriinkte Werthmenge der G zu dem 
Grenzwerth [(ab). Mithin ist 


C(ab) =T(ac)+[(eb), F(ab) + F(be) +(ca)=0 
und allgemein 
C (ax) + 0 (xa,) + F(a, %) = 0, 


wie immer 2,2x, im Intervall ab ausgewihlt werden. Analoges gilt 
fir A und 2. 
Bei constantem a, sind demnach [(ax), A(% x), 2 (a x) ein- 
deutige, endliche und stetige Functionen von x; denn bei dem Ueber- 
Mathematische Annalen, XXX. 10 
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gange von x zu 2, wiichst z. B. [ (a) 2) um [f(x 2,), welches unendlich 
klein wird mit x, — 2. 

21. Versteht man unter 4(x&) eine beliebige Zahl aus der Folge 
von g(x&) bis 1(#&) und bildet die Summe 


w = (a,—a) y(aa,) + (a,—a,) n(a,a,) + +--+ (b —an—1) 4 (Gn), 


deren Werthe bei fester Theilung genau die Strecke von G bis L 
(also bei jeder Theilung mindestens die Strecke von [ bis A) stetig 
erfiillen, so ist zwar ein Grenzwerth von w fiir lim H = 0 im Allge- 
meinen nicht vorhanden; aber immer kann man bei a < b, bezw. 
a > b schreiben: 


T, bezw. A = lim inf w fiir lim H =0, 
A, bezw. [ = lim sup w fiir lim H=0O. 


Demnach ist das Zusammenfallen von f und A, d. i. Y= 0, die noth- 
wendige und hinreichende Bedingung der Existenz eines lim w fiir lim 
H=0, dessen Werth [=A jedoch nicht als untere oder obere Schranke 
der w erklirt werden kann. 

Um zu priifen, ob lim w existirt, geniigt es, irgend eine Reihe 
von Theilungen des Intervalls ab zu verfolgen, bei denen schliesslich 
alle Abschnitte beliebig klein werden; denn jede solche Reihe fiihrt zu 
lim G =f und lim L =A. Dagegen ist es nicht hinreichend, jedes- 
mal » aus der Strecke g/ in bestimmter Weise zu entnehmen; vielmehr 
kann bei solcher Beschriinkung ein Grenzwerth herauskommen, ohne 
dass die Gesammtheit der w einen Grenzwerth besitzt. Aber immer 
darf man sich auf die Werthe zwischen g und / beschriinken, oder 
auf die Functionswerthe im Innern des betreffenden Abschnitts. 

Im Fall 2 = 0 heisst [ das (bestimmte) Integral der Function y 
von =a bis x=b. Aus dieser Integrabilitiitsbedingung (Riemann, 
Ueber die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische 
Reihe 1854/67, § 5) folgt sofort: 

Die Integrabilitit bleibt bestehen, wenn man alle negativen (posi- 
tiven) Functionswerthe durch Null, oder wenn man alle Functions- 
werthe durch ihre absoluten Betriige ersetzt. 

22.*) Ist y integrirbar von a bis b, und von b bis c, so ist es 
auch integrirbar von a bis c. Denn dann ist 


2 (ac) = Z(ab) + X(be) u. s, w. 


Ist y integrirbar von a bis b, so ist es auch integrirbar in jedem 
Abschnitt a’b’ des Intervalls ab. Denn wenn etwa a<a <b’ <b, 
so enthilt die Gleichung 


*) Vergl. hierzu: Pasch a, a. O, S. 99f. 
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0 = Z(ab) = Z(aa’) + Z(a'’) + 2(0'b) 
keinen negativen Term, mithin ist Z(a'b’) = 0. 

Ist y integrirbar von a bis zu jedem x zwischen a und b, so ist 
es integrirbar von a bis 6. Denn fir diese x ist dann Z(ax) = 0; 
(ab) schliesst sich an die Werthe 2(az) stetig an (Nr. 20) und ist 
also ebenfalls = 0. 

23. Wenn daher y integrirbar ist auf jedem Abschnitt im Innern 
des Intervalls ab, so ist es integrirbar von a bis b. Allgemeiner: Wenn 
bei beliebiger Wahl der positiven Grisse « aus dem Intervall ab Ab- 
schnitte in endlicher Anzahl, aber mit einer Gesammiliinge < &, sich 
derart ausscheiden lassen, dass y in den tibrigen Abschnitten als inte- 
grabel erkannt wird, so ist y in dem ganzen Intervall integrabel. Denn 
bei jeder derartigen Theilung ist (a<b gedacht) 


(ab) = 2(aa,) + 2(a,a,) + +++ + Z(G), 
wo 2(aa,) < (a, —a) (B—A) u. 8s. w. und mithin die Summe der 
nicht verschwindenden Addenden < e(B— A); folglich ist (ab) =0. — 
Insbesondere: Hat man y als integrabel erkannt in jedem Abschnitt 
des Intervalls ab, der keinen Punkt einer gewissen unausgedehnten 
Menge (Nr. 18) enthilt, so ist y von a bis b integrabel. 

Nimmt y zwischen a und b nirgends ab (oder nirgends zu), so ist 
y von a bis b integrabel*) (Riemann a. a. O. § 6). Dann ist niimlich 
in jedem Abschnitt die Schwankung gleich der Differenz zwischen 
Endwerth und Anfangswerth der Function, folglich die Summe der 
Schwankungen auf aa,, a,a,,... gleich B—A, abs S< H(B—A), 
z= 0. 

Ist y stetig von x=—a bis x=b, so kann man y von a bis b 
integriren. Ueberhaupt: Wenn im Intervall ab die Unstetigkeitsstellen 
der Function y keine ausgedehnte Menge bilden, so ist y von a bis b 
integrirbar. Aber die Umkehrung ist nicht richtig (s. unten Nr. 24; 
Riemann’ sches Beispiel a. a. O. § 6); man kann nur behaupten: 

Auf jeder Strecke eines Intervalls, in welchem y sich integriren 
lisst, miissen beliebig kleine Schwankungen vorkommen; und mithin 
wegen Nr. 14: 

In jedem Intervall, in welchem y sich integriren lisst, miissen die 
Stetigkeitsstellen iiberalldicht liegen. (Siehe Hankel, Tiibinger Programm 
§ 7, auch Mathem. Ann. Bd. 20, 8. 90; du Bois-Reymond, Crelle’s 
Journal Bd. 79, 1875, 8. 27). 

24, Fir andre Zwecke, namentlich fiir die Untersuchung von 
Functionen mit einer iiberalldichten Menge von Unstetigkeitsstellen, 

*) Wenn also von a bis b die Differenzenquotienten der Function y min- 
destens eine endliche Schranke besitzen, so ist y von a bis b integrirbar (S. 137, 
erste Fussnote). 

10* 
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ist die — anscheinend complicirtere — Fassung vortheilhaft, in welche 
Riemann (a. a. O. § 5) die Integrabilititsbedingung 2—0 umgesetzt hat. 

Es sei 6 irgend eine positive Zahl und d, (x) =1 oder 0, je 
nachdem s(#&)>o oder <o. Die Abschnitte, in denen die Schwankung 
von y die Grosse 6 tibersteigt, geben dann die Summe (a < b gedacht) 


Do = (@, —@) dg (aa,) + (@,— a) do (4, Gy) + + +» + (6—Gn—-1) do (Gur), 


welche unter Umstiinden Null ist, z. B. immer bei o> B— A. Die 
untere Grenze A, aller Werthe, welche D, bei festem o annimmt, 
ist zugleich (Nr. 17) Grenzwerth von D, bei unendlicher Verkleinerung 
der Abschnitte aa,, @,a,,... und bleibt erhalten, wenn man die 
Werthe von y bei aa,a, .. . d»-1b ganz oder theilweise ausser Betracht 
lisst (Nr. 19). Da nun stets 


6D,<S<(B-—A)D, + 6(b—a—D,) < (B—A)D, + 6(b—a), 
so ist die Forderung 2 = 0 gleichwerthig mit der Forderung: 
A. = 0 fiir alle positiven o. 


Mittels dieser Form der Integrabilitiitsbedingung hat Herr Dini 
a, a. O. § 187 (4,5) den merkwiirdigen Satz abgeleitet: 

Wenn im Intervall ab die Stellen, wo y keinen hinteren (keinen 
vorderen) Grenzwerth zulisst, nur eine unausgedehnte Menge bilden, 
so kann man y von a bis 6 integriren. — Zufolge einer in Nr. 23 ge- 
machten Bemerkung wird dieser Satz auf den folgenden zuriickgefiihrt, 
dessen Begriindung in Nr. 15 enthalten ist: Die Function y lasst sich 
integriren in jedem Intervall, wo sie durchweg einen hinteren (vorderen) 
Grenzwerth besitet. — Insbesondere (Darboux a. a. O. S. 90): Wenn 
an allen Stellen des Intervalls vorderer und hinterer Grenzwerth von y 
existiren, so gestattet y die Integration. *) 

Mit denselben Hiilfsmitteln erlangt man aber auch den umfassen- 
deren Lehrsatz, dessen Umkehrung sofort einleuchtet: 

Wenn im Intervall ab fiir jedes 6 > 0 die Stellen, wo die hintere 
(vordere) Schwingung > 6 ist, eine unausgedehnie Menge bilden, so ist 
y von a bis b integrirbar. Denn bei beliebigem ¢ > 0 kann ich dann 
eine Theilung vornehmen, welche fiir die Abschnitte mit hinteren 


*) Auch hierher kann man den schon durch eine Bemerkung in Nr, 23 
erledigten Fall einer Function rechnen, fiir welche das Intervall in eine endliche 
Anzahl von Abschnitten derart zerfillt, dass y im Innern eines jeden sich nur in 
einerlei Sinn tindert (Riemann a, a. O. § 6); denn im Innern eines solchen Ab- 
schnitts ist iiberall vordere und hintere Grenze von y vorhanden. — Von den 
beiden Eigenschaften der Function f(#), welche Riemann dort auseinanderhilt, 
namlich dass tiberall f(w-+-0) und f(a—0) existirt, und dass fiir jedes positive o 
die Anzahl der Spriinge > endlich bleibt, folgt die zweite aus der ersten 
(Nr. 12). 
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(vorderen) Schwingungen > o eine Gesammtlinge < ie ergiebt; die 


iibrigen Abschnitte werden weiter zerlegt (Nr. 15) derart, dass die 
Gesammtlinge der Theile mit innerer Schwankung > 6+ wieder 
<> é ausfallt, wobei s > 0 beliebig; da bei solcher Theilung D,4,< 
wird, so ist Agi, = 0. — 

Zu den Anwendungen der zweiten Riemann’ schen Integrabilitits- 
bedingung gehért noch der Satz von Herrn du Bois-Reymond (Math. 
Ann. Bd. 16, 1880, 8. 112 und Bd. 20, 1882, S. 122): Sind m,, p.5.++) Pm 
in dem Intervall ab integrirbare Functionen von x, A; und B;(i=1, 2,...,m) 
die Schranken von g;, und die Function F(a,, 2, ..., Xm) endlich und 
stetig, so lange A; < x; < B; fiir alle i, dann ist die Function 


Y = EG, Poy + + +) Pm) 
von x=a bis x=—b integrirbar. Fir jedes s >0 geben die Ab- 
schnitte, wo eine der Functionen » um mehr als s schwankt, eine be- 
liebig kleine Summe D,’; zu jedem 6 >0 gehért aber ein Werth s>0 
derart, dass in denjenigen Abschnitten, wo die Schwankungen der » 
nicht iiber s steigen, die Schwankung von y héchstens o betragen 
kann, dass also D, < D,; folglich ist immer A, = 0. 

25. Im Vorstehenden hat sich der Uebergang von der Betrachtung 
der Schwankungen zu der der Spriinge und Schwingungen schon voll- 
zogen, Hankel hat (Tiibinger Programm §§ 7. 8, auch Mathem. Ann. 
Bd, 20, 8. 87 ff.) die Ueberfiihrung der Integrabilititsbedingung in eine 
dritte, diesem Uebergang entsprechende’ Form angestrebt; in ihrer 
richtigen Fassung (siehe Harnack, Diff.- und Int.-Rechnung 8. 262; 
du Bois-Reymond, Functionentheorie I, 8. 189) lautet die dritte 
Form der Integrabilitétsbedingung: 

Damit die Function y von « = a bis x = b integrirt werden 
kénne, ist nothwendig und hinreichend, dass fiir jede positive 
Zahl o die Stellen mit Spriingen >o in dem Intervall eine 
unausgedehnte Menge bilden. 

Dass diese Forderung nothwendig ist, sieht man unmittelbar; ies 
sie hinreicht, bildet einen speciellen Fall des vorletzten Satzes der 
vorigen Nummer und wiirde direct in analoger Weise, aber mittels 
Nr. 13 statt 15, bewiesen werden. 

26. Die in Nr. 19 eingefiihrten Gréssen [ und A sind vorhanden, 
gleichviel ob die Function y in dem Intervall ab integrabel ist oder 
nicht. Sie spielen béi der Frage nach dem Integral von y zwischen 
den Grenzen a und b die niimliche Rolle, wie untere und obere Grenze 
bei der Frage nach dem Grenzwerthe einer Function (Nr. 21). Man 
kann diese Analogie dadurch zum Ausdruck bringen, dass man [ und 
A etwa das untere, bezw. obere Integral nennt und schreibt: 
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6 b 
- + 
c= fyae, A= fuac, 


wobei allerdings im Falle a > b die Analogie nicht genau befolgt ist. 

Unter Anwendung dieser Benennungen erértern wir die Frage: 
Welche Bedingung ist nothwendig und hinreichend, damit das von 
a bis « (a<u<b oder b< x < a) erstreckte untere (obere) Integral 
der Function y identisch (d. h. fiir alle diese x) verschwindet? Das 
Vorhandensein von nicht identisch verschwindenden Functionen dieser 
Art folgt schon daraus, dass gewisse Functionen, die nicht iberall 
Null sind, iiberhaupt oder in geeigneten Intervallen identisch ver- 
schwindende Integrale liefern, wie Herr Thomae a.a. O.§20 gezeigt hat. 

In dem ersten der zu behandelnden Fille ist das auf irgend einen 
Theil der Strecke ab beziigliche untere Integral = 0, daher auf keiner 
Theilstrecke die untere Schranke der Functionswerthe positiv. Die 
etwa vorkommenden negativen Functionswerthe sind einer Beschriinkung 
unterworfen. Fiir jedes postive 6 ist nimlich (a <b gedacht) G<—el,, 
wenn J, bei der betreffenden Kintheilung der Strecke ab die Summe 
der Abschnitte bedeutet, wo y <—o werden kann; folglich ist lim 1, —0 
fir lim H=—0O, d. h. die Stellen mit y<—o bilden eine unaus- 
gedehnte Menge. — Umgekehrt: Wenn auf ab durchweg g(x§) <0 
und lim J, = 0 fiir jedes positive 6, so ist A <0 und 


0>G> Al, — 6(b—a-—l,) > Al, — 6(b—a) 
und mithin bei festem oe: 
0>f >— o(b—a), 


d. h. es ist [ =O, das untere Integral auf ab verschwindet, ebenso 
das auf der Strecke az. Diese Voraussetzungen sind z. B. in beliebigem 
Intervall erfiillt, wenn man y=1 nimmt fiir alle irrationalen x und fiir 


z=0(, dagegen y = —7 fiir jedes rationale x =i, wobei p und g 


relativ prim gedacht werden, und zwar q positiv; vergl. das erste der 
soeben angezogenen Beispiele des Herrn Thomae. 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass das 
untere (obere) Integral auf jeder Strecke des Intervalls ab den Werth 
Null annimmt, l\autet demnach: Auf jeder Strecke muss die untere 
(obere) Schranke der Functionswerthe <0 (>0) ausfallen, zugleich 
miissen fiir jedes 6 > 0 die Stellen mit y << — 6 (y>6) eine unaus- 
gedehnte Menge bilden. 

27. Wenn auf einer Strecke des Intervalls ab die obere Schranke 
der y negativ ausfillt, etwa — — s, so erscheinen fiir 0 << 6 < s die 
Stellen mit y < —o in ausgedehnter Menge. Wenn also fiir jedes 


j 





Zur Functionentheorie. 151 


6 > Odie Stellen mit y << — 6 (mit y>'o) sich auf eine ausdehnungs- 
lose Menge beschriinken, so ist die obere (untere) Schranke auf jeder 
Theilstrecke > 0 (<0). 

Bei den vorhin betrachteten Functionen, fiir welche entweder 


re +f 
uae oder [uae 


identisch verschwindet, ist daher 
g(xé) <9 < Was) 
auf jeder Strecke x& des Intervalls ab und mithin 


— + 
limy<O<limy und -limy<O0<tlimy 


an jeder Stelle des Intervalls. Daraus folgt: Ueberall, wo bei einer 
derartigen Function eine Grenze oder eine einseitige Grenze auftritt, 
ist der Grenzwerth = 0; und insbesondere: Ueberall, wo die Function 
stetig oder einseitig stetig ist, besitzt sie den Werth Null. 

28. Aus der Bemerkung am Anfang der vorigen Nummer ergiebt 
sich die nothwendige und hinreichende Bedingung daftir , dass die Func- 
tion y von a bis b integrabel ist und 


A »A + *. 
Jyaz=0, d. i. yar = fyaz =o, 


nimlich: Fiir jedes o > 0 miissen die Stellen mit absy > 6 eine 
unausgedehnte Menye bilden.*) 

Kine derartige Function besitzt Stetigkeitsstellen in iiberalldichter 
Menge (Nr. 23) und wird jedenfalls an diesen Stellen — 0 (Nr. 27); 
sie verschwindet demnach in einer tiberalldichten Menge von Punkten 
des Intervalls und kann auch definirt werden als eine Function, welche 
auf ab Integration zuliisst und in iiberalldichten Punkten verschwindet.**) 
Im Anschluss an eine von Herrn Harnack (Mathem. Ann. Bd. 24, 1884, 
8. 218) angewendete Ausdrucksweise kann man die Function eine auf 
der Strecke ab im Allgemeinen verschwindende nennen. 

Die Function behilt diesen Charakter, wenn man ihre Werthe 
durch die absoluten Betriige, oder wenn man die negativen (positiven) 


*) Dass zwei integrirbare Functionen, welche fiir jedes c >0 nur in einer 
unausgedehnten Punktmenge um mehr als o differiren, dasselbe Integral liefern, 
hat Herr Harnack ausgesprochen: Mathem. Ann. Bd. 19, 1882, 8, 243, 

**) §. die Bemerkung von Herrn Dini a. a. O. 8. 261f., wonach zwei inte- 
grirbare Functionen, welche in einer iiberalldichten Punktmenge iibereinstimmen, 
dasselbe Integral liefern, und die Umkehrung daselbst S. 264. 
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Werthe durch Null ersetzt; sie ist die Differenz zweier im Allgemeinen 
verschwindenden, nirgends negativen Functionen. Bei einer im All- 
gemeinen verschwindenden, aber nirgends negativen Function sind an 
jeder Stelle die einseitigen unteren Grenzen = 0. 

Verschwindet das von a bis } erstreckte obere (untere) Integral 
einer dort nirgends negativen (positiven) Function, so ist die Function 
eine auf ab im Allgemeinen verschwindende. Denn z. B. im ersten 
Falle ist auch A(x&) = 0, weiter g(w&) = 0, [(x&) = 0. 

29.*) Wenn man die Function y von a bis b integriren kann, so 
entsteht von x =a bis « = b eine nach Nr. 20 endliche und stetige 


Integralfunction 
Jy dz= wu. 


Aber y braucht schon deshalb keineswegs aus « durch Differentiation 
hervorzugehen, weil man zu y irgend eine von a bis b im Allgemeinen 
verschwindende Function addiren darf, ohne « zu dndern. Nur die 
Beziehungen : 


- + 
lim y << D-u< Dtu<ilimy, 
lim y < ~Du<+t+Du < tim y 


gelten jedenfalls in dem ganzen Intervall; aus ihnen folgt: Ueberall, 


+ : , oe aa , 
wo lim y oder tlim y oder lim y existirt, ist auch Diu, bezw. tDu, 


oder Du vorhanden und zwar 


+ 
Dtu=limy, bezw. tDu=—tlimy, oder Du=limy. 


Insbesondere ist « an den iiberalldicht vertheilten Stetigkeitsstellen von 
y differentiirbar und giebt dort: Du = y. 

Folglich existirt jedenfalls eine iiberalldichte Punktmenge, wo « 
differentiirbar und Du = y ist. Daneben aber kann in einer iiberall- 
dichten Punktmenge die Derivirte fehlen; so sind schon bei dem Rie- 
mann’schen Beispiel (a. a. O. § 6) fiir alle rationalen « mit geradem 
Nenner vordere und hintere Ableitung zwar vorhanden, aber von ver- 
schiedener Grésse. 

Alle Differenzenquotienten der Function « in dem Intervall ab 
liegen zwischen endlichen Schranken, nimlich in dem Intervall AB 
oder in einem Theile desselben. Alle Differenzenquotienten und mithin 
(vergl. Nr. 7) alle Derivirten von « auf einer Strecke x— sind Werthe 


*) Vergl. hierzu Thomae a. a. O. § 23; Dini a. a, O. §§ 192, 193, 197; 
Harnack, Diff.- und Int.-Rechn, § 147, Mathem. Ann, Bd. 19, 1882, S. 243f,; 
Pasch a. a, O. S. 101. 
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n(cé) im Sinne von Nr. 21. Folglich lésst jede der vier Derivirten von 
u sich auf ab integriren und liefert zwischen den Grenzen a und x 
dieselbe Integralfunction u, wie y; sie differirt also von y nur um eine 
im Allgemeinen verschwindende Function. 

Da bestiindig y— A>0O undy — B<0, so sind die Functionen 
u — Az, u — Ba wachsend, bezw. abnehmend monoton; die Integral- 
function zerlegt sich daher in monotone Componenten: Ax und u— Az, 
oder Bx und u— Bz, in Uebereinstimmung mit Nr. 7 (dritte Fussnote). 

30. Im Vorstehenden hatte sich die endliche und stetige Function 
u durch Integration einer Function ergeben. Nehmen wir aber jetzt 
in dem Intervall ab irgend eine endliche Function F(x), deren Dif- 
ferenzenquotienten sich zwischen endlichen Schranken bewegen, und 
die mithin durchweg Stetigkeit besitzt (Nr. 6). Welche der vier 
Derivirten von F(z) man auch unter y verstehen mag, immer wird 
nach Nr, 8: 


F o— 


g(xé) <- 7 < h(a). 


Da nun die Differenz /(b) — F(a) in der Form 


gn a) HF 4 (@, a,) Po - Fa), 


Ag — ay 
F(b)—F a 
+ (b — Gy-1) —— —- a 1) 


geschrieben werden kann, so kommt fiir a < Db: 
G< F(b)— F(a)< ZL, [< F(b)—Fa<a. 


Nach Nr. 8 ist aber der Werth von g(w&) fir alle vier Ableitungen 
derselbe, ebenso der von h(x&); folglich fiihrt jede Ableitung zu den 
niimlichen beiden Werthen von [ und A, d. h.: 

Wenn in dem Intervall ab die Differenzenquotienten der Function 
F(x) sich zwischén endliche Schranken einschliessen lassen, so. liefern 
die vier Derivirten auf ab dasselbe untere und dasselbe obere Integral; 
zwischen diesen beiden Werthen liegt die Differenz F(b) — F(a) oder 
fallt mit einem derselben zusammen. 

Die Voraussetzung beziiglich der Differenzenquotienten ist erfiillt, 
wenn /'(x) endlich und stetig und eine der vier Ableitungen in dem 
hier festgehaltenen Sinne integrirbar ist (also nach der vorigen Nummer 
insbesondere dann, wenn /'(x) als Integralfunction entstanden ist). 
Dann aber wird 

[=A = F(b) — F(a), d. h: 


Wenn auf: ab die Function F(x) endlich und stetig wnd eine ihrer 
Ableitungen integrirbar ist, so sind alle Ableitungen von F(a) auf ab 
10** 
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integrirbar und liefern einen und denselben Integralwerth, mniimlich 
F(b) — F(a); und es entsteht daher F(x) — F(a), wenn man irgend 
eine Ableitung von a bis x integrirt. Diesen ,, Fundamentalsatz der 
Integralrechnung“ hat du Bois-Reymond zuerst in den Miinchener 
Abhandlungen Bd. 12, 1. Abth., 1876, 8. 161 ff., dann in den Mathem, 
Ann. Bd. 16, 1880, 8. 115 ff., ferner Dini a. a. O. § 198 bewiesen. 
Vergl. auch Harnack: Mathem. Ann. Bd. 19, 1882, 8. 244f. und die 
Erweiterungen in Bd. 24, 1884, 8, 232—237. 


Giessen, Mirz 1887. 





Quelques remarques sur la théorie des potentiels multiformes. 
Par 
P. Appetit. & Paris. 


(Extrait d’une lettre adressée & Mr. F. Klein.) 


Dans une conversation que nous avons eue récemment a Paris, 
vous m’avez parlé de l’intention ot vous étiez d’étudier les fonctions 
de trois variables réelles 2, y, 2 vérifiant l’équation AV =O et 
analogues & la partie réelle d’une fonction algébrique de x + yi; ces 
fonctions ont, en un point de l’espace, plusieurs déterminations qui 
s’échangent entre elles lorsque le point (2, y, 2) décrit des courbes 
fermées entourant certaines lignes singuliéres, J’espere que vous verrez 
avec intérét exemple suivant qui me parait le plus simple aprés ceux 
qui se tirent immédiatement de la théorie des fonctions d’une variable 
imaginaire. 

La fonction 

ee ae p nae ne Sle oe 9 
Via—aP+(y—pY+e—y)®  Vie—e’+ (y— 6+ @-7'? 


vérifie l’équation 


OF a 52 4 2 4 emt 


oa? oy? as 
quelles que soient les constantes A, A’, «, B, y, @’, B', y. Si ces con- 
stantes sont réelles, cette fonction est uniforme et devient infinie aux 
deux poles (a, B, y) et (a’, 6’, y’). Si, au contraire, on donne aux con- 
stantes A, a, 8, y des valeurs imaginaires 

A=A+t+pi, aema+ai, B=)4+Vi, y=o+eci 
et aux constantes A’, a’, 6’, y’ les valeurs imaginaires conjuguées, la 
fonction F(x, y, 2) reste réelle mais cesse d’étre uniforme et admet 
pour ligne singulitre un cercle. 

En effet, si l’on pose 


S = (v—a} + (y—b)? + (@—0) — a’? — 2? —e?, 


P= 2a (w—a) + 20'(y—b) + 2c (e—0), 
a ‘ 
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F(z, Y, 2) = A+ ot + A— ut 


Vs—Pi ' VS+Pi 
ce qui montre que la fonction / a pour ligne singuliére le cercle 
représenté par les deux équations 
S=0, P=0 
dont la premiére représente une sphére et la deuxiéme un plan passant 
par le centre de la sphére. 

Soit M, un point de l'espace et F, une des déterminations de la 
fonction F' en ce point: imaginons une courbe fermée C partant de 
M, et revenant 4 M, et suivons par continuité la variation de F le 
long de cette courbe: alors 

1°, Si la courbe C peut par déformation continue et sans rencontre 
avec le cercle singulier étre réduite & une courbe infiniment petite allant 
de M, a M,, la valeur finale de la fonction F' en M, sera égale a 
la valeur initiale F); 

2°. Dans le cas contraire cette valeur finale sera -++ J; par 
exemple, si la courbe C traverse une premiere fois le plan P == 0 dans 
Vintérieur du cercle singulier, puis une seconde fois a l'extérieur de 
ce cercle, la valeur finale de fF’ sera — F,. 

Pour démontrer ces propositions, il suffit de remarquer que, lorsque 
le point M(x, y,2) décrit la courbe C, le point représentatif de la 
quantité imaginaire S + Pi par rapport & deux axes rectangulaires 
QS et QP décrit une courbe fermée qui, dans le premier cas, ne 
contient pas l’origine Q et qui, dans le second cas, tourne une ou 
plusieurs fois autour de cette origine. 

Remarque. On peut, par un procédé analogue au _ précédent, 
déduire de toute fonction réelle (2, y, 2) vérifiant l’équation AD—0, 
d'autres fonctions réelles vérifiant la méme équation. Pour cela, si 
la fonction ® contient certains paramétres constants, on attribuera 
& ces paramétres des valeurs imaginaires et on formera la combinaison 

AV(xz, y, 2) + A, O(a, y, 2) 
®, étant la fonction conjuguée de ® et A, une constante imaginaire 
conjuguée de A. On pourra, par exemple, appliquer ces considérations 
i la fonction Z(a,y, 2) que nous avons définie dans le Tome IV des 
Acta Mathematica. 


Paris le 26. avril 1887. 

















Ueber die Darstellung der hypergeometrischen Reihe durch 
ein bestimmtes Integral. 


Von 


Paut ScHAFHEITLIN in Berlin. 


Schon seit Euler ist es bekannt, dass die hypergeometrische Reihe 
bis auf einen constanten Factor dargestellt werden kann durch das 
Integral 


Jur — u)r-*1(1 — vu) du, 


Es diirfte vielleicht nicht ohne Interesse sein, eine von dieser 
vollig verschiedene Integraldarstellung mitzutheilen. Diese neue Dar- 
stellung enthiilt unter dem Integrationszeichen Bessel’sche Functionen 
und wihrend obige Darstellung giltig ist fiir alle Werthe von x mit 
Ausnahme der auf der reellen Axe zwischen 1 und oo liegenden, wird 
die neue Darstellung sich beschriinken auf Punkte der reellen Axe. 

Um nachher den Gang der Entwickelungen nicht zu unterbrechen, 
soll zuerst ein Hilfsintegral abgeleitet werden. 

Bezeichnet man die Bessel’sche Function n' Ordnung mit J*(z), 
so ist: 


wla - 


(1) J*(2) = 


n 
x . 
i? eae cos(z cos @) sin®** ada, 
5d 2"—'TT 
0 


sobald » > — ; - Durch partielle Integration folgt: 


ela 


n—1 
J"(z) = oe = sin (2 cos @) sin’*—*@ cos a da, 


Vx 2"? 11 (n 7) 
0 


Dividirt man diese Gleichung durch 2*-*+' und integrirt alsdann 
nach z von 0 bis oo, so wird das entstehende Integral 
Mathematische Annalen, XXX. 11 
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(x) 
f Zora 


0 


einen endlichen Werth besitzen, sobald x > 0 (wegen der unteren 
Grenze) und x < 2 +m (wegen der oberen Grenze); die Ermittelung 


des Integrales geschieht durch Umkehrung der Integrationsordnung 
auf der rechten Seite. Hs ist: 


ao 


‘ J” (x) 
(2) J scat daz 


0 


@o 
cos @ sin & COs @) 
= apts ade a da. 
gy Va a 


Das innere Integral hat nur dann einen endlichen Werth, wenn 


O<x<2 mit Ausschluss der Grenzen. Unter dieser Annahme be- 
hilt es auch fiir @—— eine Bedeutung; denn es ist, wie aus der 


2 


Theorie der Euler’schen Integrale bekannt ist: 


* cos @ sin (# Cos w a y 
f “5 ) dz = Th (* — 2) > sin ——— 9% + COS*-* @. 
—s ; 
e. 


Somit geht (2) iiber in: 


rola 


@ 


I” (2) TT(x — 2) sin -™ — x 
(3) sy dz = ae ET a sin?"-2@ cos*-* @ do. 
: »*VaT1(n—2) 
0 


0 
Das in (3) vorkommende Integral ist ein Euler’sches erster Gattung 
und man erhilt, sobald » > > 








y Ee ont 
J*(e) T(x — 2) 5 — —*) sin = QT mn 
n—x-+1 di= ? (0 <s< 2). 
x 2" Va TT ~~ 
0 
Nun ist: 
sin = Fs 4 — 
2 _ a Vax 
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ro. Vx T(x — 2) 
[Bt ely 
0 


Ferner ist nach einem bekannten Gauss’schen Theorem: 


ve MEG) 


2°-* h(x — 2) 


Also: 











Somit ergiebt sich schliesslich: 


an TT n> 4 
(4) coat Ae = Sm oe 
x on—x+! TT aay O <“e< 2 


0 





Die untere Grenze von » kann hierin bis auf — & herabgesetzt 
werden. Niimlich aus den bekannten Formeln: 


(5a) 2 J* (x) = J*1(x) + J*H(c), 
(5b) 2 sf) = J*™1(x) — J+ (zx) 


folgen die beiden anderen: 


(62) ao FC) _ ge Jo-1(x), 
on aa" FO). _ ge Jutt(x), 


Vermége (6a) erhiilt man: 


Cc) «© : 
7 n—1 : a” J .) 
[2 ie. | da = l° ee dz 
: . x ; a* 
0 


-( ro | + (2n — nfs —*) dz, 


0 


Ist OS x<n+ a, so verschwindet die Klammer und man er- 
hiilt vermittelst (4): 


eg 


mo m1(” -1) : n> + ; 
a * 2" T1(n— a O<% <2 resp, n+ 


v 
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oder bei Vertauschung von » — 1 mit n: 


J” («) (3-1) n>—> 
n—x1 dx = — CS eer a 3 
& Perr n—~) O<e<2 resp. n+— 


0 


Durch nochmalige Anwendung dieses Verfahrens ergiebt sich: 


‘> 
O<%x<2 resp. n+. 
Kleiner darf, wegen der Beschriinkung von x, » nicht sein. Auch 


die obere Grenze von ~ lisst sich genauer feststellen. Durch An- 
wendung von (6b) folgt: 


n+1 ny m( 
STE som [ BO +0 f 28, 00 
x 
0 


Die Klammer verschwindet, sobald 0 < x < n+ - folglich: 


9? 
“ 


2 


Ie) a = "G ) 
a* —— a5)’ O<" <2 resp. n+ 


0 


Setzt man » an Stelle von n+ 1 und x — 2 an Stelle von x, 
so folgt: 


1 


n>-—-> 


2<*x<4 resp. n+— 





Da nun (4) auch fiir x — 2 giltig ist, wie unmittelbar aus (6b) 
erhellt, so folgt: 


‘a 3 
(8) 4 4g — mG) reals 
_ 2" eH Ty it (n—*) ' O<x<4 resp. n> 
0 


Durch wiederholte Anwendung desselben Verfahrens erhalt man schliess- 
lich die Formel: 
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n TT = —1) i> Z 
(9) JO) da = - es G ah? | 8 
« 2-41 1(n—*) O<ucn+ > 
0 


Diese Formel ist fiir ein ganzes m schon von Herrn H. Weber*) 
gefunden worden. 

Nunmehr schreiten wir zur eigentlichen Aufgabe dieser Arbeit. 
Ks sei: 





is) 


(10) 9) = / Hosen i 
0 


so ist: 


, i J" (x2) Od” (xs) 
yp (2) —_ af: a -] x On dz, 


0 


oe) =f GO PEE ae 


2 7] a 





\ 


Damit die Integrale in (10) und (11) nicht sinnlos sind, miissen 
die Bedingungen erfillt sein: 


(11a) Loacutvtl. 


Bei Benutzung der bekannten Bessel’schen Differentialgleichung 
erhailt man aus (10) und (11): 


¢ v , v Wh Sad 
(2) 9" @)+790-FeO=- f ole da. 
0 


Aus (11) ergiebt sich ferner durch partielle Integration: 


4 
7 F i—t1 1 J” oJ" ( 
(13) g(2) = —— 9) - f an oe © az, 


0 


” (A —1 1—2 
(14) g" (#) = C= NE—® (6) 


1 [-J*(ae) f see) 20a—2) a *(@) 
+ 2 { #a-i0) ~~ ee dx. 
0 


Aus (13) und (14) folgt: 


*) Crelle, Journal f M. Bd. 69, pag. 231. 
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(15) a?p"(2) — (24 — B)eq'(2) + {(4 — 1)? — *} of) 


ao 


Me ¥ 
john J LOT gy. 
x 


0 
Aus (12) und (15) erhailt man nun: 
(16) 2? — 1) p(e) — #{(24 — 3) + 1 ge) 
+ {((4— 1)? — a] f+ v*} gle) =0. 
Setzt man: 
(17) p(2) = 2" H(z), 


so ergiebt sich aus (16): 
(18) 2%(? — 1) ¥" (2) + 2{(Qv — 24 + 3) a? — (2 4 1)} (2) 
+ {v(v — 244 2) + (A — 1)? — wh et v(2) = 0. 
Setzt man ferner: 
(19) 2? = €, 
so folgt aus (18): 
(20) G(€ — 1) w'(E) + {(v —4+2)8—(v+ I} wh) 


an NSSES She 8t-9 v(t) =9. 





Setzt man: 
e=a— B, 
yany—l, 
Aumy a — 6B, 
so geht (20) iiber in die bekannte hypergeometrische Differential- 
gleichung. Bezeichnet man somit: 
(21) 2 Fy ee dx 
0 
mit g(«, B, y, 2), so erhilt man mit Riicksicht auf (17), (19) 
und (20): 
(22) p(a, B, , 2) = As F(a, B, ?, 2”) 
+ Bay F(a —y+1, B—y+1, 2—y», #); 
hierin bedeuten A und B noch niher zu bestimmende Constanten. 
Die Bedingungsgleichung (11a) geht tiber in 
(23) y—a—B—1>0 und «e>0. 
Ausserdem darf weder a— 6 noch y — 1 eine negative ganze 


Zahl sein. Um zur Bestimmung von A und B zu gelangen, gelte 
folgendes: 






















tial- 


(19) 


nten. 
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In der Reihenentwickelung von J"(x) bezeichne man die nach 
Abtrenuung des ersten Gliedes verbleibende Reihe mit H*(x); es wird 
alsdann H(z) mit der (m + 2)'" Potenz von « beginnen. 

Dann ist 


co 


ay gers-l Jo-B (x) dx 


 : 
2 Ty — 1) 


gee y—1 
+ fe Oeeap de 
0 


vorausgesetzt, dass das erste Integral einen endlichen Werth besitzt. 
Unter dieser Annahme ist nach (9): 





9 (a, B, 14) 2) = 





2-1 TT (« — 1) 


, J°8 (x) HY (we 
(24) 9(@,B,y,2) = rT ) ee 


B) TT(y — 1) . at—*—8 








dz. 


Setzt man fiir die linke Seite dieser Gleichang den aus (22) 
folgenden Werth, dividirt dann durch 2’—' und setzt alsdann z = 0, 
so verschwindet wegen der obigen Bemerkung iiber H"(x) das Integral 
auf der rechten Seite, Ist » >1, so sieht man, dass dann B den 
Werth Null hat; auch fiir y=1 muss B Null gesetzt werden, weil 
dann die zweite Lésung der Differentialgleichung logarithmisch un- 
endlich wird. Somit ergiebt sich fiir kleine Werthe von ¢: 


6 TT ar. heel 
25) 9B 8) = Sma H GD Ee Bs mH 


vorausgesetzt dass (nach (9)): 
26) atp< 4, p—a<= und y>1. 

Von diesen beschriinkenden Bedingungen kann man sich indess 
befreien. Es ist: 


. D hoeetd gt 1 
(27) 9(«, By») = -f ry ee ae 


‘ Jo b+ (wy JT! (we) 
(28) p(@+1, 8, r)= peace Esa 29) ax. 


0 


Hieraus folgt mit Hilfe von (5a): 





* ya—8-1/, JY Rv. ) 
2) +A) 9—— eta f Ae ae. 
v 
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Aehnlich folgt: 


* e-B(@) J¥ (x2) 


(30) 2(y — 1) 9p — eg(y — 1) = f ——¥ dx. 
0 





ay 


Aus (30) folgt vermége (5b): 


i 
(y—1)9—2 9 — n=—f AO. . 2 {F141 (a2)} de 
0 


g¥—e—P-1 
[ J** (a) Fm] [ (y —@ —B—1)F* F(a) JI'(e2) 
=> | ————————_, _ -- — —-—_—_—_——-—-—- (ZY 
gt —2—-P-1 a at 2-8 
0 
1 Jt (wz) { J2-P—! (g) — J2- FH (a) } 
+- fe (( . da 


0 


Da wegen (23) die Klammer verschwindet, so erhailt man mit Riick- 
sicht von (27), (28), (29): 


(31) 2(y—a—1) y(a, B, 7) + p(@+1, B, x) — 2p(«, B, y—1) =0. 
Analog ergiebt sich: 


(32) 2(y—B—1) 9(@, B, vy) — pa, B+ 1, 7) — eg(a, B, y--1) = 0. 
Denselben beiden Gleichungen geniigt die Function 


Ne-!) iF 2 
ate? Tt(— B) TI(y — §) a F(a, B, 14) & ), 


wie aus zwei bekannten Gauss’schen Formeln*) sich ergiebt. In (25) 
kann «, das positiv sein muss, willkiirlich gewaihlt werden. Dann 
werden B und y beschriinkt wie aus (26) folgt, durch die Bedingungen: 


B<>—a, y>l. 


Formel (31) hebt aber die Beschriinkung von y und (32) die von 
B auf. 

Ferner musste im Verlauf des Beweises angenommen werden, dass 
y—a—B—1> 0; sonst lisst sich nimlich m nicht zweimal nach 
 differenziren. Das Integral g selbst bleibt aber endlich, sobald nur 
y—a—B-+1>0; es lisst sich zeigen, dass auch hierfiir noch 
(25) bestehen bleibt. 

Man dividire (25) durch 2’! und differenzire unter Anwendung 
von (6b), so folgt: 


*) Gauss, Disq. circa ser. inf. ete. formula 5, 12, Werke III, pag. 130. 
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fFyegera iii TW@—t) py F(a, By, 2) 


gee “2-8 TH (— 8) Ty — 1) és 
(y—a—-B—1>0). 
Nach der Formel 


1F'(e, Vs P 
$e ft a “e Fie +1, B+1, y+ 1, 2) 


ergiebt sich aus obiger Formel: 


* J2-B (xn) JY (2) 1 
—apa 


TT (a) 


== : fu & l 1, 2 
qv—e—F—! TH 6 - 1) TT (y) wFe+, B+1,y+1, #), 


(y—a—B—1>0), 
oder wenn a, 6, y an Stelle von a+ 1, B+ 1, y+ 1 gesetzt wird: 


a 


* 7a—B y—-1 
[= (2) IT (#2) ay 
‘ at—*-B 


om (a oe ——s 2 a tee 0 
Qy—-2—p m(— 6) T(y ae! 1) a F(a, B, va) < )» (y a B > ). 


Durch nochmalige Anwendung desselben Verfahrens erhiilt man schliess- 
lich fiir kleine Werthe von 2: ' 


ao 


JOP (a) JI *(ws) a Te—1) ag : 
aa) f a) di= oY =F TB) My — 1) a! F(a, By, 2"), 





0 
(a >0; y—a—B+1>0; weder a—fP noch y—1 negativ 
ganzzahlig). 

Fiir 2 =: 0 und y =1 bleibt (33) nur giltig, sofern a+p<s- 


Wie schon erwihnt gilt (33) in der Umgebung des Nullpunktes; 
es ist noch zu untersuchen, wie der Werth des betrachteten Integrales 
sich iiber den Punkt ¢ = 1 hinaus fortsetzt. 

Ist ¢ >1, so setze man 


und man erhilt: 


a 


Jeb (@) JI*(2) 
(2) = f = z—— dz. ($< 1). 


0 
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Man substituire unter der Voraussetzung § > 0, 


E = - 

so folgt: 
1 LIAB TAPED) 
10) — aaa ge at 
5 

0 
oder 
, (2) "JI IPED 
(34) ee sae’ { — 39 SO ge (§ < 1). 

Mit Hilfe von (33) ergiebt sich hieraus: 

— * 7-8(2) J?—! (2) i 
(35) J ae da 


0 
had 5 TT (ce — 1) ____ py—2a—1 J’ — — : 
oh 2¥—@—B TT (y ago 1) Th(« — 8) f («, a—y+l, «—B+], z 


(¢ > 1). 


Es geht somit das Integral an der Stelle z= 1 in eine andere 
Function tiber, da die in (35) vorkommende Function nicht die regu- 
lire Fortsetzung der in (33) vorkommenden ist. 

Man sieht leicht ein, dass m(a, 8, y, 2) fiir ¢—1 endlich und 
stetig bleibt, sobald y — a — 6 > 0; bezeichnet man die in der Zahl n 
enthaltene grésste ganze Zahl mit E(m), so bleiben auch die Ab- 
leitungen von @ bis zur Ordnung E(y — a — 6) endlich und stetig. 
Die héheren Ableitungen dagegen sind fiir ¢ = 1 unstetig. Es folgt 
dies daraus, dass » selbst an der betreffenden Stelle unstetig wird, 
sobald y—a—B<O0, Setzt man nimlich in diesem Falle 


a+B—y=1—A, 





wo 
e<i< i, 
so ist: 
(36) o()— fo J*-8 (a) JI-\(a) dx. 
0 

Fiir die obere Grenze ist die zu integrirende Function gleich: 

g 008 { i —? < on a} cos “1 :. x — ic} 

- op 


x 


is-F 4 - 22} + cos ul oh Sed b 


a a 











) 


re 
ru- 


nd 
in 
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Wegen des zweiten Summanden wird g(1) im allgemeinen unendlich 
werden; nur in dem Falle, dass y — a + 8 eine gerade Zahl ist, wird 
g(1) endlich bleiben. Dieser Grenzwerth ist noch zu ermitteln. 

Es sei 


(37) y—a+p—2m 
wo m eine positive oder negative ganze Zahl bedeutet. Aus der Un- 
gleichheit 

O<y—a-—B+1<l1 
folgt alsdann: 


(38) m<pmom+ + 
und es ist zu ermittelu das Integral: 


Dn 
. 


(39) Jawores (x) J o-P+2m—-1(y) daz = p(m). 

Fiir m = 0 und 1 lasst sich der Werth von (39) leicht finden. Niamlich 
aus (5a) und (5b) folgt: 

(40) * yin) (x) re i a) = J*"(z). 


Setzt man » =a — B und ocean (40) mit 22° J«-*(x) so 

folgt: 
(41) (@—B)at®4[Je-# (ay)? + at Jee (a) 
= x8 JB (x) J*-P-1 (2). 


dJ® a 


Nun ist: 
x28 Jo—B (a) 29° th =+ £. (a? Je-8 (x) ]? — Bat? [Je-#(a)), 
somit erhailt man aus (41): 
(42) (@—2f)xt—1[Je-e(ayp + 2 4 [ergo (0)? 
= 28 Jab (gz) Je-h—- (gz). 
Integrirt man diese Gleichung zwischen 0 und oo, so vere 


das Integral aus dem zweiten Gliede, da a > 0 und B <= (nach (38)) 
und man erhilt: 


(43) («—28) f 20-1 Je-# (an) J°-8 (2) da = w(0). 


Auf das Integral in (43) lisst sich (33) anwenden, da 1 — 28 > 0, 
und es folgt, wenn man in (33) y = a — 6 + 1 setzt: 
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1“ TI (@— 1) T1(—28) 1 
(4) 90) = Spm 2p 1)”’ (9<B<z) 


Successive lisst sich aus (44) der Werth von wy fir kleinere und 
gréssere m finden. Durch Induction findet man so: 


(45) w(m) = sien TT (ce — 1) TT2(m— 8) 








28m —B)TT(—B)TT (2m —B —1)T(«-+-2m—26—1)’ 
(m<p <m+-). 


Um die Richtigkeit von (45) zu erweisen, setze man: 





e 
(46) %,(m) = J g2(8—m) Jo-B(n) Jo-B+2m41 (x) der, 
so ergiebt sich vermége (5a) aus (39) und (46): 
- 
(47) &(m) + o, (m) = 2(a—B $2m) f 20m JB (x) Je-b+2™ (x) dx. 


Das Integral in (47) liisst sich wieder durch (33) finden und man 
erhilt unter der Annahme der Richtigkeit von (45): 


I = TT (ce) TT 2(m— B) EA 
= gh tin *F (m— B)TT(— B—1)TT(2m—B)TT(@+2m— 28)’ 


(m<B<m+). 


Nun sieht man aus (46) dass 
(49) v4 (a, Bm) = ¥(a+1, B+1, m+1). 
Mit Hiilfe von (49) folgt aus (48): 


sett einai eee OED , 
(0) (6B, MET) = a= 89 op) TT (—B)TT(2m—B-H1) Tarpon 29-1)’ 


(m+1<p<m+3). 


Setzt man aber in (45) m-+ 1 an Stelle von m, so folgt auch (50). 
Nach der bekannten Kistner’schen Schlussweise folgt somit die Richtig- 
keit von (45), 

Das Resultat der bisherigen Untersuchungen liisst sich nun folgen- 
dermassen zusammenfassen : 

Ist weder « — B noch y — 1 eine negative ganze Zahl und sowohl 
a als auch y — a — B +1 grdsser als Null, so ist: 


? rap y-1 
(51) f a = alt EF YS 
x ‘ 


0 








A ti TT (@—1) 
2’—*-8 Tl (— 8) T1(y —1) 





gt Pa, B, , 2) (<1), 








und 


lan 
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- a— —1 
0 
TT («@ — 1) 


ti aici —2a—1 8 —_ fe 
= —?Tg—a—nTe@—p) F(e,a—y+1e—B+1 gp) 6> 1) 





mit Ausnahme der drei singuliren Punkte ¢ = 0, 1, oo. 
Fiir ¢ = 0 bleibt (51) giltig, mit Ausnahme des Falles 


y= 
und gleichzeitig 


a+Bp>>- 


Fiir z= oo hat in jedem Fall das Integral den Werth Null. 
Fiir = 1 bleiben (51) und (52) giltig und gehen in einander 
liber, sobald 
y—a—B>0. 
Ist 
ey e-P ES 


so wird im allgemeinen das Integral fiir ¢ = 1 unendlich gross; nur 
wenn alsdann 


y—a-+p=2m, 


wo m eine positive oder negative ganze Zahl mit Kinschluss der Null 
bedeutet, ist 


i) 


* ge-B (e) JY" (a) TT (@ — 1) TI (y—a —B—1) 
53 — BUEIEO rt k ees oc. Ee 
_ J oe ” 2¥—*— PTT (— 8) TT (y— a — 1) T1H(y—B—1) ” 
0 
' (y—a—B< 9) 
un 


(54) freee in =(—1)". >) (B>0, y—a—B=0), 
3 aY——P =(—1)-¢ > (6<0, y—a—p=0). 


Durch Specialisirung von «@, 6 und y ergeben sich aus den 
Formeln (51)—(54) viele theils schon bekannte Integralformeln. 
Setzt man: 


am At8 B= “—*, y=n+1 


so erhalt man: 





Paut Scwarneirir. 


m n 
es ae 
1 »1f{m--n n—m 
Twa P(E", SS*, ot, 
W—— We F mA 
- m—n 
1 9 eee 
sie n—m a m?—n* ? 


(mn) T=" 11 
m+n 
1 T( 2 ~1) 


2° m(*") tm 


2 





m n m—n 
o” F( + ,———, m+, 


2"), (¢<)), 


(2=1), 


a) (>I), 


unter der Voraussetzung m +- » > 0. Ist speciell m — m eine positive 


gerade Zahl, so ist: 
e ™ fn» n 
(56) J J™(a) I"(w2) 2 


x 
eo ny ms ) oe. (™t =! n+1 
= i2 7(™—") tin 7 i -_ ’ 


0 


#’), (¢< 1), 


0 » (21), 
und ist m =n, so folgt 
1 
° n n a 2 ; a, (¢<]), 
(57) JTF an , 
% “an ge? (¢21) 
Setzt man: we “ 1 
mf. Pam—f. rod, 
so folgt, bei Beriicksichtigung von 
(58) T* (a) —/ =. cos «, 
(59) gh (x) =f. ‘sin 2, 
aus (51) und (52): 
j tae (az) — 
e x 
0 
(n>0) 
1 1 
~ F(4, —4, 3, #), (e<)), 
l pp 1 1 
— ~ F(t, *t*, nti, 4), @2D. 


oe 
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Es ist 
n 1 n 1 C4 
m(—S—2)n(4+$-)= — 98 
2 
und 
1 
"G-2) 
TIn ae 
folglich 
(60) J Pia)eoa(es) gg 
(n>0) 
1 1 , 
n F(}, —F 2°? #), (<1), 
ars cos % = 
2 mm 1 n artis 
aap EG eth gh CRD): 


Ist m eine ungerade ganze Zahl, so verschwindet das Integral fiir 
e>1. Setzt man fiir 22<1: 


g=—= sin w (2 <<), 
so folgt aus (60) mit Riicksicht auf eine bekannte Gauss’sche Formel"): 


y _ 2 
(61) [3 (2) 008 sino) F = LL ( 5 <a< r) 
x n 
% n>0O 


Vermittelst (59) ergiebt sich entsprechend fiir 


ao St!) go S=!, yo: 
(62) frase de 
e x F 
(n>—1) 
P F(*t+, 7” “; ~, > 2°) (<1), 
OF 1 a(n, Mtl atl, ae), (2?) 
= aa >? ? 2)? = 1). 


Ist m eine gerade ganze Zahl, so verschwindet das Integral fiir ->1. 
Macht man fiir 2? <1 dieselbe Substitution wie oben, so folgt: 


; = = 
(63) fPerdnteriney Fre, (-3 Las r). 
n>—l 


*) Gauss’ Werke, Bd. III, pag. 127. Form. XX. 
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Mit Riicksicht auf die Kummer’sche Gleichung:*) 


F («,B,28,2)=2«(14+-/1— a)" F a, a—B+ >, B+, (Fria) | 


14+Vi—« 
ist: 
(4) F(%, *E!, nts, 2) — (PEER) fone yey", 
(¢>1). 


Somit ergiebt sich aus (60) und (62): 

“ dz 2>1 
65 J” = = ss P< 
(65) (x) cos xe — C08 *.(¢ —yz - © - ; 


0 


Or are — s>1 
66 J*(x) sin xe —— = — sin —— -(e —Yz? — 1)", , 
' f me a y (, ) 
0 


Setzt man: 


=a; B=1l—u 
so ist: 
- : ea—l(fiig2yu—-1 (2 
(67) gote 1 (@) J? (a2) dx »fe “TT (ue 1) ae (1 e*)F ? (@<l), 
—i 
7 0 » (¢>1). 
0 





(e>0; «>0) 


Ist speciell 
1 
ece== 1, u = TY 


so folgt: 
. bo 1 
= % (e< 1), 
(68) fo a J° (a2) da =) Vi-« 
0 , €@>)), 
0 
und ist 


1 1 
C= re u = 2 ’ 
so erhalt man: 


*) Crelle Journ, f. M. Bd. 15, pag. 77, Formel 43, (NB) In der Formel ist 
ein Druckfehler; statt 6 ++ = steht dort a — 6 + + 














e<l), 


£>1). 


mel ist 
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: ] = ? (e< 1), 
(69) fre 000 (a8) de an | ime 
0 , (22> 1). 


Diese Formeln lassen sich auch schreiben: 


oD 


Y : ' nm 1 
foo (ax) 4 '\ba\da= — 
(70) fi Lut >a’, 
if sin (ax) J (bx) dx = 0 
0 d 
und 
a cP ) 
cos (ax) J°(ba) dx = 0 
(71) { , _ La? > bd. 
_ si 3 | 1 
sin (ax) J°(bx) da = Varo 
L% ) 








Diese vier Formeln sind zuerst von Herrn H. Weber*) aufgestellt 
worden. 

Aus (51) —(54) lassen sich auch einige auf die Kugelfunctionen 
P und Q beaiigliche Integralformeln ableiten. 

Ks ist: **) 


P2m(e) = (— 1) SOY Pn 5, —2, 5, 24), 

Pt (e) = (— 1) 2°5-CHED y P(n + 3, —m, 4, 2°), 
i 

P* (cos?) = F(n+1, —n, 1, sin? -), 


P*" (cos) = (—1)" F(n+ 1, —m, 1, cos? *). 
Hieraus folgt: 
n ) 7 * n( 2" 
: (—1p fZ-P™(@), (<1), 


(a) f atte) cos £2 7 =)(—1)" os. , (&#=1), 
0 » (2>1); 


*) Crelle, Journ. f. M, Bd. 75, pag. 77. 
**) Heine, Handbuch d. Kugelfunct, I, §$ 4, 5. 


Mathematische Annalen. XXX. 
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, ee 
(—1s/=.. P*+1(2), (2 <1), 
73 fan 2) sin ee22 aa/s_ 1 sai 
( : ( ) Va (—1) y* e = A (2? aus 1), 
. 0 ? (2? > 1); 
= P*(cos#), (sin? £ < 1), 
(v4) | J2™+1(2)JI°(a sin 2) dr {(—1)* - + (9? = 2), 
0 
0 ‘ (sin? bd > 1), 
, “= 1)" P*(cos#), (cos? < 1), 
(15) [J (2)I°(xe0s 2) da— | (—1)*- 4 (® = 0), 
0 
>? 
{ 0 ? (cos? ”y > 1): 





Aus (74) und (75) lassen sich auf einfache Weise die von Dirichlet 
und Mehler angegebenen Integralformeln der Kugelfunctionen ableiten. 


Setzt man in (74) fiir J° (« sin +) den bekannten Integralausdruck 


und kehrt die Integrationsordnung um, so folgt: 


(76) J J2n+1 (47) J (« sin 2 ) da 
0 


a 
= 
2 ; = 
=~ J dw jf J?"* (2) cos (aw sin 5 sin ) dz. 
0 


Auf das innere Integral wird man gefiihrt, wenn man in (51) setzt: 


1 
a=-n+1, p=—n, y= 


Man erkennt hieraus, dass dasselbe endlich ist, sobald 


=<— — 
sin > + sin @ < 1; 


dagegen unendlich wird fiir 


a P 
sin > + sin @ = :. 


Damit also die Umkehrung der Integrationsordnung in (76) zuliissig 
sei, muss sein 


o< x. 








—— 








ts 


sig 
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Unter dieser Voraussetzung ist, wie sich sofort durch Differentiation 
aus (63) ergiebt: 


oO 
+ cos (n + +) Cr) 
(77) J®"+1(z) cos (« sin 7 sin o) dz= —_—— ; 
e cos — @ 
0 
wenn man setzt 
(78) sin < - sin @ == sin Bs . 


Somit erhilt man aus (76): 


1 
cos (n+ =) 
(79) P* (cos?) == [do (» : zh , 
¢ cos & . 


0 


Fiihrt man @ als Integrationsvariabele ein, so erhilt man: 


1 
m cos (n + =) gp dg 
P*(cos@) = — PRE, ES. Jodlted 
M4 a ? j 
2/ sint% _ sin* - 


? 
cos (n + 3) 949 
(80) P* (cos #) = . (O<d< am) 


V2 (cos ¢ @ — cos 2) 


QO 
Setzt man 
9 


a : 4 
cos > : Sin @ = sin —, 
so folgt auf demselben Wege aus (75): ° 
a—? 


(—1)"P"(cos#) = Ke 3 4 al 


+] 
fics. —sint ? 


un (n+) 949 


(81) ” oo asian V2 (cos # # — cos 9) 


~, <d<z). 


g 
Die Formeln (80) und (81) riihren von Mehler*) her, Addirt man 





*) Mathem. Annalen Bd. V, pag. 141. 














| 
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(80) und (81) und subtrahirt man dieselben, nachdem man » mit n —1 
vertauscht hat, so ergeben sich die Formeln: 


> n 
*cos(n+ +) ode sin (n+ + gdp 
a P*(cos#) = pee fe ere 
V2(cos@ — cos @) b2 (cos # — cos m) 





0 2 
a 
cos(n— “ode sin (n— ‘)ede 
n 1 0 = EE ———— a —— ° 
(n>1) 2 (cos m — cos #) V2 (cos # — cos q@) 
0 Sa 


Durch Addition und Subtraction folgen hieraus die beiden Dirichlet’- 
schen Formeln:*) 











+ n 
i cos N@ cos $ dg C08 Mm sin 2 dg 
— P*(cos?) = a a 
2 ( ) V2 (cos p — cvs @) + V2 (cos # — cos) ’ 
0 > 
(82) 4 
a n 
” sin %@ sin z dq sin N@ Cos + dg 
p* cos?) = — ee — = ° 
2 ( ) V2(cos@ — cos #) + 2(cos # — cos m) 
0 9 


Die Formeln (82) verlieren fiir » = 0 ihre Giltigkeit, wiihrend (80) 
und (81) fiir diesen Fall auch giltig sind. 
Fiir ein reelles  < 1 bestehen die Gleichungen: 


2-4... 2 1 3 9 
Om @=(—IY Tegan te FO+L, g—m Fe), 

2-4... @ 1 1 
Geet (z)=(— 1)! See F(n+ Rs — 2 ~—— Ty 2? a’), 


ferner fiir x >1 
n! 1 n n 1 3 1 : 
Q"(@) = 55nd sr FG +1,5+3*+ 3 w)™ 


wihrend fiir «= 1 Q unendlich wird. 
Setzt man demgemiiss in (51) und (52) 


1 3 
a=-n+1, p= 3% FZ 
resp. 
1 1 
a=n-+l, 6=———n, eee 


*) Crelle, Journal f. Math. Bd, 17, pag. 41. 
**) Heine, Handbuch der Kugelf. I, §§ 17, 29. 




























“ 
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—_— so ergiebt sich nach einigen einfachen Reductionen: 
(83) [or sin = y ps Q?"(z), 
5 
(84) [os (x) cos x :— =(—1)' 2 Q2"t1 (2). 
0 
Diese Formeln gelten fiir jedes reelle z und sind eine Ergiinzung der 
Formeln (72) und (73). 
Als letzte Anwendung der allgemeinen Formeln setze man 
nlet’- s= —m, y= a—-m, 
wo m eine positive ganze Zah] mit EHinschluss der Null bedeutet. Aus 
(51), (52) und (54) folgt alsdann: 
, . 
(85) | a (x) Jam (x2) dz= 
TT (a—! 
mae ) iD ge—™—! F(a, —m, a—m, 2°), (¢<l), 
be > ea ? (¢=1), 
0 #>1). 
(30) , \ 
Setzt man in (85) m =O und dividirt durch z*-', so erhilt man den 
discontinuirlichen Factor 
) 1 Po 1 ? (2? < 1) ) 
(86) an | J*(x) J* (a2) dz = F =) (2?==1), 
) 0 0, (2?>1). 
Setzt man hierin im speciellen a = 1, so erhalt man den Weber’- 
*) schen discontinuirlichen Factor :*) 
1, (<1), 
(87) [r@srend— | = (e2==1), 
0, (#@>1). 
Fir @ _-, ergiebt sich der bekannte Dirichlet’sche discontinuirliche 
Factor : 
*) Crelle, Journal f. Math, Bd. 75, pag. 80. 
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: 1, (e<)), 
2 sin & cos x2 1 
(88) sda Sete dam} t, (s*=1), 
0, (22>1), 


Als Ergiinzung des Integrales in (88) sei noch erwihnt der Fall 





@ i o i+8 g 
(89) fae ee 2 log 1—2z° (<1), 
4 - & - log ori, (¢>1). 


Fiir ¢ = 1 wird das Integral unendlich. 


Berlin, im Februar 1887. 














Ueber die Gattung niedrigster Ordnung, unter welcher gegebene 
Gattungen algebraischer Gréssen enthalten sind. 


Von 


Apour Kyeser in Breslau. 


Kin bekannter und wichtiger Satz der Algebra sagt aus, dass 
beliebig viele algebraische Irrationalitiiten &, &, ... stets durch eine 
mit unbestimmten Coefficienten gebildete lineare Verbindung 


q— uw p-- 

rational ausgedriickt werden kénnen. Dieser Satz ist zuerst von Abel 
in seinem ,,Précis d'une théorie des fonctions elliptiques, “ (Oeuvres 
[1881] t. 1, p. 547) ausgesprochen worden; indessen scheint weder 
Abel noch irgend einer der spiiteren Algebraiker, welche sich mit 
dem Beweise des angefiihrten Satzes beschiftigten, genauer untersucht 
zu haben, in welcher Weise der algebraische Charakter der Grisse 4 
durch denjenigen der Gréssen &, &,... bestimmt wird. In dieser 
Richtung liegt offenbar die Frage zuniichst, von welchem Grade die 
in einem gegebenen Rationalitiitsbereich irreducibele Gleichung ist, 
welcher die Grésse y geniigt. Dieser Grad soll in der vorliegenden 
Untersuchung bestimmt und das erhaltene Resultat zur Ableitung ver- 
schiedener algebraischer und gruppentheoretischer Satze benutzt werden. 

Bedient man sich der Bezeichnungsweise, welche Herr Kronecker 
in § 2 seiner ,, Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebraischen 
Gréssen “ (Crelle’s Journal Bd. XCII, 8. 6) eingefiihrt hat, so sind die 
Gattungen &, &’,... unter der Gattung y enthalten. Da nun offenbar, 
wenn alle Gréssen &, §’,... durch eine Grésse € rational ausdriickbar 
sind, dasselbe auch von y gilt, so ist die Gattung 9 unter der Gattung 
€ enthalten oder mit ihr identisch, ist also die Gattung niedrigster 
Ordnung, unter welcher die Gattungen &, &,... enthalten sind; der 
Grad der irreducibeln Gleichung, welcher die Grésse y geniigt, kann 
also auch definirt werden als die Ordnungszahl der Gattung niedrigster 
Ordnung, unter welcher die Gattungen &, &,... enthalten sind. 
Die einfachen Entwicklungen, welche zur Bestimmung dieser 
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Ordnungszahl fiihren, stehen in enger Verbindung mit der von Herrn 
Kronecker in § 4 der citirten Schrift gegebenen Methode, in einem 
Gattungsbereich die irreducibeln Factoren einer gegebenen ganzen 
Function zu finden. Aus dieser Methode kann ein Theil der hier ab- 
zuleitenden Resultate mit Leichtigkeit abgelesen werden, wiihrend sich 
andrerseits aus den vorliegenden Untersuchungen eine neue arith- 
metische Ableitung jener Methode ergiebt. 

Betrefis der Bezeichnungen werde festgesetzt, dass jedes Functions- 
zeichen eine ganze rationale Function der beigefiigten Argumente be- 
deuten soll, deren Coefficienten einem beliebig gegebenen Rationalitiits- 
bereich {i ‘sngehren. Auf diesen Bereich sind auch die Ausdriicke 
reducibel und irreducibel iiberall da zu beziehen, wo nicht ausdriicklich 
Irrationalitiiten, welche dem Bereich it nicht angehéren, adjungirt 
werden. 


§ 1. 
Hiilfssitze betreffend die Normen ganzer Functionen. 
1. Kine beliebige irreducibele Gleichung m'" Grades 
(1) F(a) =0 


habe die Wurzeln &,, &,... §3; bildet man dann mit einem beliebigen 
Polynom f(y, #) das Product 


Ny) =] [rv.%) 
v=1 
und versteht unter H(y) einen beliebigen Theiler von N(y), so miissen 
die Functionen H(y) und /(y, &&) einen gemeinsamen Theiler besitzen, 
der in y vom mindestens ersten Grade ist. Denn andernfalls kénnte 
man vermittelst des Algorithmus zur Aufsuchung des gréssten gemein- 
samen Theilers eine Gleichung 


(2) HA (y) h(y, 5) + £(Y> Se) PCY, &) = 1 

herleiten, und da die Gleichung (1) irreducibel ist, so bliebe die Glei- 
chung (2) richtig, wenn man fiir & eine beliebige Wurzel der Gleichung 
(1), also fiir @ eine beliebige der Zahlen 1,2,...m setzt. Ist nun 
y eine beliebige Wurzel der Gleichung H(y) = 0, so ist offenbar 


N(m) = 0, oder 
O0=] [fn %); 


v=1 
und besteht demnach mindestens eine Gleichung f(y, &) = 0. Dann 
verschwindet aber die linke Seite der Gleichung (2), wenn man @ 
durch 6 und y durch y ersetzt; die Aunahme dieser Gleichung fihrt 
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somit auf einen Widerspruch; die Functionen H(y) und f(y, §)) kénnen 
also nicht relativ prim sein. 

2. Jetzt sei speciell H(y) ein beliebiger irreducibeler Factor von 
N(y) und g(y, &) der grésste gemeinsame Theiler von H(y) und 
f(y, &); dann kann man setzen, indem unter a eine Grosse des 
Bereichs Jt verstanden wird, 


3) To, &) =e(awy. 
v=1 

Denn wiire die linke Seite dieser Gleichung durch eine von H(y) ver- 
schiedene irreducibele Function H,(y) theilbar, so miissten nach 1. die 
Functionen H,(y) und g(y, &)), also auch H,(y) und H(y) einen 
gemeinsamen Theiler besitzen, der in y vom mindestens ersten Grade 
ist, was der Irreducibilitit der Functionen H(y) und H,(y) widerspricht. 

Nimmt man nun an, die Function f(y, &) sei in dem Rationalitits- 
bereich (Jt, &) irreducibel, so muss der grésste gemeinsame Theiler 
von H(y) und f(y, &) entweder = 1, oder =/f(y, &&) sein; da der 
erstere Fall aber nach 1, ausgeschlossen ist, so folgt 


fy, Eo) = gly, §e), 
und die Gleichung (3) ergiebt den folgenden Satz. 

Ist das Polynom f(y, &:) im Rationalititsbereich (MR, &) irreducibel, 
so ist seine Norm Potenz einer irreducibeln ganzen Function von y. 

3. Wenn speciell die Norm von f(y, &) die erste Potenz einer 
irreducibeln Function ist, so knnen keine zwei Gleichungen f(y, &,)—=0 
eine Wurzel y gemein haben; ist also z B. f(y, &;) = 0, so haben 
die Gleichungen 
(4) f(y, z) = 9, F(z) =0 
nur die einzige Wurzel §, gemein; diese Grésse kann also rational 
durch die Coefficienten der Gleichungen (4) ausgedriickt werden, sodass 
man setzen kann 


(5) 5, = 9O(7). 
Geht man umgekehrt von der Relation (5) aus, ohne die Norm 


von f(y, §,) als irreducibel vorauszusetzen, und versteht unter 7, 9’, 
y’,... 9?) die Wurzeln der Gleichung 


(6) f(y, &:) = 9, 


so folgt aus der Irreducibilitit dieser Gleichung im Bereich (%, &,) 
und der Relation (5) 


(7) &, = O(n) = O(n’) =-- - = O(n!?-). 
Ist nun, wie oben 
®) Hwy) =0 
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die im Bereich  irreducibele Gleichung, welcher die Grésse y geniigt, 
und 9?) eine Wurzel der Gleichung (8), welche der Gleichung (6) 
nicht geniigt, so kann nicht 


(9) 
sein. Denn nach (7) ist 
(10) f(n, 9(n)) =9, 
also wegen der Irreducibilitit der Gleichung (8) auch 

F(n'”, O(m'?))) = 0; 
die Gleichung (9) ergiibe also das Resultat 

f (y'”, &:) = 0 

was der Annahme, dass 4”) keine Wurzel der Gleichung (6) sein 
sollte, widerspricht. Hieraus folgt, dass die Gleichung 


5, = O(n) 


h—l1 
(11) P(2) = J [(c@—9() =0, 

v=0 
wenn 9, 7,...9-» die simmtlichen Wurzeln der Gleichung (8) be- 
deuten, die genau p-fache Wurzel « = &, besitzt. Nun ist die lineare 
Function « — O(m) im Bereich (Xt, 4) offenbar unzerlegbar, die Norm 
P(x) also nach 2. Potenz einer irreducibeln Function. Diese muss 
fiir «= &, verschwinden, also bis auf einen constanten Factor mit 
F(x) identisch sein, und wegen der angegebenen Vielfachheit der 
Wurzel &, in der Gleichung (11) ist der Exponent jener Potenz =p, 
also h = mp und bis auf einen constanten Factor 

P(x) = (F(a): 
Bei passender Anordnung der Indices besteht demunach ein Gleichungs- 
system 
g, = O(n? T°), 4=0,1,...p—1; v=1,2,...m 


Hieraus ergiebt sich mit Beriicksichtigung der aus (10) folgenden h 


Gleichungen 
i (y, O(y')) = 0, a=0,1,...4—1 
dass die Gleichung p'” Grades f(y, &§) = 0 durch die p Werthe 


gq”), qtr) se vr 


befriedigt wird, dass also keine zwei Gleichungen f(y, &) =O und 
f(y, &) = 9, in welchen e2v ist, eine Wurzel gemein haben, und 
deshalb die Norm der Function f(y, &,) von mehrfachen Factoren frei 
ist. Diese Norm ist aber nach 2. Potenz einer irreducibeln Function, 
also selbst irreducibel. Damit ist folgender Satz bewiesen. 

Ist das Polynom f(y, &;) im Bereich (MN, &) irreducibel, so ist 
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seine Norm dann und nur dann irreducibel, wenn man &, durch eine 
Wurzel der Gleichung f(y, &,) = 0 im Bereich N rational ausdriicken 
kann. 

4. Von diesem Satze kann man eine Anwendung auf die Theorie 
der imprimitiven Gruppen machen. Es bilden niimlich irgend p Wurzeln 
yn, ,--. 4! der irreducibeln Gleichung H(x) = 0 ein System der 
Imprimitivitit in der Gruppe dieser Gleichung, wenn man H(z) als 
Norm des Ausdruckes 


(12) (%— 4) (t—m') .. . (@— 9?) 
darstellen kann; wie z. B. in § 222 der ,,Substitutionentheorie“ von 
Herrn Netto bewiesen ist. Nun hat der Ausdruck (12) nach 3. eine 
irreducibele Norm, wenn er erstens bei alleiniger Adjunction der 
symmetrischen Functionen von 9, 7,... 4'?—! irreducibel bleibt, und 
zweitens diese symmetrischen Functionen durch irgend eine jener p 
Wurzeln rational ausdriickbar sind. Die Norm des Ausdruckes (12) 
verschwindet aber fiir = 4, muss also mit H(z) identisch sein, wenn 
sie irreducibel ist. Unter den beiden obigen Voraussetzungen kann 
also die Function H(z) selbst als Norm des Ausdruckes (12) dargestellt 
werden, sodass nach dem angefiihrten Satze der Substitutionentheorie die 
p Wurzeln y, 7/,...4'?-" ein System der Imprimitivitiit bilden. Man 
kann demnach folgenden Satz aufstellen. 

Irgend p Wurzeln einer irreducibeln Gleichung bilden ein System 
der Imprimitivitdt, wenn sie nach Adjunction ihrer symmetrischen 

‘unctionen transitiv verbunden bleiben, und diese symmetrischen Func- 

tionen nach Adjunction einer einzigen der p Wurzeln rational werden. 

Dass iibrigens auch die Umkehrung dieses Satzes richtig ist, liegt 
auf der Hand. 


§ 2. 
Arithmetische Ableitung einiger der erhaltenen Resultate. 


1. Um die wichtigsten der erhaltenen Sitze nach rein arithmetischen 
Methoden begriinden zu kénnen, schicke ich, auf die Gefahr hin, be- 
kanntes zu wiederholen, einige elementare Hiilfsbetrachtungen voraus, 

Irgend zwei ganze Functionen (z, y, z,...) und (a, y, 4, .. -) 
sollen nach einem Modul M(z, y, 2, . . .) congruent heissen, wenn eine 
Gleichung 


p(x, Y,.-+) — W(", y,...) = My (a, y,.--)M(a,y, .- -) 
besteht, sodass beim Gebrauch des Congruenzzeichens von Nennern, 
welche dem Bereich {t angehéren, abgesehen werden soll. 

Versteht man nun zuniichst unter M(y) eine beliebige irreducibele 
Function, so kann eine Congruenz 
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f(x, y) g (x, y) = 1 (mod. M(y)) 
nur bestehen, wenn gleichzeitig 


f(z y)=ly), g(@%, y)=v(y) (mod. M(y)), 
wenn also die Functionen f(x, y) und g(a, y) von x frei werden, sobald 
man sie nach Potenzen von x ordnet und alle durch M(y) theilbaren 
Glieder fortlisst. Denn sind etwa 2” und 2" die héchsten in f und 
g vorkommenden Potenzen von 2, welche einen durch M(y) nicht 
theilbaren Coefficienten besitzen, und setzt man demgemiiss 


a (@D=Pho +eKw +--| 
9 (&, y) = x" go(y) + a" gy (y) +++ J 

so ist offenbar 

f(%, 9) 9(%, y) = a"*fy(y) Joly) + h(a, y) (mod. M(y)); 
dabei kommen in h(x, y) keine héheren als die (m-++-n— 1)” Potenz 
von x vor, und das Product f,(y)g)(y), dessen Factoren durch M(y) 
nicht theilbar sind, ist selbst durch M(y) nicht theilbar, weil dieser 
Modul als irreducibel vorausgesetzt worden ist. Da nun allgemein eine 
Congruenz 

Ay(y)a" + Ay(y)a—* + +--+ A-(y)=0 (mod. M(y)) 
nur dann bestehen kann, wenn alle Coefficienten A,(y) durch M(y) 
theilbar sind, so folgt aus der Congruenz 


a™t"fo(y) 9o(y) + h(x, y)=1 (mod. M(y)) 
dass m + » =0, also m = nm = O sein muss, dass ferner das Polynom 
h(x, y) identisch verschwindet; d. h. es bestehen Congruenzen (1). 

2. Kine zweite Vorerinnerung ist folgende. Zwei beliebige Func- 
tionen P(x, y) und Q(a, y) haben, nach dem irreducibelu Modul M(y) 
betrachtet, oder kurz mod. M(y) einen Theiler T(z, y) gemein, wenn 
Congruenzen von folgender Gestalt bestehen: 


‘ P(x, y) = T(a, y) Py (a, y) 
©) Q(x, y) = Ta, y) Qo(a, 4 (mod. M(y)) 


und man kann den griéssten Theiler, welchen die beiden Functionen 
mod. M(y) gemein haben, durch genau denselben Algorithmus erhalten, 
welcher zur Bestimmung des gréssten gemeinsamen Theilers zweier 
ganzer Functionen von einer Variabeln dient. Dieser Algorithmus 
lehrt zugleich, dass entweder eine Congruenz 


(3) Pla, y) © (ay) + Q(@, y) ¥(@ y) =1 (mod. M(y)) 
besteht, oder eine den Congruenzen (2) geniigende Function 7 gefun- 


den werden kann, welche auch ,,mod. M(y) betrachtet,“ d. h. wenn 
man sie nach Potenzen von 2 ordnet und die durch M(y) theilbaren 


(mod. M(y)), 
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Glieder fortlisst, in 2 vom mindestens ersten Grade ist. Der letztere 
Fall tritt ein, so dass die Congruenz (3) unmdglich wird, wenn die 
mod. M(y) genommene Resultante“ der beiden Functionen P und Q 
durch M(y) theilbar wird. Diese Resultante wird in folgender Weise 
rein arithmetisch definirt. Offenbar kann man setzen 


P (a, y) = py (y)a™ + p, (yar? +--- Hye (mod. M(y)) 
Q (x, y) = dy) a + arly) a? +++ + any) on 


wo die Functionen p, und g, durch M(y) nicht theilbar sind. Bildet 
man dann mit den Unbestimmten u,, u.,...t%m das Product 


G(x) = (w@— um) (V—ty) + - + (TZ— tm) 
= 2" + ya" ++ + om 


und setzt 
LT] e, ) = Boys gr» Go» ++ + gm) 
v=s1i 

so wird die erwihnte Resultante durch den Ausdruck 


Bey) = (Po(d))" Bo Wye Seg) pea? pe) 


definirt, welcher offenbar eine ganze Function von y darstellt. Zum 
Beweis der obigen Behauptung verweise ich auf die Abhandlung von 
Herrn Molk, ,Sur une notion qui comprend celle de la divisibilité etc.“, 
Acta mathematica Bd. VI, 8. 59—64. Die dort benutzte Beweismethode 
ist dieselbe, nach welcher Herr Kronecker die Haupteigenschaften 
der Resultante zweier Gleichungen arithmetisch abgeleitet hat, und 
welche Herr Molk in der genannten Abhandlung 8. 21 ff. repro- 
ducirt hat. 

3. Versteht man nun wie in § 1 unter f(y, z) eine beliebige, 
unter 





F(a) = a" + aya 4, a2? $$ dy 
eine irreducibele ganze Function, und setzt 


T[rvw. Uy) = NY, Gis Gor + ++ Gm) > 


v=1 
so ist nach 2, die nach einem beliebigen Modul M(y) genommene 
Resultante von F’(x) und f(y, x) 
NY, ay, G2, +++ Gm) = N(y). 


Wenn also H(y) ein beliebiger irreducibeler Divisor dieser Grosse ist, 
so dass die Congruenz 


N(y)=0 (mod. H(y)) 


besteht, so haben die Functionen f(y, z) und F(«) einen Theiler 
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mod. H(y) gemein, der mod. H(y) betrachtet in x vom mindestens 
ersten Grade ist, und durch f(y, 2%) bezeichnet werden mége. Wiren 
nun mod, F'(#) betrachtet die Functionen H(y) und f(y, 2%) relativ 
prim, so kénnte man eine Congruenz 


(4) Hy) h(y, x) + f(y, 2) p(y, 2) =1 (mod. F(z) 
ableiten ; daraus ergiibe sich aber eine Gleichung von folgender Gestalt : 


Hy) hy(y, 2) + fo(y, x) Q (y, 4) = 1 
fo(Y &) Poly, %) = 1 (mod. H(y)), 


was bei der angegebenen Beschaffenheit der Function f,(y, x) nach 1. 
unmdglich ist. Die Congruenz (4) fiihrt also auf einen Widerspruch; 
die Functionen f(y, 2) und H(y) haben also nach dem Modul F(x) 
einen Theiler gemein, der mod. F(x) betrachtet in y vom mindestens 
ersten Grade ist, womit das in §1, 1. erhaltene Resultat in arith- 
metischer Fassung bewiesen ist. 

4. Ebenso kann man jetzt die Entwicklungen von §1, 2. in 
arithmetischer Form reproduciren. Ist niimlich g(y, x) der mod. F(x) 
genommene grésste gemeinsame Theiler von f(y, «) und H(y), und 
setzt man 


oder 


] [ow, Uy) = GY, S15 Gar + + Sm) 

v=1 
so kann die Norm G(y, a,,@,,..-+@m) durch keine von H(y) ver- 
schiedenen irreducibeln Functionen H,(y) theilbar sein. Denn dann 
kénnte eine Gleichung 


H(y) h{y) + Hy(a) hoy) =1 
also, wenn durch g,(y, 2) der mod. F'(”) genommene groésste gemein- 
same Theiler von g(y, x) und H,(y) bezeichnet wird, eine Congruenz 
(5) Joy, x) XY, %)==1 (mod. F(x) 
abgeleitet werden; da nun aber nach 3. die Function g,(y, x), mod. J'(z) 
betrachtet, in y vom mindestens ersten Grade ist, so ist die Congruenz 
(5) nach 1. unmdglich. Somit folgt, dass die Functionen H(y)- und 
H,(y) sich héchstens um einen constanten, d. h. dem Bereich R& an- 
gehérigen Factor unterscheiden, dass also, von solchen Factoren ab- 
gesehen, 

G(Y, Gy, G,. ++ Om) = (H(y))’ 
gesetzt werden kann, wie schon in § 1, 2. bewiesen worden ist. 
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§ 3. 
Die Zerlegung ganzer Functionen in ihre irreducibeln Factoren nach 
Adjunction irrationaler Gréssen. 


1. Fihrt man betrefts des bisher ganz willkiirlichen Rationalitiits- 
bereichs §t die besondere Annahme ein, dass er unter seinen Elementen 
keinerlei irrationale Gréssen enthalten, also ein natiirlicher Rationali- 
tiitsbereich sein soll, so setzen die Entwicklungen des § 2 nur die 
Zerlegung ganzer Functionen und den Begriff der Irreducibilitit in 
einem natiirlichen Rationalititsbereich als bekannt voraus. Man darf 
diese Entwicklungen also benutzen, wenn man das Problem, die 
irreducibeln Factoren einer ganzen Function in einem Gattungsbereich 
zu finden, nach rein arithmetischen Methoden, d. h. ohne Benutzung 
irrationaler Gréssen lésen will. Eine solche arithmetische Behandlung 
erscheint vom methodischen Gesichtspunkte aus bei der genannten 
Aufgabe wiinschenswerth, weil dieselbe rein arithmetisch formulirt 
werden kann; hat man nimlich in dem Gattungsbereich (2, §,) eine 


Zerlegung 
Gly, g,) — G'ty, §,) G"(y, §1) 
so folgt aus derselben, wenn §, wie oben Wurzel der irreducibeln 
Gleichung F(x) = 0 ist, die Congruenz 
Gly, x) = G'(y, x) G"(y, x) (mod. F(x); 

das Problem, die irreducibeln Factoren der Function G(y, §,) in dem 
Gattungsbereich (3, &,) zu finden, ist also im Wesentlichen identisch 
mit der Anfgahe, die Function G(y, ~) in ihre nach dem Modul F(x) 
irreducibeln Factoren zu zerlegen. Zu einer arithmetischen Lésung 
der letzteren Aufgabe gelangt man auf Grund der folgenden einfachen 
Hiilfsbetrachtung. 

Man bezeichne die Discriminanten der Gleichungen 


6 (a) =] [@—u) =a + gam +++ + gm = 0, 


9) =] [u—) =4 +hy +--+ =0 
v=1 
in welchen unter U,, %.,.-+ Um, 4, V.,---Un Unbestimmte zu ver- 
stehen sind, durch A,(g;, go,-. + Gm) und A,(h,, ho,... Hn), und die 
Discriminante der mit einer weiteren Unbestimmten wu gebildeten Glei- 
chung 


Nz, Gry +++ Gur Oy, +++ On, w) =] [[ [¢-«m.—»,) = 0 


“eal v=1 
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durch A(g,,.-+ Gm) ,,-++ Ba, 4); letatere ist offenbar das Product 
aller Ausdriicke 
7 U (Uy — Uy) + Vy — >; 

welche man erhalt, wenn man die Indices u und uw, unabhingig von 
einander die Werthe 1,2,...m und ebenso die Indices v und v, die Werthe 
1,2,... durchlaufen lisst, dabei aber diejenigen Combinationen aus- 
schliesst, in welchen gleichzeitig u =u, und v = », ist. Aus dieser 
Form der Discriminante A ist ersichtlich, dass sie eine ganze Function 
von u ist, in welcher der Coefficient der héchsten Potenz von u als 
Product von Potenzen der Discriminanten A, und A, dargestellt werden 
kann. Versteht man also unter a,, b, beliebige Gréssen, so ist der 
Ausdruck 


(1) L(G,» Ges - « «Gms 3, bg, ~~. Bn, &) 

eine nicht identisch verschwindende ganze Function von w, so lange 
keiner der Ausdriicke 

(2) A, (G,, @_,--- Gm), A,(0,, 5,,.- - Dn) 


verschwindet. Sind ferner a, und b, ganze Functionen von «, so ist 
der Ausdruck (1) durch irgend einen irreducibeln Modul F(x) nicht 
theilbar, solange keiner der Ausdriicke (2) durch diesen Modul theilbar 
ist. Unter dieser Voraussetzung kann man also die Unbestimmte u 
durch eine derartige Grésse des Bereichs Rt, z. B. eine ganze Zahl c 
ersetzen, dass auch der Ausdruck A(a,,...@m, 0,,...0,, €) durch 
F(z) nicht theilbar ist. 
2. Jetzt sei ausser dem irreducibeln Polynom 

F(a) = 2 + aa"! +--+ + ay 
irgend ein Ausdruck 

Gly, 2) = y* + byt + +++ + On 
gegeben, dessen Zerlegbarkeit mod. F(x) untersucht werden soll. Setzt 
man dann 

f(y, %) = G(y—ex, x) 

so ist der Ausdruck A,(b,, b,,...0b,) offenbar die Discriminante der 


Gleichung f(y, z) = 0 ebenso wie der Gleichung G(y, x) = mit der 
Unbekannten y. Bildet man ferner das Product 


[[ro. ty) = N(Y, Gis Gor + + + Gm) 
v=1 


so folgt mit Beriicksichtigung der offenbaren Identitit 


NZ, Gry + ++ Gmr Ory+ ++ On, ©) =] [o¢ — My C) 
=1 
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die Gleichung 
N(y, @,, G+. + Am) = N(y) = NY, Ay, ~~. Gm, by, ~~ + Dn, €)5 

also ist A(a,, dy, ~-.-@m, b,, b,,...b,, ¢) die Discriminante der 

Gleichung 

(3) N(y) = 0. 


Nun ist die Discriminante der irreducibeln Gleichung F(x) = 0, d. h. 
A, (@;, @,-++ Gm) eine von Null verschiedene Grésse des Bereichs R; 
nimmt man also an, dass die Discriminante A,(b,, b,, ...b,) durch 
F(a) nicht theilbar ist, so gilt nach 1. dasselbe von der Discriminante 
der Gleichung (3); diese Discriminante kanu also insbesondere auch 
nicht = 0 sein. 

Eine andere arithmetische Ableitung dieses Resultats hat Herr 
Molk in der citirten Abhandlung 8. 67—75 durchgefiihrt. 

3. Fiir den Fall, dass die Grésse A,(b,,b,,...b,) durch F(x) 
nicht theilbar ist, kann man demnach 


(4) N(y) = A, (y) A,(y) . . . Rly) 


setzen, indem man unter H,, H,,... irreducibele und von einander 
verschiedene ganze Functionen versteht, in welchen die hdchsten 
Potenzen von y den Coefficienten 1 besitzen. Dann muss nach § 2, 3. 
das Polynom f(y, 2) nach dem Modul F(a) mit jeder der Functionen 
H,(y) einen Theiler gemein haben, der mod. F(x) betrachtet in y vom 
mindestens ersten Grade ist. Bezeichnet man ferner durch g,(y, 2) 
den mou. f'(%) genommenen gréssten gemeinsamen Theiler von H,(y) 
und /(y, £), und setzt 


TL] av. Uy) = Gely, G1» Gers ++ Gm)y 
v=1 


so ist nach § 2, 4., da die Coefficienten der héchsten Potenzen von 
y in H, und f, also auch in gp und Gp den Werth 1 haben, 


Go(y, @,, Gy). ++ Am) = (Ay (y))’*. 
Nun kann man nach der Definition der Functionen g, setzen: 
f(y, Ur) = Ge(Y, M) Lely, Mr) (mod. F’(uy)) 
oder auch, da G(u,) = 0 ist, 
, L(Y, Uv) = Ge (Ys Ur) fe(y, Ur) (mod. F(u,) — G (w)) 
oder 


f (Ys ter) = Ge(Ys te) Fels te) +> "(au — se) Gud th). 
eal 


Setzt man hierin successive vy = 1, 2,...m, multiplicirt die erhaltenen 
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Gleichungen und driickt die symmetrischen Functionen der Grdéssen 
Uy, Uy, +++ Um durch die Coefficienten g,, g.,.-. Gm aus, so ergiebt sich: 


(5) N(Y, Gir Ges + + Sm) = Gelys Gry + = + Gm) Ho(Ys G1» Gar» + + Gm) 
+> (au — gu) Puy, Misses Gm)» 
eol 


wobei gesetzt ist 


Foy, gir -+ + 3m) =f [fey u)- 
eal 
Auf die Gleichung (5) wenden wir einen wichtigen Satz an, welchen 
Gauss in Art. 5 der Abhandlung ,,Demonstratio nova altera theorematis 
omnem functionem etc.“ (Werke Bd. III, 8. 37) aufgestellt hat, den 
Satz nimlich, dass jede ganze Function von g,, g.,..+ Gm, welche fiir 
unbestimmte Werthe der Gréssen u,, u,, ... Um verschwindet, auch 
identisch verschwinden muss, wenn fiir g, eine Unbestimmte w, sub- 
stituirt wird. Setzt man dann speciell w, = a,, so ergiebt sich aus (5) 
Ny, @,, Gy, ++ + Gm) = Go(y, ,, Gy, - . - Am) F’o(y, ay, Gy). + - Gm) 
— (Hp(yye Fo(y, a, G2, +++ Om); 
beriicksichtigt man also die Gleichung (4), so folgt, r» = 1, 
(6) Goe(Y, @, G2,+-. Am) = Hey). 
4. Hieraus kann man leicht ableiten, dass mod. F(x) betrachtet 


keiner der Ausdriicke g,(y, x) in Factoren zerfallen kann. Denn 
wire etwa 


Ie(Y> X) = Ge (Y, X) Jo" (y, %) (mod. F(x)), 


so wire auch, da G(u,) = 0 ist, 


Je(Ys Uy) = Je (Ys Ur) Je (Y, Ur) (mod. F’(u,) — (wy) 
oder, was dasselbe bedeutet, 


Ge (Ys Ur) = Ge (Ys Ur) Ge" Ys Uo) +>} Vals Ur) (Qu — Gn)» 


asl 


also, wenn man v= 1, 2,...m setzt, die erhaltenen Gleichungen 
multiplicirt und die Bezeichnungen 


Ge’ (Y, Gi» Gar + + + Sm) =[ [9:, Un) 
| 


Ge" (Ys Si» Gor + + + Gm) =| [ 9" (Y, Un) 
=1 
einfiihrt, . 
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GelYs Gi Sor + + + Gm) = Fe (Ys Gir Goo + + » Gm) Fe" (Ys Gis Gav + + + Sm) 
+a, Gir Ger+ ++ Gm) (Au — Gu): 

wl 


Wendet man nun abermals den citirten Satz von Gauss an und 
ersetzt g, durch a,, so folgt 

Ge(Y, Gy 4 Bay + + Mm) = Ge (Y, Ay, yy + +. Gm) Ge" (Y, Ay, May + + Om); 
was wegen der Gleichung (6) und der Irreducibilitiit der Munction 
H,(y) wnmiglich ist. Die Polynome g,(y, x) sind also mod. F(x) 
irreducibel. Zwischen irgend zweien derselben, z. B. g, (y, 2) und 
9.(y, 2) besteht also nach § 2, 2. eine Congruenz 
(7) I: (Y> ©) V4(Ys %) + G92(Y, %) ¥2(y, %)=1 (mod. F(x); 
setzt man also wie oben 

f(y, %) = gry, %) fly, 2) (mod. F(«)), 

so ergiebt sich aus (7) 

£(Y &) (Ys %) + 92(Y ©) vo(y, &) A(y, %) = f(y, %) (mod. F(x) 

f(y, %) = 92(y, %) {f(y z) r1(y, %) +hi(Y %) Yo 2)}- 

Demnach ist die Function f(y, 2) nach dem Modul F'(x) durch das 


Product g,(y, x) g(y, x) theilbar, und durch Fortsetzung dieses Schluss- 
verfahrens findet man, dass 


k 
(8) f(y, 2) = gov, 2) ] [ov(y, x) (mod. F(x) 
v=1 


gesetzt werden kann. Hieraus folgt unmittelbar 


k 
f (vs %) = 90 %) | Tory) (mod. Fm)—G(w)), 


v=1 


oder 


k m 
f(y, Uv) = Jo(Y, u,)] | IVY, Ur) + > 1 (Y, Uy) (Qu — Gu)§ 
asl 


y=si 


setzt man also noch 


Ta, Uy) = Gy (Y, Si» Gar e+ + Gm)» 


v=1 


so ergiebt sich 


k m 
N(y, 91+ 929+++9m) =f J G(s 91 G09+++8m) E>, Ou Ys Gir 2+ +Gm) (ug) 


v=0 a=l 


also nach dem mehrfach benutzten Satze von Gauss 


13* 
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k 
Ny) =] [G., a, a... an); 
v=0 


also nach (4) und (6) 

(9) Go(Y, G, Ga, .- + Am) = 1. 

Nun haben in den Functiouen f, g,, . ..g, die héchsten Potenzen von 
y den Coefficienten 1, also gilt wegen der Congruenz (8) dasselbe von 
9o(y, &) nach dem Modul F(x), d. h. der Coefficient der héchsten 
Potenz von y in gy(y, £) ist = 1 (mod. F'(x)). Dasselbe gilt also von 
dem Coefficienten der héchsten Potenz von y in Go(y, 91; So) - - - Sm), 
mithin auch in G,(y, @,, @),...@m). Letzteres ist aber wegen der 
Gleichung (9) nur dann méglich, wenn in g, die héchste Potenz von 
y die nullte, also g,(y, 2) = g,(x) (mod. F(z)) ist. Dann lehrt schliess- 
lich die Congruenz (8), dass g)(x) = 1, also 


f(y, x) =|] (y, x) (mod, F (2)) 


ist, oder, was dasselbe bedeutet 


k 
Gy, x)=] [oy+ex, 2) (mod. F(x), 


v=1 


womit die gesuchte Zerlegung geliefert, und das von Hrn. Kronecker 

angegebene Verfahren, die irreducibeln Factoren einer ganzen Func- 

tion in einem Gattungsbereich zu finden, von neuem abgeleitet ist. 
Der bisher ausgeschlossene Fall, dass die Discriminante 


A, (0; , B,, - - » Om) 


durch F(z) theilbar ist, kann auf den hier behandelten Fall zuriick- 
gefiihrt werden, hat aber fiir die folgenden Entwicklungen kein Interesse. 


§ 4. 
Die Gattung niedrigster Ordnung, unter welcher zwei gegebene 
Gattungen enthalten sind. 
1. Sind zwei beliebige, im Rationalititsbereich § irreducibele 
Gleichungen 
F(a) = 2" 4+ aya"? +--+ + an = 0, 
G(az) = 2" +b,271 +.---+bd, =0 
gegeben, die auch mit einander identisch sein kénnen, so seien 


&,, &,.-.+&» die Wurzeln der ersten, und 9,, 4.,... x diejenigen der 
zweiten. Setzt man dann, wie friiher 

















eH eESElllUTfN_ 


’ as @ 








Ueber Gattungen algebraischer Gréssen. 193 


f(y, 2) = G(y—ez), 


indem man unter ¢ eine Grésse des Bereichs { versteht, deren Be- 
stimmung vorbehalten bleibt, so hat die Gleichung f(y, &.) = 0 offen- 
bar die Wurzeln 


+ Bu, N+ Coury e+ Yn + CEy; 


die simmtlichen mn Gréssen &-++- cy, sind also die Wurzeln der 
Gleichung 


(1) []fu.) =Nw =o. 


Nun kann man, da die Discriminante der Gleichung G(x) = 0 eine 
von Null verschiedene Grésse des Bereichs , also sicher durch F'(x) 
nicht theilbar ist, nach § 3, 2. die Constante c so wihlen, dass die 
Discriminante der Gleichung (1) von Null verschieden ist, sodass man 


setzen kann 
N(y) = H, (y) H,(y) ... Aly), 


wo die Functionen H, irreducibel und von einander verschieden sind. 
Zerlegt man ferner die Function f(y, 2) in ihre mod. F(z) irreducibeln 
Factoren, oder was dasselbe bedeutet, die Function f(y, &,) in ihre 
im Bereich (MR, &,) irreducibeln Factoren , 


F (Ys 1) = 91% &1) Go(Ys 1) «+» Ge Bi), 
F(Y, ) = 9, (Y, %) Go(y, 2) - +. ge(y,%) (mod. F(x) 
so ist nach § 3, 3. bei passender Wahl der Indices 


Holy) = Ge(y, a4, a, +++ an) =f J go(y, &)- 
v=1 
Wenn also z. B. die Gleichung g,(y,, §,) = 0 besteht, und die Fune- 
tion g,(y, &,) ist in y vom Grade r, sodass die Grésse 4, nach Ad- 
junction von &, Wurzel einer irreducibeln Gleichung r' Grades ist, 
so geniigt das Binom y, + cé, einer irreducibeln Gleichung mr‘ 
Grades: , 


H,(y) =] [9(y, &) = ©. 


v=1 


2. Das hiermit erhaltene Resultat kann aber auch ohne Benutzung 
der §§ 2 und 3 allein aus den Siitzen des § 1 abgeleitet werden. 

Bei Adjunction von &, zerfalle das Polynom G(x) folgendermassen 
in irreducibele Factoren: 


k 
G(x) =] [4.@, &) 
v=1 
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und es seien etwa y,, 4)5--.4, die Wurzeln der Gleichung G, (y, §,)=0; 
dann hat die Gleichung G,(y—w&,, &,) = 0 die Wurzeln 


1 + UE,, My + UE), ~ 2. Me + U8; 
ebenso hat, wenn v irgend einen Zahlwerth aus der Reihe 1, 2,...m 
bedeutet, die Gleichung G, (y—w6&,, &) = 0 die Wurzeln 


1 + WEY, Np + WE, ~~ Mr WED. 
Daraus folgt, dass fiir unbestimmte Werthe von u keine Gleichung 
G,(y—ué,, &) = 0 mehrfache Wurzeln besitzt und keine zwei dieser 
Gleichungen eine Wurzel gemein haben. In Folge dessen hat die 
Gleichung 


™m 
Hi, (y, t) =] ] G,(y—ué,, &) = 0 
v=1 
fiir unbestimmte Werthe von w lauter verschiedene Wurzeln; man 
kann also der Grésse w einen solchen speciellen Werth c beilegen, 
dass alle Wurzeln der Gleichung 


HA, (y) = H,(y, ¢) =| [¢, (y—ck,, &) = 0 


von einander verschieden sind. Nun ist die Function G,(y—cé,, &;) 
im Rationalititsbereich (Jt, §,) ebenso wie die Function G,(y, §,) irredu- 
cibel; also ist die Norm des erstern Ausdruckes d. h. H, (y) nach § 1, 2. 
Potenz einer irreducibeln Function; diese Norm ist aber von mehrfachen 
Factoren frei, also selbst irreducibel. Ebenso muss das Polynom 
H, (y, u) irreducibel sein, da es fiir w—c in H,(y) tibergeht. Der 
Grad beider Functionen in Bezug auf y ist offenbar mr; somit ergiebt 
sich der folgende 
Lehrsatz. 


Ist in einem beliebigen Rationalititsbereich R die Grosse §, Wurzel 
einer irreducibeln Gleichung m” Grades, und nach Adjunction von &, 
die Grosse y, Wurzel einer irreducibeln Gleichung r‘™ Grades, so ist 
das mit der Unbestimmten u gebildete Binom u&, + 4, Wurzel einer 
im Bereich K irreducibeln Gleichung vom Grade mr. 

Ein weiteres Resultat ergiebt sich durch Anwendung des Satzes 
§ 1, 3., welcher lehrt, dass die Grésse §,, wenn die Norm der Func- 
tion G,(y—c§,, §,) irreducibel ist, durch eine beliebige Wurzel der 
Gleichung G,(y— c&,, §&,) = 0 z. B. durch c&, + y, im Bereich R 
rational ausgedriickt werden kann. Damit ist der bekannte Satz be- 
wiesen, dass die Grésse u&, + », die Gattung niedrigster Ordnung 
repriisentirt, unter welcher die Gattungen §, und y, enthalten sind, 
und kann demgemiiss der obige Lehrsatz auch in folgender Form dar- 
gestellt werden: 

















a 


a 
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Reducirt sich die Ordnung einer beliebigen Gattung durch Adjunction 
einer Gattung m*** Ordnung auf r, so sind beide Gattungen unter einer 
Gattung von der Ordnung mr und unter keiner von niedrigerer Ordnung 
enthalten. 

3. Aus diesem Lehrsatz kann man weitere Schliisse ziehen, indem 
man §, und y, vertauscht. Die Gréssen c&, +, und cn, + &, sind 
nimlich offenbar rational durch einander ausdriickbar, also Gréssen 
derselben Gattung und Wurzeln irreducibeler Gleichungen desselben 
Grades. Nach 2. ist nun der Grad der irreducibeln Gleichung, welcher 
die Grésse cy, + §, geniigt, — mq, wenn unter qg der Grad der nach 
Adjunction von y, irreducibeln Gleichung, welcher die Grdésse &, ge- 
nigt, verstanden wird; also ist nmqg—= mr und es ergiebt sich das 
folgende Corollar: 

Sind &, und yn, Wurezeln beliebiger irreducibeler Gleichungen vom 
me bezw. n” Grade, und sind die Grade der irreducibeln Gleichungen, 
welchen §, nach Adjunction von y, und y, nach Adjunction von &, 
geniigt, bezw. q und r, so besteht die Proportion m:n = q:r. 

4. Durch Vertauschung von & und y, erhiilt man noch ein 
zweites Corollar, indem man die Gradzahlen der simmtlichen irredu- 
cibeln Factoren von 


Ny, u) =] TT [y—4&—2) = HL, ») Bay, u)... Bey, w) 


e=1 v=1 
auf doppelte Weise bestimmt. Ist nimlich 1, der Grad des irreducibeln 
Factors H, in Bezug auf y, so ist auch die homogene Function 
H(y, u,v) = o” H, (2, *) 
irreducibel, da sie fiir r = 1 in H,(y, wu) tibergeht. Setzt man ferner 


: H, (y, 1, v) = H,(y, ») 
so ist : 


H, (y, u,v) =u Hy (4, 2 


uw? uf? 


also muss auch die Function H,’(y, v) irreducibel seiu. Nun ist offenbar 
k m n 
| [Hy u,») -| | [ [o—«é.—om); 
v=1 =1 v=1 
also hat man zur Zerlegung des Ausdruckes 


N'(y, v) =] [][o-i—ow 


esl v=1 
in seine irreducibeln Factoren die Formel 
N'(y, v) = H,'(y, v) Hy (y, v)... Aly, »)- 
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Der Ausdruck N’(y, v), welcher aus F(x) und G(x) in derselben Weise 
gebildet ist wie der Ausdruck N(y,u) aus G(x) und F(z), zerfallt 
also in ebenso viele irreducibele Factoren wie letzterer, deren Grad- 
zahlen in Bezug auf y dieselben sind wie bei N(y, «). 

Zerlegt man nun G(x) nach Adjunction von &, in irreducibele 
Factoren 

G(x) = G(x, &) Gp (a, &)... Gr(w, &), 

so erhilt man nach 2. aus einem beliebigen dieser Factoren einen 
irreducibelen Factor des Ausdruckes N(y, uw) durch die Formel 


(2) Hoy, «) =] [G(y—ub, 8); 


v=1 


und da offenbar die Gleichung 


k m 
Ny, w=] [[ [ey—ub, &) 


e=1 v=1 
besteht, so wird jeder irreducibele Factor von N(y, u) durch eine 
bestimmte Hormel (2) erhalten. Nimmt man ferner an, nach Adjunction 
von , zerfalle die Function F(x) in die irreducibeln Factoren 


F(a) = F, (a, 9,) F, (a, 9)... Fi(@, m) 


und vertauscht in den unter 2. gegebenen Entwicklungen die Glei- 
chungen F(z) = 0 und G(x) = 0, so tritt der Ausdruck N/(y, u) an 
die Stelle von N(y, u) und jeder irreducibele Factor Hy von N’ wird 
durch eine der Gleichung (2) analoge Formel von folgender Gestalt 
erhalten: 


(3) Hey, w) =] | Fey—um, »). 
v=1 
Nun ist bewiesen, dass jedem Factor H, ein einziger bestimmter 
Factor H, entspricht, welcher in y von demselben Grade ist, und 
umgekehrt; die Anzahl der Factoren H, ist also =k. Andrerseits 
ist diese Anzahl infolge der Gleichungen (3) auch = 7; also folgt 
t= k. Ferner sind die Grade der Functionen Hp und H,’ in Bezug 
auf y nach (2) und (3) beziehentlich mmp und nm,, wenn durch 
Me und M die Grade der Functionen F(y, 4,) und Ge(y, §,) bezeichnet 
werden; also folgt fiir jeden irreducibeln Factor von N(y, uw) analog 
der unter 3. erhaltenen Gleichung mr = nq eine Gleichung 
MN = NM = ly. 

Diese Resultate kann man in folgendem Satze zusammenfassen. 

Zerlegt man irgend zwei irreducibele Polynome F(x) wnd G(2), 
das erste nach Adjunction einer Wurzel y, der Gleichung G(x) = 0, 
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das zweite nach Adjunction einer Wurzel §, der Gleichung F(x) = 0 
in thre irreducibeln Factoren 


F(a) = F(x, 9,) F,(@, m) «.. Fila, 1), 
G(a) = G,(x, §,) Gy(a, &,) ... Gea, §)), 


und bezeichnet die Grade der Functionen F(x), G(x), F,(#, ,), 
G,(a, &,) besiehentlich durch m,n, m,, n,, so ist die Anzahl der 
Factoren in beiden Zerlegungen dieselbe, i= k, und der Inbegriff der 
Zahlen mn,, mn,,..., mm mit dem Inbegriff der Zahlen nm,, 
NM,,.++, nm, tdentisch. 

Dieser Satz kann iibrigens offenbar rein arithmetisch formulirt 
werden , indem man die beiden Gleichungen, welche die Irrationalitiiten 
&, und », enthalten, durch die Congruenzen 


F(a) = F(a, y) F,(@, y) ..- Fi(@, y) (mod. G(y)), 
G(x) = G,(w, y) G(x, y) «.. Gila, y) (mod, F'(y)) 


ersetzt, und die Zahlen m, und n, als die Grade der mod. G(y) bezw. 
mod. F’(y) betrachteten Functionen F,(z, y) und G,(2,y) in Bezug 
auf # erklirt. Der Beweis des Satzes kénnte dann unter Berufung 
auf 1. und §§ 2 und 3 leicht rein arithmetisch formulirt werden. 


§ 5. 
Der allgemeine Fall beliebig vieler Gattungen. 


1. Mit Hilfe der in § 4 erhaltenen Resultate kann nun auch die 
allgemcine Aufgabe leicht gelést werden, den Grad der irreducibeln 
Gleichung zu bestimmen, welcher der mit unbestimmten Coefficienten 
u gebildete Ausdruck 


9 = Ey) $y G,%) + uyE,0) +--+ mB 
geniigt, wenn unter §&,™ eine beliebige Wurzel der irreducibeln 
Gleichung 
F,(z)=0, val, 2,..,h 


verstanden wird; dabei ist der Fall, dass einige dieser Gleichungen 
miteinander identisch sind, keineswegs auszuschliessen. Wenn niimlich 
allgemein nach Adjunction von &", &,@), ..., §-" die Grésse &,'”) 
Wurzel einer irreducibeln Gleichung vom Grade r, ist, sodass speciell 
durch r, der Grad der Gleichung F',(~) = 0 bezeichnet wird, so folgt 
zunichst aus § 4, 2., dass der Ausdruck €) = &,() + uw, &,@) Wurzel 
einer im Bereich {t irreducibeln Gleichung vom Grade r,r, ist. Nach 
Adjunction dieser Grésse €"), durch welche man &," und &, rational 
ausdriicken kann, geniigt die Grésse §,) einer irreducibeln Gleichung 
vom Grade r,; das Binom §“) + u,&,) = €@) ist also nach § 4, 2. 
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Wurzel einer im Bereich { irreducibeln Gleichung vom Grade 1, 17,75. 
Ebenso erschliesst man, dass die Grosse = §* + u,& Wurzel 
einer irreducibeln Gleichung vom Grade r,7,7,7, ist, und gelangt durch 
Fortsetzung dieses Schlussverfahrens endlich zu dem Resultat, dass der 
Ausdruck 
ca—1) a= £(4—2) ao uy, = v7 

einer irreducibeln Gleichung vom Grade r,r, ... 7, geniigt. Man 
kann also den in § 4, 2. aufgestellten Lehrsatz folgendermassen ver- 
allgemeinern : 

Versteht man unter &,, &,° ... & Weurzeln beliebiger im Be- 
reich St irreducibeler Gleichungen, und geniigt die Grosse §, einer im 
Bereich (R, &;5%, &@, ..., &*-”) irreducibeln Gleichung vom Grade r,, 
so gentigt die mit unbestimmten Coefficienten gebildete lineare Verbindung 
EY) + ui, + uy, +--+ + w&, einer im Bereich KR irreducibeln 
Gleichung vom Grade r,r,7, ... Tr 

2. Um nun die Constitution der irreducibeln Gleichung, welcher 
die Grésse y geniigt, genauer zu untersuchen, bezeichne man durch 
k, den Grad und durch &,"), §&,..., é,”” die Wurzeln der Gleichung 
F(x) = 0, und ersetze, was offenbar mégiich ist, die Unbestimmte 
u, durch eine derartige Constante c,, z. B. eine ganze Zahl, dass keine 
zwei der k,k,...k, Ausdriicke 


BO) Ht cob? + ss + nk), a =1, 2, te ky, 
welche formell verschieden sind, dem Werthe nach gleich werden; 
man bezeichne ferner durch &,), &, ..., 5 die Wurzeln der im 
Rationalititsbereich 
Ry = (R, E,%), §,®), Rt E,°-») 


irreducibeln Gleichung, welcher die Grosse §,) geniigt. Dann ist der 


Ausdruck 
fo (a, §,%, é,°), ere g,¢-4%, §,) 
=f — &, wt c,§, ee se cn8, =f -- ” 
offenbar im Rationalitiitsbereich I, = (Nii, §,”) eine irreducibele 


ganze Function von 2; ersetzt man also in § 1, 2. den Rationalitiits- 
bereich % durch 9-1, so ergiebt sich, dass die Norm 


, f(a, §,%, rey §,¢-)) 


= | | (a ome —,@ _— C,§,®) —-e¢¢ = Cr—1 §, 4 ie Cn Sv) ) 
91 
Potenz einer im Bereich {%,_; irreducibeln Function, also, da sie 
offenbar keine mehrfachen Factoren besitzt, selbst irreducibel sein 
muss. Daraus folgt nach § 1, 3., dass man im Bereich y,-1 die 
Grosse §,) durch eine beliebige Wurzel der Gleichung 
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f; (2, &,%, voit. E,"-») =0, 
z. B. durch 9 rational ausdriicken, also setzen kann 
5, = ®, (m, §,%, E,®, +++, E,@-0), 

Bildet man nun, ebenso wie /, aus f, abgeleitet wurde, aus /,; 
einen neuen Ausdruck /, und setzt dies Verfahren nach der allge meinen 
Formel 
(1) forr(x, &,, Ey, «++, &,%-e-N) 

ra 
- fo(@, &, - ++ &-e-v, Ge) 
v=1 
fort, so sei bewiesen, dass die Function 


fo(a, &, «++, &,%-e)) 
im Bereich p~9 = (Itse-1, §,"-®) irreducibel ist; dann folgt, da 
der Ausdruck (1) offenbar von mehrfachen Factoren frei ist, nach 
§ 1, 2., dass derselbe im Bereich 9t,~(941) irreducibel sein muss; ausser- 
dem ergiebt sich aus § 1, 3., dass man die Grésse §,“-¢) im Bereich 
Rr»—e-1 durch eine beliebige Wurzel der Gleichung 


fo4s(z, E,%), ~ 2 £,4-e-) == () 
z. B. durch y’ rational ausdriicken kann: 
(2) E,%-@) == Oo(n', E,™, &,0), «+», E,A-e-N), 
Die letzte der Formeln (1) ergiebt das Resultat, dass der Ausdruck 
(3) fi (2) = ] | fra (@, &) 
” a ‘. v=1 
—IT TT: [1 @- 8-282 —--- at) 
%=1 w»=1 wy=1 


im Bereich ¥ irreducibel ist; der Grad desselben ist offenbar 1,1, +++ 7, 

wie ja schon unter 1, bewiesen ist, dass dies der Grad der irreducibeln 

Gleichung sein muss, welcher die Grésse q geniigt. Das Neue an 

der Formel (3) besteht nur darin, dass sie die siimmtlichen Wurzeln 

der irreducibeln Gleichung, welcher die Grosse y/ geniigt, in Evidenz setzt. 
Die letzte Formel (2) ergiebt das bekannte Resultat 


0 = O-1(7/); 
d. h. die Gattung &, ist unter der Gattung y’ enthalten, und das- 
selbe gilt offenbar von allen Gattungen &,®), &,@, -.-, &%. Mit 
Riicksicht hierauf kann der unter 1. abgeleitete Satz auch folgender- 
massen formulirt werden. 
Sind irgend h Gattungen algebraischer Grossen, welche einem be- 
liebigen Rationalititsbereich R entstammen, gegeben, und reducirt sich 
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die Ordnung der v'™ unter ihnen nach Adjunction der (v — 1) vorher- 
gehenden auf r,, so sind die sdéimmilichen h Gattungen unter einer 
Gattung von der Ordnung r,r,--- 1, wnd unter keiner von geringerer 
Ordnung enthalten. 

3. Aus diesem Satze kann man leicht ein Corollar ableiten, welches 
die Verallgemeinerung der in § 4, 3. gegebenen Entwicklungen bildet, 
indem man davon ausgeht, dass die Gattung 7’ von der Reihenfolge 
der Gréssen €,) ganz unabhingig ist, wihrend die Zahlen r,, deren 
Product die Ordnung der Gattung 7 ist, bei veriinderter Anordnung 
der Gréssen §, sich offenbar im Allgemeinen andern. Man kann 
also folgendes Corollar aufstellen. 

Wenn von h beliebigen algebraischen LIrrationalititen bei irgend 
einer Anordnung die v nach Adjunction der v — 1 ersten einer irre- 
ducibeln Gleichung vom Grade r, geniigt, so ist der Werth des Products 
1% ° >> 1, bei allen Anordnungen derselbe. 

In ahnlicher Weise kénnte man den in § 4, 4. aufgestellten Satz 
verallgemeinern; das Resultat, welches sich ergiebt, ist aber keiner so 
einfachen Formulirung fahig. 


§ 6. 
Gruppentheoretische Anwendungen. 


1. Die niachstliegende gruppentheoretische Anwendung der in 
§ 4 bewiesenen Siitze ergiebt sich aus der Betrachtung der reducibeln 
Gleichung F(x) - G(x) =0 fiir den Fall, dass die Functionen F(z) 
und G(x) nicht mit einander identisch sind. Dann ist die Gruppe 
dieser Gleichung, welche durch [ bezeichnet werden und von der Ord- 
nung N sein mége, nach einem bekannten Satze intransitiv und ver- 
bindet die Grossen &,, &,-+-, &m unter einander transitiv und ebenso 
die Gréssen 7, 42, ++ *, Na; beriicksichtigt man also, dass eine rationale 
Function der m + » Gréssen § und 4 Wurzel eiuer irreducibeln Glei- 
chung vom p'" Grade ist, wenn sie bei genau N:p Substitutionen 
der Gruppe [ ungeiindert bleibt, so ergiebt sich aus § 4, 2. das folgende 
Resultat. Wenn diejenigen N: m Substitutionen von [, welche &, 
nicht versetzen, y, mit genau r — 1 andern Wurzeln y transitiv ver- 
binden, so enthilt die Gruppe [ genau N: mr Substitutionen, welche 
weder &, noch », versetzen. Sodann folgt aus § 4, 3., dass die Pro- 
portion m:n —=—q:r besteht, wenn die Wurzel &, mit genau g — 1 
andern Wurzeln & transitiv verbunden wird durch diejenigen Sub- 
stitutionen von [, welche y, nicht versetzen. Endlich kann man den 
in § 4, 4. bewiesenen Satz gruppentheoretisch dahin formuliren, dass 
die Wurzeln & bei den y, nicht versetzenden Substitutionen von [ in 
ebenso viele Systeme transitiv verbundener Wurzeln zerfallen, wie die 
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Wurzeln 9 bei den &, nicht versetzenden Substitutionen. Sind die 
Gliederzahlen der ersteren Systeme m,, m,, +--+, m, diejenigen der 
letzteren ,, %», --+,%, so ist der Inbegriff der Zahlen mn,, mn,, «++, mn 
mit dem Inbegriff der Zahlen nm,, nm,, ---, mm, identisch. Aehn- 
liche Siitze noch allgemeineren Inhalts kénnten leicht aus § 5 ab- 
geleitet werden. 

2. Interessanter sind die Anwendungen, welche sich bei passender 
Specialisirung der Gleichungen F(z) =O und G(x)=—O0 ergeben. 
Wenn z. B. letztere Gleichung die Galois’sche Resolvente einer be- 
liebigen Gleichung g(x) = 0 ist, so kann die Function G(x), wenn 
sie bei Adjunction von & reducibel wird, stets nur in irreducibele 
Factoren gleichen Grades zerfallen; die Anzahl dieser Factoren sei pu. 
Ebenso kann die Function F(x) im Rationalititsbereich (MR, ,) nur 
in v irreducibele Factoren gleichen Grades zerfallen, da die Adjunction 
von 7, dasselbe bedeutet wie die Adjunction aller Wurzeln der Gleichung 
g(z) =0, Dann muss nach § 4, 4. die Gleichung u = v, also folgender 
Satz bestehen. 


Reducirt sich die Gruppe der Gleichung g(x) = 0 bei Adjunction 
einer Wurzel der irreducibeln Gleichung F(a) =0 auf den v' Theil 
ihrer Substitutionen, so zerfillt die Gleichung F(x) = 0 nach Adjunction 
aller Wurzeln der Gleichung g(x) =0 in v irreducibele Gleichungen 
gleichen Grades. 

Nimmt man speciell an, dass auch die Gleichung F(z) = 0 die 
Galois’sche Resolvente einer Gleichung f(”) = 0 sei, so ergiebt sich 
der bekannte Satz, dass wenn die Gruppe einer Gleichung durch Ad- 
junction aller Wurzeln einer zweiten auf den v' Theil ihrer Sub- 
stitutionen reducirt wird, auch umgekehrt die Gruppe der zweiten 
Gleichung durch Adjunction aller Wurzeln der ersten sich auf ihren 
v's Theil reducirt. Vgl. Netto, Substitutionentheorie, § 231, 8. 271. 

3. Endlich kann man noch aus. § 5 einen gruppentheoretischen 
Satz ableiten, indem man unter &,"), &,@),---,&” die Wurzeln einer 
beliebig gegebenen irreducibeln Gleichung versteht. Diese Specialisirung 
ist erlaubt, weil in § 5 nirgends die Verschiedenheit der irreducibeln 
Function F,(a) von einander vorausgesetzt und benutzt wird. Dann 
ist die irreducibele Gleichung, welcher die Grésse 


n =F + 4,8, +--+ mb 
gentigt, die Galois’sche Resolvente der gegebenen Gleichung; die 
Gruppe der letzteren hat also eine Ordnungszahl, welche dem (irade 
der ersteren gleich ist. Somit ergiebt sich aus § 5, 1. das folgende 
Resultat: 
Bezeichnet man die Wurzeln einer irreducibeln Gleichung durch 
G0), €@), .-- EM, umd geniigt die Wurzel §” nach Adjunction von 
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E), E@, ..., E’-1) einer irreducibeln Gleichung vom Grade r,, sodass 
speciell r, =h und r, = 1 ist, so ist die Gruppe der gegebenen Gleichung 
von der Ordnung 1,1. +++ Ti 

Will man diesen Satz rein gruppentheoretisch formuliren, so braucht 
man offenbar nur die Zahl r, — 1 als die Anzahl derjenigen Gréssen § 
zu definiren, mit welchen die Grésse &*) durch diejenigen Substitu- 
tionen der gegebenen Gruppe transitiv verbunden wird, welche 
ED, E@), ..., E’-) nicht versetzen. 


Breslau, April 1887. 

















Recherches générales sur les courbes et les surfaces réglées 
algébriques. 


Par 


Corrapo Secre 4 Turin. 


Des résultats sur les surfaces réglées d’ordre nm quelconque et de 
genre p égal 4 0, 1 ou 2*) donnaient lieu & penser qu’il arrive aussi pour p 
quelconque qu’il y ait un certain espace**) tel que celles parmi ces sur- 
faces qui appartiennent a des espaces inférieurs soient des projections 
de celles qui appartiennent 4 cet espace. On verra dans la 2° Partie 
de ce mémoire que pour » assez grand il en est réellement ainsi et 
que l’espace dont il s’agit est S,2p,1:. De la une méthode importante 
pour étudier les surfaces réglées des espaces inférieurs, par exemple 
celles de l’espace ordinaire: je me borne & en faire V’application a des 
questions relatives & la géométrie des-courbes tracées sur une surface 
réglée, et en particulier 4 celle des courbes minimae de celle-ci. Quant 
aux surfaces réglées de genre p et ordre m appartenant & des espaces 
supérieurs & S,_2,41, elles jouissent de particularités remarquables qu’on 
verra établies complétement. On rencontrera aussi d'autres espéces 
particuligres de surfaces réglées***). _ 

Mais pour pouvoir faire sur les surfaces réglées les recherches que 
javais en vue, il était indispensable d’établir certaines propriétés rela- 

*) Voir pour p=0, Veronese: Behandlung der projectivischen Verhiilt- 
nisse der Raiwme von verschiedenen Dimensionen durch das Princip des Projicirens 
und Schneidens, (Math. Ann, XIX); et pour ce cas et les deux autres mes deux 
travaux: Sulle rigate razionali in wno spazio lineare qualunque (Atti della R. Acc. 
di Torino, XIX), Ricerche sulle rigate ellittiche di qualunque ordine (mémes 
Atti, XX). 

**) J’entends par espace Sy une variété linéaire & r dimensions et je dis 
qu'une variété quelconque appartient & un Sr qui Ja contient lorsqu’elle n’est pas 
contenue dans un espace inférieur (c. 4. d. & un nombre de dimensions < 1). 

***) J'ai énoncé une partie des résultats sur les surfaces réglées que l'on 
trouvera ici dans la Note Nuovi risultati sulle rigate algebriche di genere qualunque 
(Atti di Torino, XXII), 
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tives aux courbes algébriques d’un espace quelconque. C’est ce que 
j'ai fait dans la 1° Partie du travail, On y verra en outre résolues 
d’autres questions intéressantes sur les courbes algébriques, et établies 
d’une facon synthétique simple des propositions que |’on est accoutumé 
& prouver analytiquement (par exemple certains cas du Restsatz). 
Cependant je ne me suis pas arrété sur plusieurs autres questions 
relatives aux courbes algébriques qui se présentaient naturellement 
et que l’on peut traiter par les mémes méthodes; car elles n’entraient 
pas dans le cadre de ce travail. 


Ie Partie. 
Courbes algébriques. 


Sur les deux espéces de courbes algébriques dans un espace quelconque*). 


1. Soit donnée une courbe algébrique quelconque yr, c’est-a-dire 
de genre p et ordre n, appartenant a un S,. Imaginons dans un plan 
une courbe d’ordre v convenable f/f), f=, de méme genre p et 
mémes modules et qui soit en correspondance uniforme avec y. En 
indiquant par a, 2,...2, les coordonnées d’un point de y dans S,, 
il est évident que cette correspondance sera exprimée analytiquement 
par les équations 
(1) Pe Pe oe a re 1 
ot les %, v,... ¥, sont dans le plan r + 1 courbes indépendantes**) 
d’une oo” linéaire de courbes adjointes i f, coupant celle-ci, en dehors 
de points fixes, en une série linéaire r fois infinie de groupes de n 
points, c’est-i-dire en une g’. Cette g” est image sur f de la ov” 
de groupes de » points determinés sur y par les S,_; de S,. 








*) La méthode dont nous faisons usage dans ce § pour obtenir les courbes 
algébriques, qui consiste 4 les considérer comme transformations uniformes des 
courbes planes, a été appliquée aux courbes gauches par M. M. Brill et Nother 
au § 17 de leur travail ,,Ueber die algebraischen Functionen und ihre Anwendung 
in der Geometrie“* (Math, Ann. VII, 269—310) et puis plus largement par M. Nother 
dans son mémoire couronné par l’Académie de Berlin ,,Zur Grundlegung der 
Theorie der algebraischen Raumcurven“ (Abhandl. d. Kin. Ak. d. W. zu Berl. 
1882). Presque tout ce premier paragraphe de notre travail est une extension 
du § 2 de ce mémoire de M. Néther aux courbes d’un espace quelconque. Pour 
les propositions dont nous ferons usage sur les séries linéaires de groupes 
de points d’une courbe algébrique (plane) nous renvoyons une fois pour toutes 
au mémoire cité de M, M, Brill et Néther, que nous indiquerons dans la suite 
simplement par B. N. 


**) Car les a ne doivent pas étre liées par des relations linéaires. 
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Inversement si 

(2) Cy Yy + ay +--+ ay, = 0, 

ov les « sont des constantes arbitraires, désigne une oo” linéaire de 
courbes adjointes & f et coupant celle-ci en une g’, les équations (1) 
avec f = 0 représenteront une courbe y appartenant a S,, et dont les 
groupes de points d’intersection avee les S,; correspondront 4 la g” 
de f. Cette courbe y sera en correspondance uniforme avec /, et par 
suite d’ordre n et genre p. Il faut seulement excepter le cas od pour 
chaque point de f il y en aurait d'autres ¢ tels que tous ces ¢+ 1 
points fassent prendre les mémes valeurs aux rapports wy: : +++: Wy 
c’est-i-dire donnent, substitués dans (2), une méme équation entre 
les a, ce qui signifie que toutes les courbes de cette oo” qui passent 
par un point quelconque de / viennent passer par cela méme par 
d'autres ¢ points déterminés par celui-la. 


2. On voit ainsi que pour avoir les différentes courbes de genre p 
et ordre » appartenant & une espace quelconque, on doit chercher 
quelles sont toutes les series linéaires de groupes de m points de f 
(ne présentant pas l'exception dont nous avons parlé). 

Or on sait qu'il y a une distinction importante 4 faire entre les 
séries qui sont determinées sur f* par des g’-*, c. a d. des courbes 
adjointes d’ordre v — 3, séries que l’on nomme spéciales, et les séries 
non spéciales qui sont données par des courbes adjointes d’ordre 
supérieur & »— 3. Comme les points d’intersection variables de f 
avec une g’-* sont 2p — 2, on voit que si n > 2p — 2 la g” ne peut 
pas étre spéciale. Et plus précisément une g’ n’est pas spéciale en 
général si r<n— p; elle ne lest absolument pas, lorsque cette 
condition se vérifie, si cette g” est complétement définie par les points 
fixes de f par lesquels passent les courbes adjointes qui la déterminent. 
Et si au contraire r > — p la g” sera toujours spéciale, et par suite 
n<2p — 2. 

Si r<n — p la g” est contenue en général dans une g"-? déter- 
minée, qui est donnée par toutes les courbes adjointes d’une série 
définie par les points fixes, On peut choisir arbitrairement pour deter- 
miner une série non spéciale g’ un groupe de » points: cela prouve que 
les g"-? dans f sont co?, Et comme une quelconque de ces g*-? contient 
col'+)in—p—r) séries g’, il s’ensuit qu’il y a dans f ool"t)i»—p—)+p gr. 

Une série spéciale de groupes de » < 2p — 2 points est aussi con- 
tenue dans une qui est déterminée par toute une série de courbes adjointes 
définie par les points fixes*), mais pour cette g’ ci on a, comme nous 


*) On pourra en conséquence sur une variété algébrique simplement infinie 
quelconque de genre p appeler une serie linéaire #7 de groupes de m éléments, 
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avons déja rappelé, r > — p. Le nombre de ces g’ est généralement 
(B. N. 292) cop-(r+)(ptr—n), ¢’est-a-dire encore le méme nombre que 
pour les séries non spéciales r<m—p-+1, pourvu naturellement que: 


-_ 





(3) p—(r+1)~t+r—n) 20 
ce. 4. d. (en représentant avec Ez le plus grand entier contenu dans 2): 

r(p +1) : 
(4) n>r+ Es . 


Cette relation est alors, pour des modules généraux, Ja condition 
nécéssaire et suffisante pour l’existence de la g” spéciale. Pour des 
modules particuliers il pourrait cependant arriver qu’il y et des g” spéciales 
méme lorsque cette relation n’est pas satisfaite. 

Ajoutons que pour définir une série spéciale de groupes de m points 
on ne peut plus, comme pour les séries non spéciales, prendre arbi- 
trairement un groupe de » points: en effet le théoréme de Riemann 
et Roch établit un lien entre les points d’un tel groupe, qui lorsque 
r>n—~p consiste en ce que par  tels points passent non pas 
seulement co?—"—'g’-*, comme par » points quelconques de f, mais 
bien oo?+"—"—!, de sorte que d’un groupe de » points qui doivent 
appartenir 4 une g” spéciale, m—r tout au plus seront arbitraires*). 


as m— DP es. +S we 


~~. = 


3. Les propositions qui précédent nous montrent l’existence de 
courbes y* appartenant a S, et leur nombre, du moins pour certains 
cas. En effet dans S, une y" est déterminée en donnant: 1° les 
3p — 3 modules qui servent 4 définir dans le plan f,, ou mieux sa 
classe dans le sens de Riemann, 2° la g* considérée au n° 1 et dont 
nous avons trouvé le nombre de paramétres, 3° les r(r + 2) para- 
matres qui fixent dans cette g” les r-++ 1 groupes 4=—0, c. a. d. 
les y¥;, et leurs coefficients moins un, ou si l’on veut les r(r + 2) 
paramétres d’une homographie de §,, en remarquant que les y* de 8, 
provenant d’une méme g’ de /, sont toutes projectives entre elles. — 
Nous nommerons une y? appartenant 4 S, spéciale ou non, suivant 
que telle est la g” qui lui correspond, c. a. d. la gr des groupes de 
points déterminés sur elle par les S,, de S,. Alors nous arrivons 
ainsi 4 la proposition suivante: 


a. a Oe lt 


-_- &«® - —|&§ * 


ce, d. d. une g?, série spéciale si r >m—p, ou bien si elle est contenue dans 
une I, ou * >n—p. Par des transformations uniformes d'une variété algé- 
brique, une g’, spéciale ou non, se change resp. en une g), spéciale ou non. 
*) Le cas de ce théoréme que nous aurons a appliquer plus tard, c. a. d. 
celui de r= 1 qui établit que dans une série linéaire simplement infinie de groupes 
de p points ou d’un nombre inférieur, on ne pent prendre arbitrairement tout un 
groupe pour définir la série, est di 4 Riemann (Theorie der Abel’schen Func- 
tionen, n° 5) et il est le premier qui ait été considéré (Voir aussi B, N, p, 280). 


~~ on -. 
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Le nombre des constantes dont dépendent les courbes dordre n, 
genre p appartenant a S,. est 


3p — 3+ (r+ 1) (*—p—r)+p+rer t+ 2) 
= (r+ 1) n— (r—3)(p—})) 
pourvu toutefois que la condition (3) ou (4) soit vérifiee. 

Cette condition est satisfaite si r<m— p, ce qui arrive néces- 
sairemeat lorsque » > 2p — 2. Lorsque r<n —p une y, apparte- 
nant & S, n’est pas en général spéciale; et elle ne lest jamais si 
n>2p—2. Mais si r > — p les y® sont toutes spéciales, et l’on 
a m< 2p — 2; il peut alors arriver que la condition (4) ne soit pas 
satisfaite, et que toutefois il existe des y, avec des modules particuliers : 
lexpression donnée pour le nombre des paramétres des y* ne sera plus 
alors qu'une limite inférieure de ce nombre *). 


4. Le fait que pour » > 2p — 2 on a r<n — p peut s’exprimer 
ainsi: Vespace le plus élévé auquel puisse appartenir une y> lorsque 
n > 2p — 2 est S,_,**). Le nombre des paramétres de ces courbes 
de S,-p est n(m— p+ 1) — (n— p—3) (p—1) = (n—p) (n— p+2) 
+4p— 3. Elles ont 4p — 3 invariants absolus, dont 3p — 3 sont 
les modules et p les constantes qui parmi les oo?g"~? fixent celle qui 
est donnée par les sections de la courbe avec les oo"? S,_p»-1 de S,_». 
Les courbes non spéciales de genre p et ordre n appartenant a S,_» seront 
dites normales et designées par C*. 

Si la g qui définit une y? de S, (1) est contenue dans une g7 od 
r >-r, celle-ci donnera dans S, une courbe dont les équations seront 

, ee ee ed ee Se ee on 
en les comparant avec (1) on voit que la y* de S, peut étre considérée 
comme projection de celle de S,. De la il suit en particulier, en se 
rappelant que chaque série g” ob r<m—~p est contenue dans une 
g.-?: Les courbes de genre p et ordre n appartenant d@ Sy» nous 
donnent en elles-mémes et en leurs projections toutes les courbes dordre 
n et genre p appartenant a des S, o&«§ r<n—p. Ht sin > 2p—2 








*) Les courbes de genre p=0, 1, 2 ne peuvent pas étre spéciales; c'est 
avec p= 8 qu’on commence a avoir des courbes spéciales (la courbe plane 
générale du 4° ordre). 

**) Cette proposition importante est due a Clifford ,,On the Classification of 


Loci“ (Phil. Trans. 1878) (qui suppose p< + c. &. a, n>2p), qui l’a tirée 


de la représentation des courbes au moyen d’intégrales abéliennes. M. Veronese 
(loc. cit, p. 218) la établie au contraire au moyen de la représentation sur une 
courbe plane et des théorémes sur les séries linéaires de groupes de points de 
celle -ci. 


14* 
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on a en particulier que ces courbes appartenant 4 S,_, et par suite 
normales donnent avec leurs projections toutes les courbes de genre p 
et ordre n*). 


5. Lorsque » < 2p — 2 et que les yn considerées sont spéciales, 
si lon a n>p et r<n—p-+1 chaque g’ spéciale appartient a 
une g®-?t+t; done les courbes spéciales de genre p et ordre n, ow 
p<n<2p — 2, des espaces inférieurs G Sn 41 sont projections de 
celles appartenant a cet espace. Et comme les g*?+' de f sont alors 
co*?—2-" et chacune contient col’t)(s—rt+i-r) gr, le nombre de con- 
stantes dont dépend une y® spéciale de S, lorsque r<n—p-+ 1 sera 


2p —2—n+(r+1)(n—pt1—r) + rr +2) 4+3p—3 
= r(n + 1) — (r — 4) (p — }). 

En comparant ce nombre avec celui des y® générales de S, (n. 3) 
on conclut que: pour r+ p<n<2p—2 ume yn de S, doit satis- 
faire d n—r — p+ 1 conditions pour devenir spéciale. 

Remarquons enfin que pour l’existence de courbes y” spéciales 
appartenant 4 des espaces S, supérieurs & S,_p4, la limite supérieure 
de x, lorsque les modules sont généraux, est donnée par la condition (3). 


Usage des surfaces réglées pour |’étude des courbes. — Sur les cénes 
algébriques. 


6. Nous allons nous servir de quelques-uns des résultats qui pré- 
cédent pour en retrouver d’autres et pour établir des propositions 
nouvelles par une méthode féconde plus sinthétique que celle dont 
nous avons fait usage jusqu’ici. 

Cette méthode consiste 4 employer pour l'étude de la correspon- 
dance entre deux courbes algébriques la surface réglée des droites 
joignant les points correspondants, surface qui, lorsque la correspon- 
dance est uniforme, a evidemment pour genre celui des deux courbes 
et pour ordre la somme des ordres de celles-ci diminuée du nombre 
des points qui coincident avec leurs correspondants**), Cette surface 
appartient au méme espace que l’ensemble de deux courbes. 

Soient A et B deux courbes d’ordre m et genre p normales non 
spéciales appartenant respectivement 4 deux S,_, que nous nommerons 
a, B, et supposons qu'il y ait entre les points de ces courbes une 


*) Veronese, loc. cit. p. £14. 
**) L’idée de se servir de cette surface réglée (dans les recherches relatives 
i. espace ordinaire) n’est pas nouvelle. II suffit de rappeler, par exemple, la 
démonstration donnée par M. Cremona dans ses Preliminari de l’égalité des genres 
de deux courbes planes en correspondance uniforme. 
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correspondance uniforme douée de cette particularité: qu’au groupe 
de » points de A situés sur un certain S,,_; corresponde un groupe 
de m points de B situés de méme sur un S,-»-1. Supposons (ce que 
Yon peut toujodrs obtenir) que a et f n’aient pas de points communs, 
de sorte qu’ils appartiendront & un S:,~9,4:, et considérons la surface 
réglée lieu des droites joignant les points correspondants des deux 
courbes: cette surface sera d’ordre 2m, genre p et appartiendra a 
Son—2p41. Les deux groupes correspondants considérés sur A et B, 
situés sur deux S,-p»-1, donneront ” génératrices de cette surface situées 
sur un S2p-sp—1: que l’on méne par celui-ci un Sn-2, différent des 
deux qui le joignent respectivement & « et 6. Il coupera encore la 
surface reglée en une courbe irréductible de l’ordre m et de genre p. 
Cette courbe ne peut pas appartenir 4 un espace inférieur & S,_,, car 
autrement l’espace joignant celui-ci 4 @ contiendrait la surface réglée 
et par suite aussi 6 et aurait moins de 2n—2p-+ 1 dimensions, 
Elle ne peut non plus (lorsque » < 2p — 2) appartenir & un espace 
supérieur & S,_», car autrement elle serait spéciale: or chaque groupe 
de » points de A situés sur un S,»-1 donne mn génératrices de la 
surface réglée situées avec 6 dans un Sen_2, qui couperait cette courbe 
spéciale en un groupe spécial, et par suite aussi le groupe correspondant 
de A, c’est-a-dire chaque groupe de A situé sur un S,—»-1, serait 
spécial, ou, pour parler plus exactement, la série des groupes de 
® points de A placés sur des S,_»_; serait spéciale, tandis que nous 
avons supposé que A ne soit pas spéciale. Donec la courbe d’ordre n 
que nous avons obtenue n’est pas spéciale et appartient 4 un S,_,, 
qui ne pourra pas avoir de points communs avec « ou f. Cela posé, 
comme cet S,_, est rencontré par chaque droite joignant deux points 
correspondants de A et B, on voit que la correspondance entre ces 
deux courbes peut étre considérée comme provenant d’une projection 
faite par cet S,_, des deux espaces @, B l'un sur l'autre. Done: 

Si deux courbes normales non spéciales d’ordre n et genre p sont 
dans une correspondance uniforme telle qu’d un groupe particulier de 
n points de Vune situé sur un S,-p»-1 corresponde wn groupe semblable 
de Vautre, ce méme fait arrivera pour chaque groupe de n points 
@un Spyp-1 de chaque courbe et la correspondance uniforme sera 
projective. 


7. Pour les courbes spéciales on pourrait établir de la méme 
maniére une proposition analogue. Mais nous nous bornerons a 
appliquer cette méthode pour prouver le cas particulier suivant: Si entre 
deux courbes spéciales de genre p et ordre 2p -- 2 appartenant a des 
espaces de p — 1 dimensions il y a une correspondance uniforme, cette 
correspondance sera projective. 
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En effet nommons A, B les deux courbes de genre p et ordre 
2p — 2 en correspondance uniforme, et a, B les deux espaces 4 p — 1 
dimensions auxquels elles appartiennent. Aprés avoir rendu indépendants 
ces espaces, considérons la surface réglée F'4?-4 de genre p engendrée 
par les deux courbes: elle appartiendra 4 l’espace Szy_; joignant « 
et 6. Dans @ menons par p—1 points indépendants de A un S)_», 
qui rencontrera encore cette courbe en p — 1 points: par les généra- 
trices qui sortent de ceux-ci et par cet S,_2 on pourra mener un Sp_» 
qui ne contienne ni @ ni B: alors cet Sp, coupera F’ outre que 
dans ces p—1 génératrices et éventuellement en d’autres, en une 
courbe (qui ne peut pas étre multiple, car si F’ avait des points 
multiples, d’od sortiraient plusieurs génératrices, « et 6 auraient des 
points communs) irréductible de genre p dont l’ordre, ne pouvant 
descendre au-dessous de 2 — 2 (car autrement elle engendrerait avec 
A*P-? une surface reglée d’ordre inférieur 4 4p — 4), soit représenté 
avec 2p —2-+4+ 2, 1 0OKCe#<Cp—1. Cette courbe yyr—*+* s'il était 
2 > 0 devrait appartenir & un S,.4.; ot i >0; et comme elle 
engendre avec A®?— la F'4?-, elle devrait couper A en @ points qui 
seraient dans le groupe de p — 1 points indépendants de A dont nous 
sommes partis, et par suite indépendants entre eux. Mais alors 
Y Spore: de cette courbe ayant communs avec a; x points indépen- 
dants au moins, se trouverait avec celui-ci dans un S(p_14(p—24.2—#41—2) 
c. & d. dans un Sop», et par suite F'4?-‘ n’appartiendrait pas a 
Szp—-1. Done il faut que a= 0, c. a d. que I’ Sgy_2 que nous avions 
mené par p — 1 génératrices en contienne encore d'autres p — 1 et 
coupe F’*?-* en une nouvelle C??-* appartenant @ un S,,. Comme 
celui-ci sera indépendant de a, 1, Bp-1 on voit que A®?-* et B®»? 
seront projections l'une de l'autre faite par cet S,:. Ainsi notre 
proposition est prouvée. 


8. Pour la considération des courbes non spéciales et non nor- 
males de genre p et ordre m nous partirons de ce fait: qu’elles sont 
projections de courbes normales de méme genre et ordre. 

Si une courbe non spéciale y appartenant 4 un S, ob r <n — p 
est la projection de deux courbes normales, la correspondance entre les 
points de celles-ci qui donnent une méme projection sur y sera projective. 
En effet (n. 6) elle sera telle que les groupes de m points des deux 
courbes normales situés sur les S,»-1 passant respectivement par les 
axes (ou centres) de projection se correspondront. 

De 1a il suit que les groupes de » points de |’une ou de |’autre 
parmi ces courbes normales situés sur un méme S,_,-; donneront 
comme projection sur y¥ une méme série linéaire oc*-? de groupes de 
m points. Nous nommerons groupes associés de yp ces groupes de 
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nm points; et pour une courbe normale non spéciale de genre p et 
ordre m nous nommerons ainsi les groupes de m points situés sur des 
S,p1- Done: la co? linéaire des groupes associés dune courbe non 
spéciale de genre p et ordre n se projette dans la série des groupes 
associés de la courbe de méme genre et ordre qui est la projection de 
celle-la dans un espace quelconque. 

Nous rencontrerons plus loin des correspondances uniformes entre 
deux courbes non spéciales de genre p et ordre m telles qu’a chaque 
groupe associé de l’une correspond un groupe associé de l’autre. Nous 
nommerons singuliére une telle correspondance; et il suit alors de ce 
qui précéde et du n. 6 que: Deux courbes non spéciales de genre p 
et ordre n qui soient en correspondance singuliére sont les projections de 
deux courbes normales en correspondance projective; et réciproquement. — 
Si la correspondance uniforme entre deux courbes non spéciales de genre 
p et ordre n est telle qua un groupe associé de n points de l'une corre- 
sponde un groupe associé de Vautre, le méme fait arrivera toujours et 
la correspondance sera singuliére. 

On peut donner a la définition des groupes associés d’une courbe 
non spéciale la forme suivante qui s’étend aux courbes spéciales: Un 
groupe associé de m points d’une y* quelconque est un groupe qui avec 
la série des groupes de » poiuts sections linéaires de la courbe appar- 
tienne & une méme série linéaire de groupes de » points. 

Deux groupes resp. de k et »n—k points d’une courbe quel- 
conque d’ordre  seront nommés résidus Yun de lautre, lorsqu’ils 
forment, pris ensemble, un groupe associé de n points. 


9. De la proposition donnée au commencement du n. 8 on tire 
des résultats précis sur les courbes normales qui donnent pour pro- 
jection une méme y* non spéciale appartenant a un S, ob r < m — p. 
En effet elle prouve que si y est la projection d’une certaine courbe 
normale A}, appartenant 4 un S,-»«@ qui passe par S,, faite par un 
R,-p-r—1 comme axe de projection, toutes les autres courbes normales 
qui ont aussi y pour projection s’obtiendront de la maniére suivante. 
Que l’on prenne dans un S,_, 6 passant par S, (différent ou non de a) 
un S,-»-r-1 ne rencontrant pas S,, et que l’on détermine entre « et 
6B une homographie dans laquelle se correspondent |’ R,-»-1 et 
’ S,-p-r—1 et en outre les formes ayant ces espaces pour soutiens et 
qui projettent les mémes éléments de S,: chaque telle homographie 
transformera A; en une courbe normale ayant y pour projection faite 
par |’ S,»---1 donné sur |’ S,. Or une homographie satisfaisant aux 
dites conditions est parfaitement déterminée en donnant » — p+ 1 
couples de points correspondants sur autant de couples de S,_»—, corre- 
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spondants des deux formes ayant pour soutiens les R,~p—,-1, Sn—p—r—1. 
Done nous concluons: 


Une y» non spéciale de S,, o«1 r<n—p, est la projection de 
co™—r+in—p—") courbes normales de méme genre et ordre faite par wn 
Sn—p-r—1 donné arbitrairement (ne coupant pas S,). En dautres termes 
le Sn-p—rs — céne™) qui projette y® de cet Snp—r—1 contient wne imfinité 
de C* normales telle que par n—p-+ 1 points situds sur autant de 
Sy-p-r générateurs différents du cine il en passe en général une bien 
déterminée **), 


10. Une proposition analogue relative aux coénes dont les courbes 
sections linéaires sont spéciales (cOnes que nous nommerons spéciaux) 
peut étre obtenue d’une fagon tout-a-fait semblable. Mais nous pré- 
férons y parvenir en appliquant un nouveau raisonnement qui servirait 
avssi pour établir le théoréme précédent. 

Considérons un S; — cdne A i +1 dimensions qui appartienne 
& un S;;,41 et qui soit coupé par un S, indépendant du soutien S; en une 
yn spéciale: si Yon a r<nm—p-+1, on pourra obtenir ce cone 
comme projection d’un céne analogue pour lequel r =n -— p+ 1, 
c. a d. d'un cone appartenant & S,pi:+2. En effet que lon méne 
par |’ Siz-41 un Sppyize et dans celui-ci par |’ S, un Sy p41: la y 
sera la projection d’une [> appartenant & cet S,_»4: faite par un 
Sn—p-r de celui-ci (un. 5) et par suite aussi par un Sp»_p»—,4,i41 de 
Sprites Sur lespace joignant cet S,p 4:4: 4 | S; prenons un 
autre S; indépendant de |’ S,_,4:: le céne qui a cet S; pour soutien 
et qui projette la [> aura lui-méme pour projection faite de |’ S,—p—-4i41 
sur Sii,41 le premier cone. L’étude de celui-ci se réduit donc a celui 
de |’ S; — cone appartenant & S,_p+i+2. 

Or sur ce cone toutes les sections faites avec des S,_p4; seront 
des [> appartenant & ces espaces et on peut donner pour déterminer 
un S,-pi1 ™ — p+ 2 points. Done: 


*) M. Veronese appelle S; — céne un céne ayant pour aréte ou soutien (ou 
sommet) un S;, c’est-&-dire engendré par des S,,, (espaces générateurs) passant 
par cet S;. 

**) Dans le n°6 de ma note citée Ricerche sulle rigate ellittiche ce théoréme 
était énoncé incomplétement. J’ajoute, & propos de cette Note, que dans ce 
méme n° 6 & la ligne 13 il faut remplacer S,_, par S,_,, et dans le raisonnement 
de la 2° partie il faudrait faire quelques modifications. Enfin dans le n® 19, ov 
Yon détermine les courbes elliptiques d’ordre m placées sur une surface réglée 
elliptique de méme ordre, on exclut tacitement celles qui rencontrent chaque 
génératrice en un seul point: on devrait ajouter que ces courbes forment sur la 
surface réglée une o” quadratique, 
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Un S;-céne de genre p et ordre n< 2p — 2 spécial (cest-d-dire 
dont chaque courbe section linéaire soit spéciale) appartenant a un 
Sn—ppit2 OU &@ un espace inférieur contient cof+)—rt) courbes de 
lordre n en sorte que par n — p+ 2 points donnés arbitrairement sur 
autant de S;41 générateurs il en passe en général une bien déterminée. — 
Toutefois le cine peut étre si particulier qu'il contienne un nombre plus 
grand de ces courbes (lorsqu’une courbe de section linéaire a la série 
de ses groupes associés contenue dans une gt o« s>n—p-+1]; om 
voit alors que par s + 1 points quelconques du céne il passe en général 
une courbe d’ordre n bien déterminée*). 


11. Les propositions des n* précédents nous donnent comme cas 
particuliers celles qui suivent, relatives aux cdnes ordinaires (c. a. d. 
S,-cones) algébriques. 

Un céne ordinaire de genre p et ordre n contient une infinité de 
courbes dordre n telle que par n —p-—+ 1 points quelconques du cone 
il en passe en général une seule. Cependant lorsque n<2p — 2 si 
le cone est spécial, c’est-d-dire si le cone projette une courbe speciale 
@ordre n (plane ou gauche), toutes ses courbes dordre n seront spéciales, 
et par n —- p + 2 points il en passera en général une seule. Mais si 
les groupes associés de lune (et par suite de chacune) des courbes dordre 
nm du cone forment une gt o« s>n—p-+1, ce qui est un cas 
particulier, on pourra donner arbitrairement sur le cine s + 1 
points qui détermineront parfaitement une courbe dordre n du cone, — 
En tout cas deux courbes @ordre n du céne se coupent toujours suivant 
n points associés pour toutes les deux. 


12. Pour les cénes ordinaires non spéciaux de genre p et ordre n, 
il est facile de voir qu’ils contiennent une infinité de courbes d’ordre 
n-+- 1 passant par le sommet (qui, comme |’on voit tout-de-suite, ne 


*) Les résultats des n°’ 9 et 10 permettent de retrouver les nombres des 
yp Situées dans un S,, En nous bornant au cas des courbes non spéciales nous 


voyons en posant r = 2 au n.9 que chaque Yp @’un plan donné est la projection 
de @ Pt) @-P—*) courbes normales non spéciales faite par un S,_, 4 fixe. 
Mais les y> du plan sont évidemment o "+P; donc les constantes des C? nor- 
males de &_, sont 
(n-—p+1)(n—p—2)+3n+p—1. 
Et le nombre des constantes des Yp de S,, puisque chacune de celles-ci s’obtient 
de w\"-?+1)("—P—") de ces courbes normales, sera égal A celui-l& diminué de 
(n—p+1) (n—p—r),¢ a d: 
(r — 2) (wm —p+1)4+3n+4+p—1=—(r+1)n—(r — 3) (p— 1); 


ce qui est justement le nombre trouvé au n, 3. 
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pourront pas étre spéciales), [1 suffit évidemment de considérer ceux 
normauz, c. &. d. appartenant & S,_»4:1, car les autres sont des pro- 
jections de ceux-ci. Or dans S, 4: les C3** qui passent par un 
point donné sont ool—?+!)("—p+5)+41p-3—(m—p);_ Jes cones qui les projettent 
de ce point sont des cénes de genre p et ordre n; mais comme les 
cones de genre p et ordre m ayant ce point pour sommet sont 
col"—P)(n—r+2)+4p—3, ji] s’ensuit que chacun de ces cones projette une 
infinité de C?*' donnée par co*-?+, 

Cependant pour que ce raisonnement, fondé sur le calcul des con- 
stantes, soit parfaitement rigoureux, il faut encore prouver que si un 
cone quelconque de genre p et ordre m contient une C*** il ne s’ensuit 
pas qu'il en contienne une infinité supérieure & co*-?+*, Or un tel 
céne ne peut pas contenir plus que co*-?+5 CF*: car si deux de ses 
C7** ont une méme génératrice pour tangente dans le sommet, la 
correspondance uniforme entre leurs points placés sur les différentes 
génératrices sera telle qu’aux + 1 points d’intersection de l’une des 
deux courbes avec un S,_, passant par le sommet correspondront 
dans l'autre » + 1 points du méme S,_,, et par suite elle sera pro- 
jective, c. a. d. elle sera une homologie quelconque ayant le sommet 
du céne pour centre. Ces homologies de S,p4: sont oo"?+* et il y 
aura en conséquence sur le céne co*-?+? C}** ayant une méme généra- 
trice pour tangente dans le sommet (l'une de ces courbes étant connue, 
une autre est parfaitement déterminée par » — p-+2 points quel- 
conques du cone par lesquels elle doive passer, car ces points et leurs 
correspondants dans la courbe connue détermineront parfaitement |’homo- 
logie qui transforme celle-ci dans la courbe cherchée); done en variant 
cette génératrice on ne pourra pas obtenir plus de co"-?+*C}*" sur le 
cone. En concluant: 


Chaque céne ordinaire de genre p, ordre n, non spécial contient 
co" ?+5 courbes (non spéciales) dordre n-+ 1: wne de ces courbes 
est parfaitement déterminée si Ton donne la génératrice du cine qui 
lui est tangente dans le sommet de celui-ci et n— p+ 2 quelconques 
de ses points. 

Il faut remarquer que tandis que la co*-?+! de courbes d’ordre n 
du cone est linéaire (n. 11), la co*-?+ des courbes d’ordre n+ 1 
ne l’est pas, si p > 0, c.a.d. par n—p-+3 points quelconques du 
cone il passe un certain nombre > 1 de ces courbes d’ordre n+ 1. 
Pour trouver ce nombre on peut, en projetant le céne normal par 
nm —p—2 parmi ces points sur S,, se réduire & chercher combien 
de courbes d’ordre p + 3 placées dans le céne de genre p et ordre 
p + 2 de espace ordinaire passent par 5 points donnés arbitrairement 
sur le céme: donc ce nombre ne dépend pas de m, mais seulement 
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de p. Or si p =O, on voit tout-de-suite que ce nombre est 1, 
car par 5 points quelconques d’un cone quadrique et par le sommet on 
peut mener une seule cubique, et celle-ci sera contenue daus le coéne. 
Si p = 1 ou = 2, remarquons que les courbes gauches de genre p et 
ordre p + 3 sont contenues dans des quadriques. Pour py = 1 on aura 
sur le cOne cubique les courbes biquadratiques cherchées au moyen des 
quadriques passant par les 5 points donnés et par une génératrice 
arbitraire du cOve. Comme les quadriques passant par ces points et 
cette génératrice donnée, passent aussi par une cubique déterminée 
qui rencontre ailleurs le cine en 3-3 — 5 — 2 = 2 points, il s’ensuit 
qu'il y en aura seulement 2 qui coupent encore le céne en une seconde 
génératrice et qui par suite donnent en outre des courbes biquadratiques 
passant par les 5 points donnés. Pour p=2 les courbes du 5° ordre dans 
le cone du 4° ordre de genre 2 sont données par des quadriques passant 
par la génératrice double du cone et par les 5 points donnés, et en 
conséquence encore par une cubique déterminée qui rencontre ailleurs 
le cone en 3-4—5— 2-2=—3 points, Il y aura seulement 3 de 
ces quadriques qui coupent le céne encore en une génératrice et par 
suite aussi en une courbe du 5° ordre. Done: Par n — p+ 3 points 
quelconques d'un cone non spécial de genre p et ordre n il passe p+ 1 
courbes d’ordre n + 1 contenues dans le céne, lorsque p = 0, 1, 2*). 


Sur certaines variétés contenant les courbes normales. Courbes 
hyperelliptiques et autres courbes particuliéres. 


13. Une courbe normale non spéciale C> de S,_, peut-elle avoir un 
point multiple? En supposant l’existence d’un tel point sur une telle 
courbe et en la projetant de ce point sur S,_p_, on aurait dans cet 
espace, si la projection était uniforme, une courbe de genre p et 
ordre inférieur & » — 1, qui lui appartiendrait, ce qui est impossible 
si n > 2p. Et si la projection n’était pas uniforme, elle donnerait 


une courbe d’ordre < $ (wm — 2) qui devrait appartenir & S,-»-1, ce 
qui est impossible si m > 2p, puisque alors cet ordre serait moindre 
que » — p— 1. Done wne courbe normale dordre n > 2p ne peut pas 


avoir de points multiples, 

Mais wne C3? de S, peut bien avoir un point double: comme alors 
les Sp. passant par celui-ci déterminent sur la courbe sa série 
gep_2, On voit qu'il faut pour que la C3 ait un point double que la 
g, de f% dont elle dérive contieune la gp>*,, en ajoutant a celle- ci 


*) Cette proposition a-t-elle lieu, quel que soit p? 
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deux points fixes (correspondants du point double de la C;”). Une 
telle gj, sur fy sera donnée par les oo? courbes adjointes g’~* qui 
passent par v — 2 points fixes de f situés sur une droite (les 2 autres 
points d’intersection de f avec cette droite correspondront au point 
double) *). 

De méme une C3?~* de Sp_1 peut avoir un point triple; une C3?~* 
(non spéciale) de Sp_2 peut avoir un point quadruple; etc. etc. Nous 
rencontrerons plus loin (n. 23) ces espéces de courbes. 
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14. S'il y avait sur une courbe normale C> de S,» un groupe 
de i<»—p points qui appartenait 4 un & ot k << i—1, et si 
la projection de la courbe faite de cet espace sur un S,_p»,-1 était 
uniforme, on aurait pour projection une courbe d’ordre » — i, genre p. 
Or si n —i > 2p — 2, cest-a-dire si i << nm — 2p + 2, cette courbe 
se trouverait sur un S,_»; et par suite la C> serait sur |’ S,_»_j:241 
qui le projetterait et n’appartiendrait pas a S,_,. D/ailleurs, si i 
satisfait 4 cette condition, on voit facilement que la projection de la 
C> est nécéssairement uniforme (par un raisonnement semblable a celui 
du n° précédent). Done: si O0< i << n— 2p+ 2, un groupe quelconque 
de i points de C> se compose toujours de points indépendants, c. a. d. ( 
appartient toujours ad un S;.. — Un cas particulier de cette propo- i 
sition se trouve déja au n° précédent. | 


- hw 


15. Considérons sur la C> normale non spéciale une série linéaire 
simplement infinie de groupes de i points, cest-a-dire une g;', et 
supposons que les différents groupes appartiennent en général a des ; 
S;1. Alors ces espaces formeront une variété simplement infinie, ) 
c. a. d. une S;i_,— F;, qui.sera rationnelle puisque la série des groupes 
est linéaire. On trouve aisément l’ordre de cette variété par un raison- 
nement qui pourra étre appliqué dans plusieurs questions semblables, 
Rappelons que les S;.— F¥ rationnelles d’ordre g appartiennent 
toujours & S,+;-1, ou & des espaces inférieurs, et que dans ce dernier cas 
elles sont projections de celles appartenant 4 S,,;-,**). Done comme 


*) M. Nither (Ueber die invariante Darstellung algebraischer Functionen, 
Math. Ann. XVII) a déja remarqué l’invariantivité des groupes de 2p points de f 
determinés par de telles ”~* dans les transformations uniformes rationnelles de 
f, et comment c’est de cela que dépend l’entrée de ces courbes adjointes dans 
les intégrales abéliennes de 3° espéce. 

**) Voir pour les propriétés de ces variétés rationnelles dont nous ferons 
usage ici et dans la suite, le mémoire cité de M, Veronese, ma note aussi citée 
sur les surfaces réglées rationnelles et enfin mes deux travaux: Ricerche sui fasct 
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notre variété appartient a S,_, (puisque C> appartient 4 cet espace) 
elle sera au moins de l’ordre »—p—i-+1; et d’ailleurs elle ne 
pourra pas étre d’un ordre g supérieur & ce nombre, car autrement 
elle serait la projection d’une S;,.— Fy appartenant 4 un espace 
supérieur & S,_, et par suite C) serait aussi la projection d’une courbe 
de méme ordre et genre située sur cette S;..— Fy et appartenant par 
suite aussi a cet espace supérieur. Donec: les Sj: auxquels appar- 
tiennent les groupes dei points dune g;' Mune courbe non spéciale quel- 
conque de genre p et ordre n forment une S;. — F*-?-‘+' rationnelle*). 


16. En considérant encore la C} normale de S,,, un Sy~p-1 
quelconque mené par |’un des S;_; de notre variété la coupe encore en une 
S:_2 — Fix?~ rationnelle, qui pourra d’ailleurs se décomposer en un 
certain nombre de Sj; et une S;.— F;_, irréductible, mais qui 
appartiendra toujours & un S,_»-» et sera rencontrée par Cp en m—? 
points, Chacun des S,;_; rencontrera cette S;.— F;,_, jrréductible 
en un S;-2 et sera par suite avec I'S, »-2 dans un S,-»-1. Done: 
Si sur une courbe quelconque non spéciale de genre p et ordre n ily a 
une gi' dont chaque groupe appartienne en général ad un Si-4, les 
oo"?! groupes de n — % points résiduels d Tun quelconque de ces groupes 
de % points ‘sont aussi les groupes résiduels de tous les autres et se 
trouvent resv. sur des S,p-2. Pour deux telles séries de groupes de 
points, g;' et g®-?-*, on dira que la seconde est résiduelle de la 
premiére. 


17. On construit facilement au moyen du théoréme précédent des 
gi sur Cp sii>p+1. Une telle série sera déterminée sur la courbe 
par les S,»-; d'un faisceau dont le soutien S,_,-» soit mené par 
n — ¢ points arbitraires de C>. — Si en outre i<m—p, on pourra 
choisir arbitrairement un groupe de la série. 

Si i= — p, les S,_»-1 contenant les groupes d'une g\_, forment 
(n. 15) un faisceau dont la base est un S,-p-e passant par p points 
de la courbe. 





di coni quadrici in wno spazio lineare qualunque (Atti della R. Accad. di Torino 
XIX), Sulle varieta normali a tre dimensioni composte di serie semplici razionali 
di piant (méme Recueil XXII). 

*) Par le méme raisonnement on arrive, pour les courbes normales, i cette 
proposition plus générale: si sw une courbe normale non spéciale de genre p et ordre n 
il yaune g,' dont les groupes de i points appartiennent en général a des S,(k<t), 
le liew de ces S, est une S, — FR rationnelle normale, — 

On verra dans une Note qui sera bientdt publiée une relation beaucoup plus 
générale entre les ordres et les genres d'une variété quelconque S, ,— F, et 
dune courbe placée sur elle. — (Juillet 1887). 
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Si i = » — p — 1, les S,_.»_» auxquels appartiennent les groupes 
de la g}_,_, forment (n. 15) une S,_»-2 — F2_,_,, c’est-i-dire sont les 
espaces S,»-2 générateurs de l'un systéme d’un cone quadrique ayant 
un S,p-4 pour soutien et projetant une quadrique de l’espace ordinaire: 
les espaces S,-p-2 générateurs de l’autre systeme déterminent sur la 
courbe une série co' de groupes de p+ 1 points qui est justement la 
résiduelle de la a 

Done si n—p—1>p+1, oad. n>2p+ 2, on a ainsi 
une infinité de S,-p—a-cémes quadriques contenant la courbe C) normale 
de Sy». 

En projetant sur S, par le soutien S,_»4 de l'un de ces cones 
on voit que C> se projette suivant une courbe d’ordre , genre p située 
sur une qnadrique ordinaire et rencontrant les géuératrices des deux 
systémes resp. en p-+ 1 et m—p—1 points. Si avant de faire cette 
projection on abaisse l’ordre de C> & 2p + 2 (au moyen d’une pro- 
jection par »—2p—2 de ses points sur un S,+9) on arrive ainsi 
par le simple usage de projections & une représentation des courbes de 
genre p dans une courbe plane dordre 2p + 2 doudée de deux points 
(p + 1)-ples (et @autres p* points doubles).*) 


Gora 


18. Dans une courbe de genre p > 1 générale, cest-i-dire dont 
les 3p —3 modules aient des valeurs quelconques, il n’y a pas de séries 
linéaires simplement infinies de ¢ points, ¢. a. d. des g;', si i< E Pre 
(comme il suit de la condition (4) du n°3 en y posant r= 1, n = }). 
Ainsi il n’y a pas en général (si p > 2) de séries linéaires simple- 
ment infinies de couples de points et s'il y en a on nomme la courbe 
hyperelliptique. Si p> 4, il faut aussi une particularisation pour que 
la courbe ait une oo! linéaire de ternes de points; et ainsi de suite. 
La proposition générale du n° 15 nous donne déja en posant ¢ = 2, 3 
et en projetant dans l’espace ordinaire ou sur un plan: 


Dans une courbe de genre p et ordre n hyperelliptique les droites 
joignant les points conjugués forment si la courbe est gauche (n>p-+3) 
une surface réglée rationnelle dordre n — p — 1, et si la courbe est 


*) Si par n— 2p—2 points fixes d'une C} normale (nm >2p-+ 2) on 
projette les S, auxquels appartiennent les groupes de p-+ 1 points d’une 
Griz c a. d. la S, — F954” quiils forment, on aura une S,_,_»— F4__» 
qui sera un S,_,_,-cdne, dont le soutien S,__, passe par les n—2p—2 
points fixes. En projetant la C} par cet S, _p-4 Sur S, on obtient directement 
une courbe de genre p et ordre 2p + 2 placée sur une quadrique ordinaire et ren- 
contrant les génératrices des deux systémes en p + 1 points. 








~_~— > -s =e Df = 
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plane (n> p -+ 2) elles enveloppent une courbe rationnelle de classe 
n — p — 1.*) 

Lorsqu’une courbe de genre p et ordre n contient une série linéaire 
simplement infinie de ternes de points, les plans de ces ternes si la 
courbe est gauche enveloppent une développable rationnelle de classe 
n — p — 2, et si la courbe est plane il y a n — p — 2 droites contenant 
chacune une terne. 

Il faut remarquer, quant au premier de ces énoncés, qu’une courbe 
hyperelliptique (de genre p et ordre n de S,) ne peut pas étre spéciale M 
(de sorte qu’on a toujours r <n -— p, et que cette courbe est normale 
si elle appartient 4 S,_,). En effet si elle était spéciale, elle serait 
donnée (n° 1) par des courbes adjointes d’ordre v — 3 de f,” et le 
systéme de ces g’—* lorsque f est hyperelliptique est tel que chaque 
courbe passant par un point de f passe aussi par son conjugué 
(B. N. p. 286), ce qui rend impossible la correspondance uniforme 
entre la courbe cherchée et f (v. & la fin du n° 1). 

Quant au second énoncé de ce n° la supposition qu'on y fait que 
les ternes de points ne soient pas toutes sur des droites exclut déja 
la possibilité que la courbe soit spéciale. En effet on a la proposition 
plus générale suivante: Si swr une cowrbe spéciale quelconque y® ily a 
une g;', o& t<p, les i points de chaque groupe de cette série ne sont 
pas indépendants entre eux, car ils se trouvent towours sur un méme S;_2. 
Cette proposition est une conséquence du théoréme de Riemann (v. n° 2), 
car celui-ci établit que chaque groupe de l'image de notre g,' de y 
sur la f? plane est tel que le passage d’une g’—* par i — 1 de ses 
points entraine aussi le passage de cette courbe adjointe par le point 
restant; d’od il suit, en traduisant cela sur y, (si S, est l’espace auquel 
appartient cette courbe) que tous les S,_, qui passent par ¢ — 1 points 
dun groupe de notre g;' de y passent aussi par le point restant, ce 
qui prouve évidemment notre proposition. 


19. Au moyen du résultat du n® 15 nous pouvons obtenir une 
représentation particulitre des courbes d’espéces remarquables que . 
nous avons nommées, et plus en général des courbes contenant une 

*) Cette proposition sur une courbe plane hyperelliptique d’ordre m genre 
p est connue: voir, p. e. Humbert: Application de la théorie des fonctions 
fuchsiennes & Vétude des courbes algébriques (Journal de Mathém. 4¢ sér. t. II; 
v. p. 316). Si dans un faisceau de droites du plan de cette courbe l'on fait 
correspondre deux droites qui aillent 4 deux points conjugués on en tire, en 
appliquant dans ce faisceau le principe de correspondance, l'autre proposition 
bien connue: swr une courbe hyperelliptique de genre p il y a 2p + 2 points con- 
jugués chacun & soi-méme (points de diramation). — Pour le résultat relatif aux 
courbes gauches hyperelliptiques voir le n° 48, II du mémoire de M. De Paolis: Le 
trasformazioni doppie dello spazio (Memorie della RK. Acc. d. Lincei, serie 4°, vol. I), 
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gi, ob t<n—p. Commengons, si n—p=—i E af +k, orik<i, 


par projeter la Cp non spéciale sur un S,_»-; par |’ Sy; joignant k 
points queleonques. Nous aurons ainsi une courbe normale de genre 
p, dont nous nommerons encore » l’ordre (inférieur de k au précédent) 
qui sera maintenant tel que m — p, nombre de dimensions de |’espace 
auquel la courbe appartient, est divisible par 7. Les S;_, joignant les 
groupes de ¢ points de la g,' forment une S;_, — F-?-+', Pour 
avoir une projection uniforme de celle-ci sur un S;, projetons-la par 


un S,—p»-i—-1 contenant a? — 1 des S,;_; de cette variété. Un S,_p-1 


projetant un quelconque des S;_, coupera notre variété outre que dans 
cet S;-; variable en une S;. — F/7?* appartenant & un S,_»~» et 


qui comprend les "TP — 1 S,-1 fixes, mais contient aussi une partie 





irréductible rencontrée par tous les S;_,, de sorte que le faisceau des 
S,—p—1 passant par cet S,_p-2 se composera des espaces qui projettent 
les différents S;_, de notre variété. Done sur S; ces S;_; se projettent 
suivant les S;_, d’un faisceau. Notre Cp ayant = — 1 groupes dei 
points, c. a d. m — p—dé points, sur I’ S,_»_;-1 qui est axe de pro- 
jection, et d’autres p encore, comme on voit tout-de-suite, sur l’ S,—p»-2, 
sera projetée suivant une courbe de S; de l’ordre p + i ayant p points 
sur |’ S;_, axe du faisceau nommé de S;_,; et sur ces différents 
S;-1 les groupes de ¢ points de la g,' projection de celle de la C>. 
Done: 

Les courbes de genre p contenant une g;‘ peuvent toujours (par voie 
de projections) étre transformées en une courbe de S; dordre p + % avec 
un S;-2 qui la coupe en p points de sorte que les S;1 passant par 
et S;- donnent par leurs intersections variables avec la courbe cette 
série de groupes. 

En projetant encore cette courbe sur un plan par un S;_3 passant 
par i— 2 des p points de |’ S;-2 on a: Chaque courbe de genre p 
douée d’une g;' pout étre transformée en une courbe plane dordre p+2 
avec un point multiple suivant p — i+ 2: la g;' étant alors donnée par 
les droites passant par ce point. (Voir pour le cas de i= 2, e. a. d. 
le cas hyperelliptique B. N. p. 287). 





20. Les propriétés connues des S;_; — F-?-‘+' donnent facile- 
ment de nouvelles propriétés des courbes contenant une série g;': la 
classification de ces variétés qui se fait suivant les ordres minima des 
courbes, surfaces réglées, etc., qu’elles contiennent donnerait lorsque 
le nombre de ces g;' est fini, et en particulier lorsque l’existence d'une 
telle série est une exception, une nouvelle distinction de ces courbes 











p 
2 
ur 
(. 








Courbes et surfaces réglées algébriques. 


221 


en espéces. Mais nous nous bornerons au cas le plus intéressant, celui 
de i = 2, ¢. a. d. des courbes hyperelliptiques. 

Soit m l’ordre de la courbe minima dans la surface reglée ration- 
nelle J’,"-”-' des droites contenant les couples de points conjugués de 


la Cy hyperelliptique. Le nombre maximum de génératrices situées 
dans un S,p—1 sera » — p — m — 1 et les S,_p-1 passant par la C™ 
(en nombre de co"-?—™-! lorsqu’il y a une seule C™, c. a. d. en exceptant 
le cas de m= “—2—* 


» 





ot il y a oot C™ et par suite ce nombre 


devient co"-*-”) contiennent en effet autant de génératrices, c. a. d. 
de couples de points conhjugués. Done 

2(n—p—m—1)<n, 2m>n— 2p — 2. 
Ainsi, en nous servant aussi d’autres propriétés presque évidentes de 
la surface réglée: 

Les courbes hyperelliptiques dordre n et genre p se distinguent en 
espéces caractérisées par un nombre m (qui pour une courbe gauche 
est Vordre de la courbe minima de la surface réglée rationnelle 
dordre n —p—1 du n° 18) egal pour Vespéce la plus générale a 


ee P ' : 5 pn—i 
E tot, mais qui peut descendre jusqu’a E - ——-. La pro- 





pricté caractéristique Tune courbe correspondant ad une certaine valeur 
de m est que le nombre maximum de couples de points conjugués qui 
peuvent entrer dans un groupe associé est n —p —m — 1 et qwilya 
effectivement une infinité de growpes associés contenant chacun n—p—m—1 
couples et 2m + 2p—n-+-2 autres points. — Ces groupes associés 
forment une oo"-?—™—! et ces derniers points sont fixes, lorsque 
m< ae Alors n — p — m—1 couples quelconques de points 
conjugués appartiennent d un groupe associé bien déterminé; et chaque 
groupe associé contenant m--1 couples en contient encore n —p—2m— 2, 
c. d. d. est un groupe associé de la série considérée. Lorsque m = sopot 
les groupes associ¢s contenant chacun n—p—m—1—= SP! couples 
sont oo*—P-™ et ils se divisent en oo! systémes de oo"—-?-™—1, dont chacun 


+s n—p—tl . 
embrasse des groupes associés comprenant alent dont couples variables et 
° n—p—t1 
p+ 1 points fixes. Dans ce cas f= couples quelconques se trouvent 


dans co' groupes associdés, c.d.d. dans un groupe de chacun des co' 
systémes nommeés, — *) 

*) Pour p=1, en remarquant que sur une courbe elliptique il y a o! 
séries linéaires g,' de couples de points, on retrouve ainsi des propositions connues 
(v. ma Note sur les courbes elliptiques & p. 295 du t. XXVII de ces Annales), 
Pour p= 2, on trouve une distinction des courbes de genre 2 en deux espéces, 
& laquelle est aussi parvenu d’une facon fort différente M. Humbert & la p. 279 
du mémoire déja cité. 


Mathematische Annalen. XXX. 15 
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21. Cherchons maintenant si une courbe normale hyperelliptique 
peut étre obtenue comme l’intersection de la surface réglée rationnelle 
qui la contient avec une variété quadratique. 


Comme une C> de S,_,, od nous supposerons n > 2p — 2, est 


coupée par une M;_,_;, ou, comme nous dirons aussi, par une quadri- 
que de cet espace, en 2m points dont p sont déterminés en général 


par les autres, il s’ensuit que les quadriques passant par la Cp forment 
un systéme linéaire dont l’ordre d'infinité est 


: (n—p)(n—p+3) — (2n—p+1) =* [(n— p)? —n —p— 2] 


pourvu que ce nombre ne soit pas négatif.*) Or ce nombre en effet 
reste toujours > 0 dans l’hypothése faite que m > 2p — 2 en exceptant 


*) Ce raisonnement ne serait pas tout-d-fait complet; mais on parvient au 
méme résultat, et méme a d’autres beaucoup plus généraux sur le nombre des 
variétés d’un ordre quelconque passant par une courbe quelconque au moyen du 
méme raisonnement, tout-i-fait rigoureux, dont se sert M. Néther (Rawmcurven, 
§ 7) pour le cas des courbes gauches de l’espace ordinaire. 


Pour une courbe spéciale normale i ® de Spi on sait qu’elle est contenue 
dans ba (p —2) (p—8) quadriques indépendantes linéairement (on trouve cette 


proposition successivement dans la Note de M. H. Weber, 4a la pag. 35 du t. XII 
de ces Annales, dans celle de M. Kraus & pag. 245 du t. XVI, et enfin, mais 
démontrée plus complétement et avec d’autres propositions plus générales, dans 
celle de M. Nither déja citée du t. XVII). 

En particulier pour p= 5 on voit que la courbe d’ordre 8 et genre 5 ap- 
partenant 4 S, est l'intersection compléte de 3 quadriques, Réciproquement la 
courbe du 8° ordre qui dans S, est l’intersection de 3 quadriques quelconques est 
du genre 5 (v. Weber, loc. cit., pag. 44; et Veronese, mém. cité, p. 204). En 
considérant la courbe gauche spéciale de l’espace ordinaire d’ordre 8 et genre 5 
(v. Néther, Rawmcurven, pag. 97) comme projection de celle appartenant a S,, 
c. &, d. de la base d’un réseau * de quadriques de S, on en trouve immédiatement 
une foule de propriétés. Ainsi les »* M,2.2 suivant lesquelles se coupent mutuelle- 
ment ces quadriques et parmi lesquelles il y en a une commune 4 toutes les 
quadriques du réseau qui passent par le centre de projection donnent: la y,° 
spéciale de S,; appartient a wne surface cubique déterminée et & «*® surfaces du 
4e ordre a conique double: ces coniques doubles sont les coniques de la surface 
cubique placées dans les plans qui passent par wne droite déterminée de celle-ct 
(ne rencontrant pas la y,°). 

Et au moyen des cénes circonscrits du centre de projection aux quadriques 
du réseau on obtient: i] y a »* quadriques tangentes en 8 points a la y,5 (quadri- 
ques inscrites dans les surfaces du 4¢ ordre nommées): par deux points quelconques 
il en passe 4; les w* groupes de 8 points de contact forment une g,? de groupes 
associés contenue dans la g,4. — Les »! cdnes du réseau de quadriques de S, avec 
leurs plans générateurs donneraient d'autres propositions, que nous ne nous 
arréterons pas & énoncer, 
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toutefois pour p= 1 le cas de n= 3; pour p= 2 celui de n= 4; 
pour p= 3, n= 5 ou 6; pour p=4, n = 7.*) 

Il nous faut aussi le nombre des quadriques de S,_, passant par 
une surface réglée rationnelle normale J,*-?—!. Considérons sur cette 
surface une courbe minima C” et l'une des C*-?—"—!, qu’elle contient. 
Une quadrique contenant ces deux courbes coupe encore la surface 
réglée en général en n—p— 1 génératrices: si donc on la force & passer 
par ” — p points quelconques de la surface et en conséquence par les 
n —p génératrices contenant ces points, on la forcera 4 contenir la 
surface réglée. Done par la surface réglée rationnelle normale F’,»—?-1 
passe un systéme linéaire de quadriques dont l’ordre d’infinité est: 


= (n—p) (n—p+3) — (2m +1) — [2(n—p—m—1) + 1] — (~—p) 
= = [(n—p) — 3(2—p)] = | (n —p) (n—p—3).*) 


Or soit dans S,» une Cp hyperelliptique et considérons le systéme 
des quadriques qui la contiennent et celui des quadriques qui contiennent 
la surface réglée F',"-?-! des droites joignant ses couples de points 
conjugués. La différence entre les nombres des dimensions du 1° et 
du 2° systéme est, d’aprés ce qui précéde: 


5 [3(n—p) — (n+-p+2)] =n — 2p—1; 


elle est positive si 
n>2p+2. 


Donec: une courbe hyperelliptique normale Cp de S,-» donnée peut 
toujours, lorsque n>2p-+ 2, étre obtenue comme Vintersection de la 
surface réglée rationnelle F,"-?—' qui la contient avec une quadrique 
(ne contenant pas cette surface) qui la coupe encore en n — 2p — 2 
génératrices (que Von peut choisir arbitrairement). 

Inversement, une quadrique de S,_, qui passe par nm — 2p — 2 
génératrices d'une F',"-?—' réglée rationnelle normale dont l’ordre m 
de la courbe minima soit tel que 2m >n — 2p — 2 (de sorte que la 
quadrique ne contient pas nécéssairement la C™) coupe encore la 
surface en général en une courbe d’ordre m hyperelliptique, dont le 


*) Ces exceptions sont données, comme l'on voit, par quelques courbes 
planes et par deux courbes gauches de l’espace ordinaire, C,° et C,’, que l’on 
rencontre resp. aux pages 87 (a;) et 92 (a,) du mémoire de M. Néther. 

**) Ce résultat est contenu dans la proposition suivante: wne variété ration- 
nelle S;_,—F" normale, c.d.d. appartenant & wun S,,,; 1, est toujours, si 
1< i < m, intersection complete d'un systéme de quadriques de cet espace tel que 
par une quadrique quelconque d'un S,,_ tl en passe une seule, 


15* 
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genre sera p, puisque les droites joignant les couples de points con- 
jugués forment une surface réglée d’ordre n — p — 1. 


22. Combien de courbes hyperelliptiques de genre p et ordre n 
y a-t-il sur une surface réglée rationnelle F’,"-?-! donnée? Si cette 


surface est normale et si n>2p-+2, en posant Ni= + (n—p) (n—p-+3), 


ces courbes seront toutes déterminées par les co%—3—2—2) quadriques 
passant par » — 2p — 2 génératrices choisies arbitrairement sur cette 
surface: mais par chacune de ces courbes il passe co4—@n—p+)—(n—2p—2) 
de ces quadriques. Done ces courbes seront seulement co@"—P+1)—%"—2—2), 
¢. &. d. coi Pts *), 

Or la variété des F',"-?-' générales est oo"—?) (—p+%)—6; done le 
nombre des paramétres dont dépendent les courbes hyperelliptiques 
normales est 


(n—p)(n—p-+2) — 6 + Bp+5) = (n—p)(n—p+2)+3p — 1 


de sorte qu’il est inférieur & celui des C> générales de p — 2. Done 
il faut p—2 conditions pour qu'une courbe de genre p soit hyper- 
elliptique; ou en d’autres termes les 3p — 3 modules indépendants 
d’une courbe générale de genre p se réduisent 4 2p — 1 pour une 
courbe hyperelliptique: résultat connu (B. N. p. 302). 


23. Des cas remarquables de courbes hyperelliptiques s’obtiennent 
lorsque la surface réglée rationnelle des droites joignant les points con- 
jugués devient un cdne. Alors on a (n° 20) m=O et par suite 
n< 2p + 2. 

Si n = 2p + 2, la C3?* hyperelliptique normale de Sp: dont il 
s‘agit sera (n° 21) l’intersection compléte d’un céne rationnel normal 
d’ordre p+ 1 avec une quadrique ne passant pas par le sommet. 

Mais si n < 2p + 2, on ne peut plus construire une telle courbe 
d’une maniére analogue. Pour la €;?t* de Spi: le cdne rationnel 
dordre p devra évidemment avoir le sommet en un point simple de 


la courbe: pour la C;?” de S, le cone rationnel d’ordre p — 1 aura le 
sommet en un point double de la courbe; la C)?~* de Sp_1 aura un 


*) On trouve ce méme résultat, sans la restriction n >2p-+ 2, par la 
représentation plane de F,"~?—" que l'on obtient’ en la projetant par k de ses 
génératrices et n—p—2k—2 points: les courbes cherchées seront alors 
représentées sur le plan par des courbes d’ordre mn — 2k avec un point donné 
pour multiple suivant n — 2k — 2 et nm — p — 2k — 2 points doubles aussi donnés. 
Or les paramétres independants de ces courbes planes seront justement 


+ ((n—28) (m—2k-48) — (n— 2k—2) (n—2k—1) — 6 (n—2k—p—2)] —3p +5. 
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point triple, sommet du céne rationnel d’ordre p — 2; et ainsi de suite. 
On peut obtenir toutes ces courbes en projetant la C;?** de S,42 déja 
construite par 1,2, 3,... de ses points sur un Sp41, Sp, Sp-1,..- 

La représentation de ces courbes sur une f?** avec un point 
p—ple (n° 19) montre aussi leur existence: que l’on considére en 
effet les 2p -—+ 1 intersections variables de f avec le systeme coPt 
des courbes d’ordre p + 1 ayant le méme point p—ple et passant par 
p-+1 des points d’intersection de f avec une droite donnée. Cette 
série gis. de groupes de points de f donnera, comme on voit tout-de- 
suite, une ajet * de Spi: de lespece cherchée; et si on assujettit encore 
les courbes d’ordre p + 1 @ passer par 1, 2,... nouveaux points quel- 
conques de f on aura les (>? de 8,, les Cp?~* de S,1,..., nommées, 


24. On pourrait étudier, par nos méthodes et en partant de la 
proposition donnée dans la note & la fin du n° 15, les courbes présen- 
tant cette particularité de contenir une g;' dont les groupes de ¢ points 
appartiennent & des S; ok k << i— 1, au lieu qu’a des S;_;. Mais 
nous nous bornerons au cas de i=3, K—1, c. a. d. au cas od il y 
a une surface réglée rationnelle de droites trisécantes de la courbe. En 
supposant que celle-ci soit une OC; normale non spéciale de S,_,, il 
suit de la proposition citée que la surface réglée sera normale, c. a. d. 
de Yordre » — p—1. En outre il suit du n® 14 qu’on devra avoir 
n<S2p+1. 

Dans la projection de la surface réglée J’,"-?—' sur un plan faite 
par k(< m, si m est l’ordre des courbes minimae de la surface) 
génératrices et » — p— 2k — 2 points, la C) se projettera suivant 
une courbe y?—** ayant un point (n—3k—3)-ple et n —p — 2k —2 
points triples et en outre des points doubles au nombre de 


+ {(n—3k—1)(n—3k—2)—(n—3h—3)(n—3k—4)\ —3(n—p—2k—2)—p 
=2p+1—n*),. 


Et inversement toutes les courbes d’ordre » — 3k du plan ayant 
les dites singularités seront les images de Cy? de la surface réglée 
rencontrant trois fois chaque génératrice. Or le nombre des paramétres 
de ces courbes est 


*) Ce résultat prouve de nouveau que pour qu'une Cc; puisse avoir une 
surface réglée rationnelle de trisécantes il faut quen<2p-+ 1, Ajoutons que 
ces points doubles de y seront les images de 2p -+ 1 — » points doubles, qu’aura 
dans ce cas la CP — Le raisonnement qui suit ci-dessus est seulement esquissé, 
mais il peut étre complété au moyen du théoréme contenu a la fin du n, 19, 
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+ {n—3k) (n—3k+3)—(n—3k —3) (n—3k—2)} — 6 (n — p —2k—2) 
— (2p+1—n)=—4p+8—n. 


Nous concluons: Une courbe non spéciale de genre p et ordre n 
<2p +1 peut étre sur une surface réglée rationnelle dordre n—p—1 
de trisécantes. En général une surface réglée rationnelle de cet ordre 
<p contient un systéme de co'!?+8-" courbes de genre p et ordre n 
rencontrant trois fois chaque génératrice,*) 

De cela et du nombre des surfaces réglées rationnelles normales 
de S,-p on tire que pour une Cp, ot n< 2p +1, il faut m — 1 con- 
ditions pour qu’elle ait une co! linéaire de trisécantes.**) 


Turin, Janvier 1887, 


*) On voit facilement que, si m est l’ordre de la courbe minima de la 
surface réglée, on doit avoir: 3m > 2n — 3p — 3. 


**) La 2° Partie de ce travail, relative aux surfaces réglées, paraitra 
plus tard. 














Beitrage zur Theorie der algebraischen Flachen. 


Zweiter Theil. 


Ueber die zu zwei eindeutig auf einander bezogenen Flichen 
gehérigen Strahlensysteme. 


Von 


A. Voss in Miinchen. 


Die Veranlassung zu dieser Arbeit bot zuniichst die von Herrn 
Fiedler*) gestellte Frage nach den EKigenschaften der Strahlensysteme 
und Brenafliichen, welche zu den conjugirten Punkten der Hesse’schen 
und Steiner’schen Fliche einer algebraischen Fliche gehéren. Diese 
Aufgabe, welche von der Untersuchung der Polarfliichen dritter und 
vierter Ordnung der letzteren abhiingt, und daher fiir eine synthetische 
Behandlung einige weitere Voruntersuchungen néthig zu machen scheint, 
erweitert sich naturgemiiss zu der’ Betrachtung derjenigen Systeme, 
welche zu swei Flichen gehiren, die durch vier biquaterndre Gleichungen 
eindeutig auf einander bezogen sind. Ich gebe damit zugleich eine 
allgemeine Lisung derjenigen Fragen, welche sich unter analogen Um- 
stinden in der Theorie der Strahlensysteme tiberhaupt aufwerfen 
lassen**), soweit dieselben mit Hiilfe vollstiindig ausgefiihrter alge- 
braischer Formen behandelt werden kénnen, und nicht, wie z, B. die 
Betrachtung von Doppelcurven, auf algebraischen Operationen beruhen, 
die wegen ihrer Complicirtheit einer allgemeinen Behandlung sich bis 
jetzt wenig zugiinglich gezeigt haben. 


*) Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie des Raumes, 3. Ausgabe, 
Th. If, 8S. LX der Literatur-Zusiitze. 

**) Ich verweise hier auf meine Arbeit Ueber Complexe und Congruenzen, 
diese Annalen Bd. VIII, in welcher verwandte Betrachtungen von rein linien- 
geometrischem Standpunkte aus gefiihrt sind, sowiz auf meine Untersuchungen 
iiber die projective Centraljliiche einer algebraischen Fliche n. Ordnung (Abh. d. 
bayer. Academie d. Wissenschaften XVI, 1887), Dem Umstande, dass bei ver- 
schiedener analytischer Definition der Strahlensysteme die algebraische Behand- 
lung eines und desselben Kreises von Problemen so verschieden ausfillt, kann 
wohl erst durch eine erweiterte rein geometrische Theorie abgeholfen werden, 
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Sie betreffen insbesondere die vollstindige Ermittelung derjenigen 
Formen, von deren Verschwinden es abhiingt, dass zwei, drei oder vier 
benachbarte Strahlen des Systems durch einen Punkt gehen, resp. in 
einer Ebene liegen; Configurationen, welche in bekannter Beziehung zu 
der Brennfliiche des Systems stehen. 

Da die letztere indess selbst in den einfachsten Fallen von ver- 
hiltnissmiissig hoher Ordnung wird, so habe ich die specielle An- 
wendung dieser allgemeinen Untersuchungen auf die Theorie der héheren 
conjugirten Kernflichen nicht weiter ausgefiihrt, sondern mich auf die 
Betrachtung der gewohnlichen Hesse’schen Fliche H und ihrer conjugirten 
Steiner’schen S beschrinkt. Fiir die zu diesen gehérigen Brenn- 
flichen sind charakteristisch die aus den Knotenpunkten von H ent- 
springenden Knotenpunkte und singuliiren Ebenen, waihrend das durch 
die Hauptpunkte dieser Strahlensysteme bedingte Auftreten weiterer 
Knotenpunkte sich auch bei den Brennfliichen der héheren Kernfliichen 
wiederholt, 

Besonders einfache und verhiiltnissmissig anschauliche Verhiltnisse 
ergeben sich fiir die Fliche dritter Ordnung. Ein Theil derselben 
hatte sich bereits aus den Kigenschaften der conjugirten Punktpaare 
von H entnehmen lassen, welche Herr Sturm im 4. Capitel seiner 
»syuthetischen Untersuchungen iiber Fliichen dritter Ordnung“ ent- 
wickelt hat. Die ausgezeichneten Kigenschaften des zu vier bilinearen 
symmetrischen Formen gehdérigen Systems in seiner Beziehung zu dem 
Cayley’schen Symmetroid und seiner Jacobi’schen Fiiiche veran- 
lassten mich indess, auch diesen Fall in einem allgemeineren Zusam- 
meuhange darzustellen. 


§ I. 
Ueber eine Gattung von Strahlensystemen. 


Es seien zwei Flichen F, ® von den Ordnungen m, w so auf 
einander bezogen, dass jedem Punkte x von J’ @& Punkte y von 9, 
jedem Punkte y von ® aber @ Punkte x von F' entsprechen. Die 
Classe des aus den Geraden (ay) gebildeten Strahlensystemes sei e; e ist 
zugleich auch die Ordnung derjenigen Curve, welche dem ebenen 
Schnitte von F'(®) auf @(F’) entspricht; die Ordnung des Strahlensystems 
sei durch « bezeichnet. Zwischen diesen Zahlen besteht eine einfache 
Beziehung, welche sich leicht durch Verallgemeinerung einer von 
Salmon fiir die Ebene angegebenen Gleichung*) ergiebt. 

Man betrachte die Ebenen EZ, welche durch eine beliebige Gerade 
g gehen. In jeder Ebene EF liegen e conjugirte Punktepaare z, y von 
F und ®. Ausserdem gehéren zu den w auf g gelegenen Punkten 


*) Salmon-Fiedler, Geometrie d, Raumes 3. Aufl. Theil II, 8. 615. 
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von ® wa Punkte auf F’; ebenso zu den m Punkten von F auf g 
me’ Punkte von ®. Die Punkte x, y bilden zwei Curven C und 1; die 
erste hat auf g m «’-fache Punkte und ist daher von der Ordnung ma’+-e; 
die zweite ist von der Ordnung we’ +e; beide sind eindeutig auf 
einander bezogen. Man wihle nun eine zweite Gerade y und suche 
die Zahl € sich selbst entsprechender Punkte auf den beiden Curven. 
Da in einer Ebene E’ durch y ma’ +e Punkte von C liegen, denen 
ebenso viele Punkte auf [ entsprechen, so betriigt die Zahl der Coin- 
cidenzen in dem durch y gehenden Ebenenbiischel 


me +- wa + 2e. 
Solehe Coincidenzen entstehen, wenn ein Strahl (xy) gleichzeitig die 
Geraden g, y schneidet, oder wenn beide Curven C, [ sich in einem 
sich selbst entsprechenden Punkte schneiden. Da nun die genannten 
Strahlen eine Regelfliiche von der Ordnung e+ « bilden, so ergiebt sich 


E—pwa+tme+e—e. 
Im allgemeinen wird € gleich Null zu setzen sein, und demnach die 
Ordnung des zu den entsprechenden Punkten gehirigen Strahlensystemes 
gleich 


(1) é=wa+ ma +e; 
insbesondere wird also fiir zwei eindeutig auf einander bezogene Flichen 
(2) ée=m+u+e. 


Die Formel (1) gilt auch dann noch im allgemeinen, wenn beide Fliichen 
zusammenfallen; sie liefert fiir « =m = 41 die von Herrn Salmon 
a. a. O. gegebene Relation. Ist aber die Correspondenz zwischen den 
Punkten einer Fliiche eine symmetrische, etwa so dass jedem Punkte 
xz von I’ ein Punkt y derselben Fliche, und umgekehrt dem y auch 
wieder x entspricht, so dass x, y conjugirte Paare auf F bilden, so 
muss jene Formel durch eine andere ersetzt werden. Jede Gerade g 
giebt dann Veranlassung zur Erzeugung einer Curve C von der Ord- 
nung m-+ 2e, und die Zahl der auf dem obigen Wege entstehenden 
Coincidenzen ist 2m-+ 4e. Entfernt man von derselben die zweifach 
zihlenden Coincidenzen, welche der oben betrachteten Regelfliiche von 
der Ordnung ¢ + e angehéren, so wird 


(3) = 2m + 2e — 28; 
mithin, wenn wieder = 0 angenommen wird, 
(4) =m+te. 


Im folgenden soll nun der Fall betrachtet werden, wo die beiden 
Flichen F, ® durch vier biquaterndre Gleichungen 


fii=0, i=1,2,3,4 
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von den Ordnungen m;, n; in den homogenen Variabelen x, y 
(%y 5 Lyy Ly, Ly3 Yr> Yor Yar Ys) 
gegeben sind. Man hat dann (B, 8. 359)*) 
M = M, Ny Ms My + MyM, My My + Mg M, MyM, My NM, My Ns, 
= 0, mM, mM, Mm, + N,M,m,m, + n,m, MM, + NM, mM, Mm, Mm, , 
€ = M, My Ny NM, —- M, Mz Ny, + M, M, Ny Ny 
F My Ms My My PF My My My My > Ms M,N, Ny, 


Insbesondere hat man fiir die durch die Gleichungen 
Yi ee. Sap, «Se 
k= >" 0X ,0%, > vifix = 0 


vermittelte Beziehung zwischen der Hesse’schen Fliiche H =O und 
der Steiner’schen Flaiche S der allgemeinen Fliche ». Ordnung f=0 
nach den eben angegebenen Gleichungen 


m=—=4(n — 2), 
= 4(n — 2), 
e = 6(n — 2)’, 


also nach (2) 
é = 2(n —2) (2n?—5n-+-4). 
Fiir den besonderen Fall n = 3, wo H und S zusammenfallen, wird 
e = 3, mithin nach (4) 
é= 7, 
wie dies auch Herr Sturm schon angegeben hat.**) 


§ 2. 
Die Brennfliche des Strahlensystemes, welche zu den Flichen 
F und © gehort. 


Die Breunfliiche des Strahlensystemes ist der Ort der Schnittpunkte 
unendlich benachbarter Strahlen. Ist (wy) ein Strahl des Systemes, 
so giebt es je zwei von 2, resp. y ausgehende Fortschreitungsrichtungen 
dz, resp. dy auf den Flaichen F und ®, denen je ein (xy) in einem 
Punkte ¢ der Brennfliche schneidender Strahl entspricht. Diese Richt- 
ungen bilden die Tangenten eines Systemes von Curven, welches die 
Kummer’schen Developpabelen des Strahlensystemes bestimmt; diese 


Curven moégen die Hauptcurven der. Fliichen F, © in Beziehung auf 


das Strahlensystem heissen. Zu jeder Tangente einer Hauptcurve gehdrt 
dann ein bestimmter Punkt der Brennfliche, nimlich der Schnittpunkt 


*) In dieser Form soll meine, diese Annalen XXVII, erschienene Arbeit 
»Zur Theorie der Steiner’schen Kernflichen“ citirt werden, 
**) Synthetische Untersuchungen iiber Flichen dritter Ordnung. S. 139, 145, 
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der correspondirenden Strahlen. Die Brennfliiche selbst ist im all- 
gemeinen ein-zweideutig auf die Flichen F',® bezogen. Aber fiir eine 
Reihe von Curven, die der Brennfliche als charakteristische angehéren, 
wird die Beziehung zu einer eindeutigen. Diese einfache Bemerkung 
liefert eine Methode zur Bestimmung eines Theils der Singularitiaten 
der Brennfliiche, welche nicht allein in dem vorliegenden Falle, sondern 
auch bei jeder analogen Untersuchung itiber Strahlensysteme anwend- 
bar ist. *) 

So entspricht namentlich der ebenen Schnitteurve C der Brenn- 
fliche, d. h, den Punkten z, welche in einer Ebene liegen, ein mit 
derselben eindeutig verkniipftes aus den Punkten x, y gebildetes Curven- 
paar C;, Cy**) auf den Flaichen F, ®, dessen Geschlecht mit dem von 
C iibereinstimmt. 

Andererseits sind die Ebenen, welche durch einen Strahl (#y) und 
die beiden Tangenten der von x ausgehenden Hauptcurven gehen, 
Tangentenebenen der Brennfliche, deren Beriihrpunkte wieder zwei- 
deutig auf /’ oder ® bezogen sind. Aber man sieht unmittelbar, dass 
die Beriihrungscurve [ eines beliebigen Tangentenkegels in eindeutiger 
Beziehung steht zu zwei auf F’ und ® gelegenen Curven [; und [, deren 
Geschlecht also mit dem Geschlechte des Tangentenkegels tiberein- 
stimmt, 

Ich gehe nun zur speciellen Ausfiihrung fiir den vorliegenden 
Fall iiber. 

Ist 
(1) 0% = VX; + EY, 
ein Punkt der Brennfliiche, so wird derselbe sich nicht iindern, wenn 


x, y die den Richtungen der Hauptcurven zugehérigen Zuwachse 
dz,dy erhalten. Es ist also 


(2) “ (va;tuy) = vda; + adv + wdy + yidu. 
Mit Hiilfe der Gleichungen 
f= 9, 
8) > Ge dy. + it dz)—0; k=—1,2,3,4, 
welche, wenn man zur Abkiirzung 


setzt, auch in der Form 


*) Vgl. z. B. meine Arbeit in den Abh. der Miinchener Academie, 8, 247 u. ff. 
**) Vgl. B. 8S, 364 ff. 


oS 
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> ain = 0, bey =, 
> (ade bei dy;) — 0, 


geschrieben werden kénnen, entsteht aus (2) durch Multiplication mit 
den b;; und Summation iiber 7 


(6) ("9 v—dv) > buses = > Dei — WAR: ) AX}. 


Eliminirt man aus (6) vermége der zwischen den homogenen Differen- 
tialen bestehenden Beziehung 


Dhedei = Q, 


die dx;, so ergiebt sich die Bedingung 


(70 — Hay, VO, — Wy, VO; — way, Vy — way,| 
1 Do, — BA, VOo, — MA,, Vo. — UA, VO, — UA, 
(7) | 21 Hay, 22 Hay. 23 Hl Ao 24 Hy, =) 


| 51 — "dy, Vdy, — Udy, Vbs, —- was, Yds — was, 


[V0 — Hayy VOyy — Way Vd, — way, vd, — way, 


Da in derselben vermége der Gleichungen (5) die Coefficienten von 
wu‘, vt verschwinden, so erhiilt man die in w, v quadratische Gleichung 
(8) A=Avr?+ 2Buv+ Cw? =0, 
deren Wurzeln die beiden auf dem Strahle (xy) liegenden Brennpunkte 
2 liefern, wiihrend die aus (6) zu entnehmenden Werthe dz; die beiden 
Tangenten der von x ausgehenden Hauptcurven auf F' bestimmen, 
welche mit ihren correspondirenden dy; in je einer Tangentenebene 
der Brennfliiche sich befinden. 

Bezeichnet man die Unterdeterminanten von (7), etwa genommen 
nach der ersten Horizontalreihe, durch £7, so ist 


(9) Dei (wbsi— wary = 0; k= 1,2,3,4, 


und zugleich hat man, wenn durch o ein unendlich kleiner Factor 
verstanden wird, 


(10) dx = %; (“2 - S*) + oi, 
wie man durch Einsetzen in (6) unmittelbar bestiitigt. 
Kine biquaternire Form, welche die x, y in den Dimensionen p, q 
beziiglich enthilt, mag als eine (p, q) bezeichnet werden. Setzt man 
M =m, + m, + m, + m,, 
N=n, +m +”, +, 


so sind die Coefficienten A, B, C von A der Reihe nach vom Charakter 
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(M—1, N—3), (M—2, N—2), (M—3, N—1). Wenn C verschwindet, 
so ist y selbst ein Punkt der Brennfliche, und die Tangentenebene 
von ® in diesem Punkte ist zugleich Tangentenebene der Brennfliiche 
in eben demselben. Die Ordnung der von diesen Punkten auf  ge- 
bildeten Curve ist 
(M—1)e + (N—1)p. 
Ebenso wird x ein Punkt der Brennfliiche, wenn A =O ist; die 
Brennfliche beriihrt daher F' lings einer Curve von der Ordnung 
(M—1)m + (N—lL)e. 
Diese EKigenschaften der Brennfliiche sind in einem allgemeinen Satze 
enthalten, den man etwa folgendermassen aussprechen kann. 

Wird eine Brennfliiche erzeugt durch die Verbindungsgeraden ent- 
sprechender Punkte zweier auf einander bezogener Fliichen F und , 
so beriihrt dieselbe die Fliiche I°(®) lings derjenigen Curve, fiir welche 
die Tangentenebene eines Punktes x(y) von F(®) durch den correspon- 
direnden Punkt y(x) von ®(F) geht; sie geht insbesondere durch die 
Pinchpunkte, sowie die etwa vorhandenen Riickkehrcurven der beiden 
Flichen. 

Zur Bestimmung der Ordnung der Brennfliche hat man zu unter- 
suchen, wie oft der Punkt 2 (1) auf der willkiirlichen Geraden 

a, = 0, B. =0, 
liegt. Man erhiilt demnach 


tz By — tty Be = 0, 
ey + va, = 0, 

Setzt man den hieraus folgenden Werth 
(11) Ris Bie a BD 


v a 
y 


in (8) ein, so liefert die Zahl der Lésungen des Systemes 
A=0,f=0, «68, —a,B.=—0; k—1,2,3,4 

aus welchen doppeltzihlend das e Lésungen gebende System 

(12) fe=0, ag =0, By = 0; k = 1, 2, 3,4 

auszuscheiden ist, fiir die Ordnung der Brennfliiche den Werth 

(M—1)m + (N— 1)u + (M+N—4)e. 
Vermége eines bekannten Theorems erhilt man daraus fiir die Classe 
der Brennfliche die Zahl 


(M—3)m + (N—3)u + (M+N—4)e. 
Das Curvenpaar 
fiik=0, A=O; k = 1,2, 3,4 
welches entsteht, wenn aus A vermége (11) w und v eliminirt werden, 
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ist, wie oben bemerkt, eindeutig auf die soeben untersuchte ebene 
Schnittcurve der Brennfliche bezogen. Da aber jede dieser beiden 
auf F’ resp. ® liegenden Curven zu Doppelpunkten die e dem Systeme 
(12) entsprechenden Punkte hat, so ist das Geschlecht p der ebenen 
Schnittcurve der Brennfliche*) bestimmt durch die Gleichung 


2p — 2 = m(M—1) (2M—5) + w(N— 1) (2N—5) 
+ ¢(4MN—7(M-+EN) +8). 


Die Classe der Brennfliche liisst sich auch leicht direct bestimmen. 
Soll eine Tangentenebene derselben durch den willkiirlichen Punkt 
a(a,, 4, @,,@,) gehen, so muss 


dx=—patqu+ry, 
dy=pa+du+ry, 
sein. Setzt man diese Ausdriicke in die Gleichungen (5) ein, so ent- 
steht 


p> ai + a> any: + PD bea: + G > bein, = 0; 
mithin, wenn man die p, r, p’, q eliminirt, die Bedingung 

Maa Soria Say Soria 

, Maia Soir Sasiy Saiz 7” 


und die Gleichung der genannten Tangentenebene selbst wird 


(14) >in = 0, 


wenn man mit y; die Unterdeterminanten der Matrix 


(13) oT 


|@, @, @, a, 

|Z, Lo Ly %| 

ly, Yo Ys 
bezeichnet. Andererseits stellt die Gleichung (13), wenn man die a; 
als variable Coordinaten betrachtet, das Product der beiden Tangenten- 
ebenen der Brennfliche dar, welche zu dem Strahle (2 y) gehéren. 

Aus der Form (13) ergiebt sich zuniichst das Verhalten der Brenn- 

fliche in einem Pinchpunkte von F oder . Fiir einen Pinchpunkt 
von ® ist niimlich 





*) Vgl. B. S. 366. 
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(15) Aik = TiPe + SiGe 
also nach (5) 
O = rye + SeQey 
mithin, da die p,; den q im allgemeinen nicht proportional sein werden, 
f, =, Sx = 0. 
Da ferner nach (5) 


(16) > bei dy; + a> dx; + a> side; = (, 


sein muss, so wird zu dem zu 2 unendlich benachbarten Punkte auf 
F, welcher auf der Geraden g liegt, deren Gleichung 

r,= 0, s, = 0, 
ist, wieder der Punkt y gehéren. Setzt man die Werthe (15) in (13) 
ein, so zerfallt TT in zwei Factoren, von denen der erste 

AypSy — A,%, =O, 
eine durch die Punkte ~, y und die Gerade g gehende Ebene vorstellt. 
Der zweite Factor ist 


‘Pr, des > bis ai, > bei x; 


wenn von der Determinante nur eine Horizontalreihe hingeschrieben 
wird. Setzt man 


~~ 0, := 0, >i UA, = 0, 


so liefert derselbe, in der Form 


(17) Dia: tbs = 0, 


geschrieben, die Gleichung der Tangentenebene der Brennfliche im 
Pinchpunkte y. Setzt man tiberhaupt 

(18) p=90, gs =0, 

so wird nach (16) die Tangentenebene von ® im Pinchpunkte durch 
die Gleichung gegeben 


> bi aj (@% + 0% ) = (0, 


Diese Ebenen bilden daher ein Biischel, dessen Axe die fiir den Pinch- 
punkt charakteristische Gerade y (18) ist, in welchem insbesondere 
auch die Tangentenebene (17) der Brennfliiche enthalten ist. Man hat 
also folgendes Resultat: 

Entsyricht dem Punkte x von F ein Pinchpunkt y von ®, so geht 
die eine Brennebene durch die dem Pinchpunkte zugeordnete Tangente g 
von EF und beriihrt die Brennfliche in einem von x, y verschiedenen 
Punkte der Geraden (ay); die andere Brennebene dagegen beriihrt im 
Pinchpunkte und enthdlt die charakteristische Gerade y desselben. 


, 
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Kiner Reihe von Pinchpunkten, welche eine Riickkehrcurve auf ® 
bilden, entspricht eine Curve auf F, zu deren Punkten die Tangenten 
g in gewissem Sinne gehéren, wahrend die Geraden y in die Tan- 
genten der Riickkehreurve selbst iibergehen.*) Die eine Brennebene 
enthalt daher stets die Richtung g, die andere, welche die Brennfliiche 
im Riickkehrpunkte von © beriihrt, geht durch die Tangente der 
Riickkehreurve, ohne daselbst mit der Riickkehrtangentenebene von ® 
im allgemeinen zusammenzufallen. 

Zur Bestimmung der Classe der Brennfliiche hat man die Zahl 
ihrer Tangentenebenen durch zwei willkiirliche Punkte a, b zu ermitteln, 
Das nach (13) und (14) hierzu gehérige System von Gleichungen 


T=0, Sbim=0, f= 0; k= 1,2,3,4 
hat 
(M—1)m + (N—1)u + (M-+N—2)e 
Lésungen. Da aber TT quadratisch verschwindet so oft die » simmt- 
lich verschwinden, was dem Falle wo die a, y, @ in einer Geraden 
liegen, oder der Ordnung des Strahlensystemes entspricht, so ist die 
eben gefundene Zahl um 2(m-+-w-+-e) zu vermindern, in Ueberein- 
stimmung mit dem friiher gefundenen Werthe. 
Betrachtet man in TT die a; als Constanten, so bestimmen die 
Gleichungen 
T=0, fi:—0; k=1,2,3,4 
ein Curvenpaar, welches eindeutig auf die Bertihrungscurve des Tan- 
gentenkegels der Brennfliiche mit der Spitze a bezogen ist. Man 
erhilt demgemiiss fiir das Geschlecht x des Tangentenkegels der Brenn- 
flache**) 
2a — 2 = m(M—1) (2M—5) + w(N—1) (2N—5) 
+ e(4MN—7(M-+LN)-+ 10) — 2(m+u-+e), 


wenn man das eben erwiihnte Verhalten von TT beriicksichtigt, welches 
zu m-+ w+ e Doppelpunkten jener Curven Veranlassung giebt. 

Es eriibrigt jetzt nur noch die Bestimmung des Ranges der Brenn- 
fliiche, wenn es sich um eine vollstiindige Ermittelung der Singulari- 
titen der ebenen Schnittcurve und des Tangentenkegels handelt. Hierzu 
fiihren die folgenden Betrachtungen. 

Denkt man sich in den Gleichungen (1) u,v durch ihre aus (8) 
folgenden Werthe ersetzt, so liefert die Differentiation von (1) fiir die 
dem Fortschreiten auf der Brennfliche entsprechenden Ditferentiale dz; 


odz; + 24,de = vdz; + udy; + adv+ ydu. 





*) Vgl. B.S. 361. 
**) Vgl. B. S. 366. 
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Multiplicirt man mit den 
Axi, dei, 


und summirt nach 7, so erhiilt man die beiden Gleichungssysteme 


Q Daide+ (“2 4—du) ay = >) (warn —vbad dy, 


(19) 

Q > bude, + (“2 = dv) oni = —>\(wani — vby idx. 
Setzt man 
(20) Delvda: — Udi) = 9, 


so dass also die & etwa die nach der ersten Verticalreihe von (7) ge- 
nommenen Unterdeterminanten sind, so ergiebt sich aus (19) 


@ > ake dz;-+ (<2 “— du) DNeyiani =0, 
o> be & de; + (£2 v—dv) > betiba: =(), 


wihrend aus (20) nach (5) folgt: 


v > desks =(, 
> ani Seyi == (), 


Die Gleichung der Tangentenebene der Brennfliiche im Punkte (1) ist 
also im allgemeinen in den beiden gleichberechtigten Formen 
of, 
oy & Yi= bibs Y¥;=0, 
of, 
Fa, &% = dui ¥i =0, 
darstellbar, wenn die Y; laufende Coordinaten bezeichnen. Ist jedoch 
z B, w = 0, so bleibt nur die zweite Form bestehen. 


(21) 


(22) 


(23) 


Den beiden Wurzeln £ von (8) entsprechend, welche 4 und 2’ 


heissen mdgen, hat man zwei Systeme von Werthen {;, welche beziig- 
lich durch € und Z; bezeichnet seien; ebenso mégen die correspon- 
direnden Werthe der €; und Z; unterschieden werden. Es ist dann 
nach (9) und (20) 

> bui- Aai)o = 0, 


> (bei —¥ a, )Zi = 9, 
> hei —Aa)& =O, 
> (bei — i ai) Zi = 0, 
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und hieraus folgt 


Dp uiZie=—0, SiZsi =o, 
> aiZi & = 0, > ai Zeb = 0, 


welche Gleichungen das bekannte Verhalten reprisentiren, nach dem 
die Tangentenebene der Brennfliche in demjenigen Punkte, welcher 
zu der Tangente einer Hauptcurve gehdrt, durch die Tangente der 
anderen von demselben Punkte ausgehenden Hauptcurve geht. 

Ich wende mich nun zur Untersuchung der Ordnung des Tangenten- 
kegels mit der Spitze a. Die Bedingung, dass die Tangentenebene im 
Punkte 2(1), deren Gleichung (23) ist, durch den Punkt a; gehe, ist 


(24) D> beh = 0. 


Damit nun der Punkt 


(22a) 


a; + VX + BY, 
welcher die von g ausgehende Kante jenes Kegels darstellt, auf der 
willkiirlichen Geraden 
a, = 0, 8, = 0, 
liege, hat man zu setzen 
(25) V (2p — Beda) + U(¢yap— By de) = 0. 
Der hieraus folgende Werth von £ ist in A einzusetzen, welches 


dadurch eine (M—1,N—1) wird. Aber auch die Form (24) enthiilt 


£ nur quadratisch, wie man leicht erkennt, wenn man die in (20) 


definirten Unterdeterminanten £, einsetzt. Es ist demnach (24) von 
der Form 

Ay? + 2uvB + C'w’? =0, 
und wird ebenfalls eine (M—1, N—1). Die Zahl der Lésungen 
betriigt daher zuniichst 
(26) m(M—1)? + w(N—1)? + 2e(M—1) (N—1) — 4e. 
Von diesen sind aber alle diejenigen zu entfernen, fiir welche die & 
gleichzeitig verschwinden, falls gleichzeitig auch A verschwindet, da 
diese Lésungen von den a; ganz unabhiingig sind. Nun verschwinden 
die & simmtlich fir y, —0O und wu —0, sowie fiir z, — 0 und vy = 0, 
Aber fiir diese Werthe verschwindet A nicht. Von den Liésungen, fiir 
welche alle € Null sind, sind demnach die der beiden Systeme 


%=9, o=—0, firm; 
2=0, v=0, fi:=0; k—1,2,3,4 
in Abzug zu bringen, deren Zahl nach (25) gleich 2e ist. 





di 
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Ueber Strahlensysteme bei eindeutig bezogenen Flichen. 239 
Es bleiben nun noch diejenigen Lésungen zu bestimmen, fiir 

welche, wenn 

VD. — Wy, VD._9 — Hyg Vdsq — WAy, Vd. — Way 

Vis — WA, Vb.3 — WA, Vs, — Was, Vdyy — Ways 


M = . 
UDi4 — UAyy VO 4 — WA Yds, — May VOy — Way, 
ay at bas a, 
der Differentialquotient 
om 
ay 
gleich Null wird, fiir i = 1, 2, 3, 4. 


Nun sind 
OM _» 2M 
Oa, . 0 ty 
zwei Gleichungen von der Form 
(M—m,, N—n,), (M—mz,, N—n,), 
von deren Lésungszahl 
(a) m (M —m,) (M—m,) + r(N—m,) (N—n,) 
+ e[((M—m,) (N--n,) -+- (M—m,) (N—1n,)] 
aber 9e auszuscheiden ist. Von (a) ist dann zu entfernen die Zahl 
derjenigen Lésungen, fiir die die beiden nach den Indices 3 und 4 
genommenen Differentialquotienten von M nicht verschwinden, d. h. 
diejenigen, fiir welche die Determinante 


= @, 


V D359 — UAg. Yds, — Ws, Yds, — Way, 
N =| vby. — Way. Vdyg — Way, VOyy — Uy 
B, B, B; 
bei beliebigen Werthen der # verschwindet. Nun liefern die Glei- 


chungen 
° oN 


OB, 
zwei Gleichungen von der Form 

(ms ++ m,, %3-+ 4) 
also die Zahl wear , 


(b) m (m+ m,)? + w(ms-+,)? + 2e(n; + ,) (my-++ m4), 

von der wieder 4e¢ auszuscheiden ist. 

aN 

OBs 
Vbs,— Has, = 90, vd, — Hay = 9, 

angehérigen Lésungen von der Zahl 

(c) MMs M, + UNM, + e (MyM, +-M, Ns) 

aus (b) zu entfernen, falls vorher wieder e Lésungen ausgeschieden 

16* 


- oN 
oh Sa 


Da aber auch - 
Systeme 


verschwinden muss, hat man noch die dem 
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sind. Die Anzahl der insgesammt in (26) zum Abzug zu bringenden 
Lésungen betrigt also 


(a) — 9e — [(b) — 4e] + (c) —e — 2e 
mM, + uN, + e(MN—T—8), 

wenn man zur Abkiirzung*) 

M, = m,m, ++ m,m, + m,m, + mm, + mm, + m,m,, 

N, = MM, + MyM, + MM, + NN, + NM, + N3N,, 

T= m,n, + m,n, + msn, + m,n, 
setzt. Daraus ergiebt sich der Rang der Brennfliéche gleich 
R=m((M—1)? — M,)+@((N—1)?—N,) 4+-e(MN—2(M+-N)+T-+6). 
Setzt man zur Abkiirzung 
U=(M— 1)m-++(N — 1)u+(M+N—4)e, 
S =m(M— 1)(2M—5) +4(N—1)(2N—5)-+e (4MN—7(M--N) + 10), 
so orgeben sich fiir die charakteristischen Zahlen der Brennfliiche folgende 
Werthe: 
Geschlecht des ebenen Schnittes p = +8 —e+l1, 


oder 


Geschlecht des Tangentenkegels 1 = 5 S— (m+u+e)+1, 


Ordnung der Brennfliiche = U, 
Classe derselben = U — 2(m+4), 
Ordnung der Riickkehrourve © =2U+S—2e—R, 
Zahl der Inflexionspunkte des ebenen 
Schnittes 
Zahl der Riickkehrkanten des Tan-{~ 38+ 5~3e— O™), 
gentenkegels 


Classe der parabolischen Ebenen = 2U—S-+ R—2(e+3(m+u)), 
Ordnung der parabolischen Curve —5R —6U —S + 2e, 

Classe der Riickkehrtangentenebenen = 3R—2U+S-+-2(m+u—e), 
Anzahl der Pinchpunkte = 0; 


die zuletzt angegebene Zahl ist unmittelbar daraus zu ersehen, dass 
zwei Bedingungen erforderlich sind, wenn in einem Punkte der Doppel- 
curve der Brennfliiche die beiden Tangentialebenen zusammenfallen 
sollen. 


*) Vgl. B. S. 364. 

**) Auch in vielen anderen Fillen sind diese beiden Zahlen gleich, Abh. d, 
Miinchener Academie, XVI, 8S. 254; einen allgemeineren Grund fiir diese Ueberein- 
stimmung sehe ich zur Zeit nicht, 
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§ Ill. 
Ueber die Riickkehr und parabolische Curve der Brennflaiche. 


Ein Punkt der Riickkehrcurve der Brennfliche ist dadurch charakte- 
risirt, dass sich in ihm drei unendlich benachbarte Strahlen des Systems 
treffen. Die Bedingung fiir das Auftreten dieser Configuration lisst 
sich in folgender Weise analytisch darstellen. 

Setzt man, wie in § 2) 

(1) O44 = VU + HY, 

so bleibt, falls 2 ein Punkt der Riickkehreurve ist, derselbe ungeiindert, 
wenn man zu zwei benachbarten Strahlen des Systems fortschreitet, 
deren Fusspunkte « + dz, y+dy; «+2dz2+@a, y+2dy+@y 
auf den beiden Flichen sind. Mithin ist 

(2) doz, —vdxe+ udy,+ adv+ ydu, 

(3) a 02; = va?u; +- wd’ y; te 2dvdz; + 2dudy; + adv -} yid' pw, 
wihrend die Differentiale den Gleichungen 


(4) Davide; +Sridy = (), 
' oe Oh > af, | 
(5) D4 92,08, dada, 4- 2> ba,oy, dady +2 a dy; dy 
+ Danita + Dhl y == (), 
zu unterwerfen sind. 


Multiplicirt man die Gleichungen (3) mit den J; und summirt 
iiber ¢ = 1, 2, 3, 4, so entsteht 


(6) a o> eibe: => hi: — Axi) aa; “Lt 2du > bidy 
42 dv >laridny bp @v > cides — 
wo 
Oh, OT, ef, 
(7) Dy => iz, me dada + 2>) iad, dndy+ > 55, “f dy dy, 
gesetzt ist. Da nun nach (1) und (2) 


e> ei = v > brite, 


udy, = doz; — vdx, — adv — ydy, 


zu setzen ist, so wird aus (6), wenn man die dy, rechter Hand entfernt 


[y<2_—ary —2%#(“2y —dv)| > bei xi => whi: — ay) 0 x; 
+2(d» — vit) Sida—a Dr. 
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Aus diesen Gleichungen eliminirt man die zweiten Differentiale da- 
durch , dass man mit den in § II, (20) definirten Gréssen § multiplicirt 
und tber & summirt. Es ergiebt sich auf diesem Wege, unter 
Beachtung von § II, (22) die Bedingung 


(8) uw? aD + 2(vdu—ud ”) > bai bedi = 0. 


Um diese letztere nunmehr auch von den ersten Differentialen zu be- 
freien, setze man nach § II, (9) 


(9) dx; = x2; + 6&, 
wobei 
de 7, dv . 
a = 


Aus den Gleichungen (2) erhilt man fiir die correspondirenden Werthe 
der dy;, wenn 

gesetzt wird 

(10) dy; = ty; — =< &,’. 


Fihrt man die in (9) und (10) gegebenen Werthe in D, ein, so ergiebt 
sich vermége der Gleichungen 


Or, oe 
PS “te -4%,= Oe — LY, = >; —Yyiy, =O, 
Ox; 02, On, 0Y, Oy; ay, 
Oh, > Of, 
Pee ay = (mM, —_ 1) Aki, Oy,0y, y= (%— 1) bii, 
o* fh. Or, 
9a,oy, Yr NEA: , e OY; Ox, x“ = my Dp: ? 


und durch wiederholte Anwendung von § II, (9) 


(11) u? Dy = 26(udy—v du) >)(bes€) +- 6? A;, 


wenn 


tie ih , Oh ). 
(12) A= Seite (ut OA aye Oy wt 


Da ferner 
bids = x > brit + o> buiti 


so erhilt die Bedingung (8) fiir das Auftreten eines Riickkehrpunktes 
der Brennfliche die Form 


ny , Or, , &F, 
(13) >) Arhe= DS bi fi (u ihe is, 2uv ia,by, +r tata) =(), 











corks > 
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und gleichzeitig werden die zwischen den Differentialen d* x; bestehenden 
Bedingungen dargestellt durch das System 


(14) Dear Dei _ aki) _ 6? A, 


—[va(< — =) + 2udv =. — 0] Dd buia. 


k = 1, 2,3, 4. 


Durch eine der Form (13) ahnliche Relation kann man die parabolischen 
Ebenen der Brennfliiche charakterisiren. Eine parabolische Ebene der 
Brennfliche entsteht, wenn drei benachbarte Strahlen, d. h. die Punkte 


zy Y; 
atdz, y+dy, 
a+2de+@u, y+2dy+@y, 
in ein und derselben Ebene liegen. Setzt man demgemiiss 


Ca=—an+Bytr &, 
Py =e a+ By + 7b, 
so wird 


—D, =>\ai a x; + bei Cy = bay. + > ani i 
+ eh 1% + Y >Nbe &, 


Di + ef Six +B ay: +(y+ fy) > tiki =0. 


Durch Elimination der «’, 8B, y, y’ entsteht, wenn man den in (11) 
gegebenen Werth von D, einsetzt, fiir das Auftreten parabolischer 
Ebenen die Bedingung 


A oun Saye Dark 
A, >) baits Dain dof 
Ay Doser Darcy, Dyas bi 
A, busi Daan Dau bi 
welche man, den Gleichungen II, (22), (22a) 
Dour Zem = 0, 
DSaiZey = 0, 
Dai Zb/ = 0, 


oder 


= () 
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zufolge, auch in der zu (13) analogen Form 


(15) > AZ =0, 


schreiben kann. 

Sind die beiden Gleichungen (13) und (15) gleichzeitig erfiillt, so 
ist die Richtung, zu der ein Punkt der Riickkehreurve gehért, zugleich 
die einer parabolischen Ebene. Multiplicirt man aber in (15a) die 
Horizontalreihen mit den § und addirt, so folgt, unter der Voraus- 
setzung dass (13) erfullt ist 


Deki fix = 0. 


Das erfordert, dass die Discriminante von A verschwindet. Daher sind 
die Punkte, in denen die A =O entsprechende Curve vierpunktiger 
Beriihrung der Riickkehreurve begegnet — sie beriihrt sie in diesen 
Stellen — zugleich Punkte der parabolischen Curve, d. h. solche, in 
denen drei benachbarte Strahlen gleichzeitig durch einen Punkt gehen 
und in einer Ebene liegen. 

Abgesehen von diesem Falle verschwinden (13) und (15) auch 
dann, wenn die Matrix 


| A, A, A, 4, i 


> hi; > i bs; ei bs; > n by; | 
| 
! > yin yee: > vit: > yits: | 


verschwindet; der parabolische Punkt fallt aber dann nicht mit dem 
Riickkehrpunkte zusammen, obgleich auch hier drei benachbarte Strahlen 
einem ebenen Biischel angehéren. Dagegen wird der parabolische 
Punkt mit dem Riickkehrpunkte zusammenfallen, wenn neben der 
Gleichung (13) auch diejenige erfiillt ist, welche nach Analogie von 
(15) das Vorhandensein von drei benachbarten Strahlen in der anderen 
Focalebene ausdriickt. 

Man kann die beiden Gleichungen (13), (15) auch erhalten, wenn 
man die Bedingung aufstellt, unter der die beiden Haupttangenten in 
einem Punkte z der Brennfliiche zusammenfallen. Es ergiebt sich dann 
eine Gleichung, welche in zwei Factoren zerlegt werden kann, von 
denen der eine mit (13) iibereinstimmt, wihrend der andere die Glei- 
chung (15) in einer zunichst viel complicirteren Form liefert, die man 
durch geeignete Umformungen indess in (15) tiberfiihren kann. 

Die beiden Gleichungen (13) und (15) lassen sich benutzen, um 
die Ordnung der Riickkehr und parabolischen Curve durch eine directe 
Abzahlung zu bestimmen. Eine solche wird insbesondere dann wiinschens- 
werth, wenn der Satz von der Erhaltung des Geschlechtes nicht mehr 
in der friiher vorausgesetzten Form zu Grunde gelegt werden kann. 
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Ausgefiihrt werden mag eine solche Abzihlung hier nur in Bezug auf 
die Ordnung der Riickkehrcurve. 
Man hat dann mit (13) die Gleichungen II, (8) und (11) zu ver- 
binden. Setzt man nun 
vb — Uae = Ai, 
und bezeichnet die Unterdeterminanten der Determinante der «,; durch 
Ax,, die der a,;, b,; durch A,;, By;, so hat man fiir A 


A=— van Bat +2 so u? "be Ain, 
wihrend die Producte {£ gegeben sind durch 
Ei = Ani. 
Triigt man diese Werthe in (13) ein, so entsteht an Stelle dieser 
Gleichung 


R 


Gy,  Ayg =Mgy 24 


a. Ae. Qa Aas | 
3t 32 33 34 
ox @, 


Hay Me Mey My | 


ps T, T; Ty 


Or. 2 hi 
Tr = Dh (Gre Ou, a 2uy Oa,oy,; 7? OY,0Y, ): 


Die Form U enthilt die w, v in der 8. Dimension. Multiplicirt man 
aber in derselben die Elemente mit den 2%,, %,, %, 2, uad addirt 
horizontal, so erkennt man leicht, dass das Glied mit w* verschwindet. 
Denn es ist 


é 
Dun =— uv > Aeides( +m) + v? Aue ae 


Da dieselbe Bemerkung auch fiir y gilt, so isi U eine Form, welche 
nach Entfernung des Factors wy» von der 6. Dimension in mw, v ist 
und bei welcher, wie eine weitere Ueberlegung zeigt, die Coefficienten 
von pw, v® als Factor zugleich die Coefficienten von m*, v? in XJ ent- 
halten; sie ist daher wenn 


= 


gq 


wo 


br 


uw 
v 


y 


J 
gesetzt wird, vom Charakter 


(M—1+-m,-+my-+m,, N—1-++-n,+n;-+n); 
und die Zahl der Lisungen des Systemes U=0, A=0O, f, = 0, 
betrigt zuniichst 


(@) (M—1)?-+-(m, +m, + m,) (M—1))m 
+ ((N— 1)? (N— 1) (m,-+m,+m,)) 
+ e[2(M—1)(N—1) + (M—1)(m.-+-,-++-2,) -+ (N—1) (m.+-m,-+-m,)—12]. 
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Aber von diesen sind die den beiden Systemen 
> tir Bu =0, ay = 0, hi = 09, 
Dirdz=0, de = 0, fe=0, 


entsprechenden 

(B) (M—1)m + (N—3)e + (N—1) u + (M—3)e 

Lésungen zu entfernen. Ferner sind alle diejenigen zu beseitigen, fiir 
welche die simmtlichen aus den drei ersten Horizontalreihen von U 


gebildeten Unterdeterminanten zugleich mit A verschwinden. Hierbei 
ist zu bemerken, dass die Determinante 





By Dag dy ay 
as bs, by, B33 Dg 
. Dy Dyy Dy yg |’ 
C (% CC; &% 





den Factor c, hat. Von diesem befreit hat man also eine Form 


P, 


a 
cy 


vom Charakter 
(m,-+-m,-+m,, n,-+-n,-+-, —4) 

mit welcher fiir » =O zugleich alle jene Unterdeterminanten ver- 
schwinden, ohne dass A gleich Null wird. 

Eine ahnliche Bemerkung findet statt fiir die analoge Form P,. 
Es ist daher von den in gewdhnlicher Weise zu ermittelnden Lisungen 
des Systems jener verschwindenden Unterdeterminanten noch die Zahl 
(7) m (me, + ms + m4) + 4 (M.-+ M3 + 4) 

+ e(n, +n, +n, +m, +m; -+m, — 8), 

zu entfernen. Die Untersuchung des ebengenannten Systemes selbst 
liefert nun die Anzahlen 


(0) (am, ms + m,)?m + (M,N + 04)? w 
+ 2( my +1 +0,) (my +-m,-+m,)e—Ie, 
(2) (mms) (am, ++ mg) m+ (M, + Mg) (My M4) 
+ [ (1+ 2,) (m, + ms) + (m, -+-15) (m, + m,)]e—4e, 
(yn) m,?m-+-n,*u-+-2m,n,e—e, 
und die Ordnung der Riickkehreurve selbst wird gleich 
(«) — (8) + (v) — (8) + @) — @), 


welcher Werth mit dem friiher gegebenen, wie die Ausrechnung zeigt, 
iibereinstimmt. 





3 & @ 


mane & & nee eS aS 
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Eliminirt man aus den Formeln (13) und (15) mittelst der 
Gleichung II. (8) die w, v, so erhilt man die Gleichungen eines auf 
die Riickkehr- resp. parabolische Curve eindeutig bezogenen Curven- 
paares, durch welches jene Curven geradezu auf F(®) abgebildet und 
mit Hiilfe dieser Abbildung weiter untersucht werden kénnen. Die 
Spitzen der Riickkehrcurve, resp. die stationéren parabolischen Ebenen 
entstehen dadurch, dass eines dieser Bilder die vermége der Entstehung 
der auf der Brennfliiche liegenden singuliiren Curven zugeordnete 
Richtung einer Hauptcurve beriihrt. Andererseits sind die Spitzen der 
Riickkehrcurve dadurch charakterisirt, dass sich in ihnen vier un- 
endlich nahe Strahlen des Systemes schneiden. Die Bedingungen fiir 
das Auftreten dieser Configuration — und in analoger Weise lassen 
sich auch die stationiren parabolischen Ebenen behandeln — kénnen 
in folgender Weise analytisch ausgedriickt werden. 

Setzt man wieder 

04; = Vit BY, 
so sind jene Bedingungen ausgesprochen durch die Gleichungen 


doa = dz, + udy + yidu, 
(16) @Coz=— a+ ud*?y,+ 2dydu + yd*p, 
Bos, = Ba; + wd y; + 3dudy, + 3dy@u + yd yu, 


zu denen die weiteren durch Differentiation der f, — 0 entstehenden 
p Oni A; +> idy, = 0, 

(17) > aida; +>) bisd?ys + Di =0, 
> ai @a; +>) rid ysi + Be + 30, = 0, 


hinzuzunehmen sind, in denen 


*f Of, 
= a (sap ja,a, da dadin + 3 9u,02,0¥. — dx; dadyy, 


Oh 
+3 Gz,09,090 dx dydyn 
Of, ), 
+ Wy,09,09« dyidy:dym 


Of, an @f;, 
a= > Gate Pada, + Fa,d9, ~ day dy u% +> 0a,0y, -@Pady, 


Oh, 
T Syoy, yay) 
zu setzen ist, wihrend nach II, (9) und (20), sowie nach (9), (10) 
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day — *2 x, + of, 


, d d 
dy; = ty; — = &, t= _ a4 1? 


» Gi (bei — wai) = 0, 
> blber — wars) = 0. 
Man erhilt nun aus der dritten Gleichung (16) 
> Dei By; = = (<> De Xi —> by; a; — 3 du> bei yi 
—3au> biidyi), 
und durch Substitution dieses Werthes in der dritten Gleichung (17) 
B, + 3C, +> a x; (ai— = bri) 
1 (da ‘ 2 
+4 (<> bei; — 3du >) nd'ys — 3a°'w_>” buidys) = 0, 
und hieraus durch Multiplication mit den § und Summation tiber 


(19) a &. DB, + 3> Cr& — 3 a be ay; 


12 
--3 <> bi: & dyi = (), 


Nun ergiebt sich fiir P &. B,, wenn mittelst (18) die Differentiale 
entfernt werden 


€ 2 Of, 
(20) > & B= >x? ff ‘ti (w oe ouye, ~3H jaded, 


oe af, ) 
+34 55 5y,0y, ~ Iu, Oyo, 


+6du(4 -» bi & & - < a —»>’ Gi £r Se se 4e ) 
+32 >) tatu (4 208" — 2(4#y') 


Ws gi fx dei ( NT rr — © mx) 


é °h uw? Or, é _ Oh 
ti Gaba, & — 24 Gye, + Syzey, be 
de ; 
><(m, ° + mt) 


Setzt man voraus, dass die m, sowie auch die ™ je unter ein- 
ander gleich sind — welcher Fall bei den meisten Untersuchungen 
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eintreten wird — so verschwindet der Bedingung (13) zufolge der 
letzte Term. Auf eine ihnliche Art lassen sich auch die anderen 
Terme in (19) umformen. Dabei ergeben sich als Giieder, welche die 
@x; enthalten — die d?y; kénnen mittelst der zweiten Gleichung (16) 
entfernt werden — die folgenden 


4% ste « 4. 1m ) 
g 2 2a. Di: oe Hs Ree 2 a Rate... 2 
(21) 36> d nitebi (segs in Ou, 0x, uw dx, dy; + ue? Oy,OY, ’ 


und die tibrigen Terme erhalten die Form 


ic » ‘ , a h, a f 
@2) 30(24* Saag e244 S sete) 
du ded 
+ 22S aro(o(S4) — 4 de) 
“ ‘Eade (m, 22 ar te nt) 
36 Be Oh, 1 Or, 
=> eb (« Ga,0y,  w  dy,0y, + bi), 
so dass die Summe der Ausdriicke (21) und (22) alle Terme von (19 
) 


mit Ausnahme des ersten durch (20) dargestellten enthilt. Darnach 
resultirt als Bedingung fiir die zweiten Differentiale d?z;, wenn man 


a li Of, 22 Oh 
23) D=>'5 be & & (w 0,0%,00, a 0x,0",04, 


On Or, ) 
+ 3 saayty — Duoustw)? 


a Pf, Of, Oh, O* fy ) 
dD) titi (0 sate, —* Geen —* Byear + tate) 


setzt: 


’ I Se ah, : 
28) uD) dara + 22S (was sey, — wa ayy, tele) 
+ = D=0, 

















zu welcher noch die Gleichungen (14) 
(25) u> (Di — Axi) a x; — pe “> bp %i = 6? A,, 


hinzukommen. Setzt man 


? de Pe gr ag 0 ay ae Ft 
Pay — %4 — 3 i oor de dx; = »? 


bei — UA = Ai, 


so nehmen die Gleichungen (24), (25) die Form an: 
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4 E;0,; = 6° A,, 
> id= — £7. 


Da endlich zwischen den Differentialen & noch die Beziehung 


(27) > hi =9, 


besteht, so wird die Bedingung dafiir, dass vier benachbarte Strahlen 
durch einen Punkt hindurchgehen, durch 


250 


(26) 








yy My My yy Ay a, 
Woy May Ugg Myy Ay Gy 
1 Gig, Cig Ogg Og, Ay dy | 
(28) §8= Sn Sat, Oy Oy, Wyy Oy, Ay ay | ei 
44440 
ki k, kik O 90 


ausgesprochen. Wa nach II, (9), (20); Ill, (13), (23) rechterhand die 
willkiirlichen Coefficienten a, k durch Division entfernt werden kénnen, 
so ergiebt sich eine weitere Bedingung, so dass das Au/ftreten einer 
Spitze der Riickkehrcurve durch das gleichzeitige Bestehen der Gleichungen 


a0, > & 4 = 0, s—0 


ausgedriickt wird. Obwohl die Gestalt derselben zu complicirt erscheint, 
als dass sich die Anzahl der Spitzen aus denselben mit Sicherheit ab- 
leiten liesse, so diirfte doch die analytische Form der Bedingung selbst 
ein gewisses Interesse haben. 

Auf aihnlichem Wege erhilt man auch die Bedingung fiir eine 
parabolische stationiire Ebene der Brennfliche, doch mag auch hier die 
Voraussetzung m, = m,—=m,—m, n, =n, —n, =n, der Ein- 
fachheit halber festgehalten werden. 

Sollen vier benachbarte Strahlen derselben Ebene angehiren, so 
ist zu setzen 

Cx = px + ay + rh, 
Py =putdytrs, 
aa; = aX; fe by; aa ck, 
By = ax + y+ 6, 


wiihrend die zweiten und dritten Differentiale den Bedingungen (17) 
geniigen. Setzt man die d*az, d*y in die zweite Reihe der Gleichungen 
(17) ein, so entstehen die 4 Gleichungen 
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(29) (r + pr’ — 26 oe oS +4 +. x 


2 
trast Oy, + +73 hy = O, 


aus denen wieder die Gleichung (15) 


>) AZ =0 


folgt. Behandelt man ebenso die d°z und d’y, so folgt aus dem 
letzten Systeme der Gleichungen (17) 


(30) By + a> ibe + o> Yidri + c> Ci bei + <> bi ani 
+3422 bibs — pod) Gar 
+3 > yt rbi) (dn go + an soe) 
+8 Yuasrinlangthe-+tn eh) 


Kiihrt man endlich die ersten Differentiale vermége (18) ein, multi- 
plicirt mit den Z, und summirt iiber k, so ergiebt sich nach aihnlichen 
Umformungen, wie vorhin, unter der Voraussetzung dass (15) bereits 
erfiillt ist 


> BZ = i — E+ 6- 7 7d > 2, &i & (a9 ai Saba ) 


” OF, 22 ef, 
(31) we >) 28 Gi i & (w* ju,da,00, — 2” -a,0u,0y, 





ee Fs 
+% Ox,0y,0y,  Oy,0y,OYy, ), 
und die beiden letzten Terme in (30) liefern, wenn nach (15) 


Of, O'he 
Pf Z6 t (Gz, Ox, FT a Saad 
or, Of, 
D> Ait (gaa! aa) em 
Oh Of, 
R= > 26 Yi (u Ox,0",  da,0y, ). 


ioe ee Of, @f, 
dint z Zab ti (¥ Ox, oY, yan) 
gesetzt wird, den Ausdruck 


56 Per + ur’) + gR+ 302 Q. 


sowie 
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Demnach folgt 
B+ AP (rt rp —20“#) + 3G R+ PQ=O. 


Die Bedingung stationiirer parabolischer Ebenen der Brennfliche 
wird daher durch das Verschwinden der Matrix 


ee A, A, A, &£ 
| Sth Ste Dew Dean. oP 
| >) ais >) aids > mibsi Sais 30 
| > ai > year > rae SS yias 3R 


ausgedriickt. 
Sind alle vier Formen f; bilinear in x, y, so verschwindet mit 
(15) auch P. Setzt man noch voraus, dass 
Ch | Fh 
Ta,b9, — Vay,’ 
so verschwinden nach II., (22a) auch Gund R. Das liefert den Satz: 
Die zu vier bilinearen in x und y symmetrischen Formen gehirige 
Brennfliche enthilt stets singuliire Tangentenebenen, welche dieselbe 
liings einer ganzen Curve beriihren*). 














g IV. 


Das zu der Hesse’schen und Steiner’schen Fliche gehérige 
Strahlensystem. 


Die allgemeinen Resultate des § II. gelten mit geringen Modi- 
ficationen auch unter der Voraussetzung, dass die Gleichungen /, = 0 
nicht mehr von der allgemeinsten Form sind. Sie enthalten namentlich 
den Fall (B. § Ill, IV) in sich, wo auf den Flichen F und ® auch 
Riickkehreurven auftreten, und lassen sich daher zur Untersuchung 
aller Beziehungen verwenden, welche bei den hoheren conjugirten 
Kernflaichen einer allgemeinen Fliche m. Ordnung auftreten. Nur 
werden z. B. in dem Falle, wo conjugirte Kernflichen zusammenfallen, 
der bei allen Flichen von ungerader Ordnung auftritt, mehrere der Zahl- 
werthe durch 2 zu dividiren, sowie die Formeln fiir das Geschlecht z, p 
durch andere zu ersetzen sein. Ich beschriinke mich indessen aus dem 
in der Einleitung angefiihrten Grunde auf die Betrachtung der gewdhn- 
lichen Hesse’schen Fliche H und ihrer Steiner’schen Fliche S in 
Bezug auf eine allgemeine Fliiche n. Ordnung f = 0. 


*) Siehe die weitere Auseinandersetzung in § VII, S. 281. 








unt 


(1) 
aus 
(2) 
fol, 
ze] 
we 
zu 
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sel 


we 
de: 


m 
si 


lie 


be 
(3 
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Die Beziehung zwischen den conjugirten Punkten w und y von H 
und § ist bekanntlich ausgedriickt durch die Gleichungen 


(1) > vifx=0, k=1, 2,3, 4%), 
aus denen 
(2) Yi Ye = Hix 


folgt, falls man mit H,, die nach den fj, gewonnenen Unterdeter- 
minanten von H bezeichnet. An Stelle der frither durch f, = 0 be- 
zeichneten Gleichungen tritt daher das biquaterniire System (1), in 
welchem m, =m =m, =m, =n — 2; 1 =n =n =m — 1 
zu setzen ist. Anstatt indessen die friiher erhaltenen Resultate un- 
mittelbar zu iibertragen, ziehe ich vor, dieselben auf einem etwas 
anderen Wege direct herzuleiten, der zugleich eine Bestitigung der- 
selben liefern wird. 

Dabei soll der bereits B. 8. 391 angefiihrte Satz zu Grunde gelegt 
werden : **) 

Die Anzahl der nicht in die Knotenpunkte von H fallenden Lisungen 
der Gleichungen 

H=0, P=0, Q=0, 

in denen P und Q biquaterndre Formen vom Charakter (p, s), (q, t) 
sind, betrégt 


4A(n — 2) pq + 6(n — 2)? (pt + qs) + 4(m — 2) st. 


Die Gleichung II., (8), welche die beiden auf dem Strahle (zy) 
liegenden Brennpunkte ¢ 


‘ : 92 = VX + BY; 
bestimmt, wird 
(3) | vfix — 0 > yehin| =O. 
Da nach (1) 
= Yi fins Xs = 0, 
so folgt 
(4) TH; Le = Siz, 


wenn man mit S;, die Unterdeterminanten der verschwindenden Deter- 
minante 


(5) S=| > ye fue | 


bezeichnet. Es ist daher 


*) Vgl. B. S. 385, 

**) Der Beweis desselben ergiebt sich, indem man in die Formen P, Q, 
welche, falls sie die y in ungerader Dimension enthalten, durch Multiplication 
mit einer in y linearen Form in solche von gerader Dimension verwandelt sind, 
die Ausdriicke (2) einsetzt. 


Mathematische Annalen. XXX. 17 
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c 
2 a= 
c 
—_ TC,” = [<]. 


wo die rechten Seiten die mit den ¢ geriinderten Determinanten H 
und S bedeuten*). Demnach verschwindet o fiir die Knotenpunkte 
von H, t fiir diejenigen Werthe von x und y, welche zu Punkten der 
Riickkehreurve von S gehéren**), Aus (3) folgt nunmehr 


(3) A=v6 >) yyyifiar—uvP + pten(n — 1) f=0; 
man kann, wegen 


os 2M > Hafan, ™) 


Ox, 


den Coefficienten von v? auch in der Form 


2 Hv 
schreiben. Aus (3) folgt: +) 
Die Brennfliche beriihrt die Hesse’ sche Fliche lings der Curve, 
welche der parabolischen Curve auf der Steiner’ schen Fliche entspricht, 
d. h. liings der Curve, nach welcher H auch von der Salmon’ schen 


Covariante ++) 
>) Hix Hi He = 0 


beriihrt wird. Sie beriihrt die Steiner’ sche Fliiche liings der Curve, 
welche zur parabolischen Curve von f = gehirt; letstere ist zugleich 
eine algebraische Hauptcurve von H. Sie geht ferner durch die Knoten- 
punkte von H und die Riickkehreurve 30(n — 2)? (n — 3). Ordnung 
von S. Ordnung und Classe der Brennfliiche sind gegeben durch die 
Zahlen 

4(m — 2) (9n? — 32n +- 27), 

4(n — 1) (vn — 2) (7n — 17). 


Der Rang derselben ergiebt sich auf folgendem Wege. Definirt man 
die €, welche jetzt mit den ¢/ zusammenfallen, durch die Gleichungen 


(6) — Si(vfiz— bys fsix) = 9, 
so entspricht der Gleichung 


zz ag = 0, 


*) Vgl. B. S. 387. 
**) ebenda. 
**) B.S. 385. 
+) Vgl. B. S. 387. 
+t) Vgl. § I. 8. 233 u. B. S, 390-- 395, 
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in welcher die a; willkiirliche Constanten sind, eine Curve T auf der 
Brennfliche, deren Ordnung dem aus 
Vay + wa, =O 


folgenden, in A einzutragenden Werthe von w:v zu entnehmen ist. 
Setzt man denselben in 


T= Di ait D' ti = fh} = 0, 


— das Zeichen rechter Hand midge die mit den a;, b; gerinderte 
Determinante (3) bedeuten — ein, so werden T und A von der Form 
(3(n — 2), 3), (4n—9, 8). 

Die Anzahl der Lésungen von 
H=0, A=0, T=0 
betrigt, da das System 
a,=0, a=—0, H=O, 
fiir welches A in zweiter, T in dritter Dimension verschwindet, 6(n — 2)? 
Lésungen hat, 
12(n—2)? (4n—9) + 6(n— 2)?(21 n—54) + 36(n —2)°— 36(n—2)?. 
Da auch A und T fiir a, = 0 und t = 0 verschwinden, so sind 


von denselben noch 30(m — 2)? (n — 3) in Abzug zu bringen*). Die 


Ordnung der Curve T ist gleich der restirenden, durch 2 dividirten An- 
zahl, also 


18 (nm — 2)? (6n-— 11). 


Da nun die Redingung dafiir, dass die Tangentenebene der Brenn- 
fliche im Punkte z durch den willkiirlichen Punkt ¢ gehe, nach II., (23) 


> bi fin Ce = O 


ist, so ergiebt sich der Rang der Brennfliiche, wenn man in dieser 
Gleichung und A =O den Werth von w:y aus II., (25) einfiihrt. 


Da die Form 
T= D) ati D) bifine = {a} = 0, 


d; = > «fa 


gesetzt ist, dann eine (4m — 9, 3) wird, so findet man fiir den Rang R, 
wenn man von den Liésungen des Systems 


H=0, A=0, T’=0 
die Ordnung der Curve T abzieht, 
R = 4(n — 2) (Bln? — 135n + 147). 
*) Vgl. B.S. 390. 


in welcher 





17° 
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Ebenso erkennt man dass die Ordnung der auf H gelegenen Curve, auf 
die vermége der Gleichung A = 0 die ebene Schnittcurve der Brenn- 
fliche eindeutig bezogen ist, wird 


2(m — 2) (17m — 36); 
das Geschlecht p derselben ist bestimmt durch 
2p — 2 = 4(n — 2) (95n? — 438n + 501); 
die Ordnung der Riickkehreurve der Brennfliiche wird 
4(m — 2) (82n? — 367n + 408). 
Ebenso ist die Beriihrungscurve des Tangentenkegels derselben 


eindeutig auf eine Curve von der Ordnung 2(m — 2) (17m — 36) be- 
zogen, deren Geschlecht a aus der Gleichung*) 


2a — 2 = 4(n — 2) (93n? — 430 + 491) 
folgt, nach welcher sich die Classe der parabolischen Ebenen gleich 
16(m — 2) (37n? — 169” + 192) 
ergiebt. 
Dieselben Zahlen erhilt man aber auch aus den in § II. gegebenen 
Formeln, wenn man daselbst setzt: 
m=—=4(n — 2), M = 4(n — 2), M, = 6(n — 2)’, 
w= 4(n — 2), N= 4, N, = 6, 
e = 6(n — 2), = 4(n — 2),™). 
Ich kehre jetzt zu der Gleichung (3) zuriick. Setzt man 


u 
Ao —, 


so entsprechen den beiden Wurzeln 4,4, derselben die beiden auf (xy) 
gelegenen Brennpunkte 

ai =a + AY, 

a2 = XV; + Ani, 


sowie die beiden Punkte §;', 2 vermége der Gleichung (6) 
(7) > fi (fix — Aye fur) = 0, 
aus der die Beziehungen 
Sih =-09, Ser =, 
SH =0, Seen 0, 
in ha Za bb? fia 0, P bi 6? Yefeix = O 


*) Die Werthe von p und z fiir m = 3 findet man in § VII angegeben. 

**) In der That erkennt man auch direct, dass das Vorhandensein der Knoten- 
punkte von H, der Riickkehrcurve von S die in § II. gegebenen Formeln nicht 
beeintriichtigt. 
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folgen. Die Punkte ¢', €? bilden mit den Punkten xy das gemeinsame 
Polartetraeder des zu den beiden conjugirten Kegelfliichen zweiten 
Grades 


> XXfx =0, 
(8) 


P Xi XiYsh siz = 0) 


gehérigen Flichenbiischels. Aus (7), welche Gleichung man auch in 
der Form 


(7a) > &(% — a(n — 2) 9) fiir 0 
schreiben kann, folgt 
(9) > tofuse| == (), 


Nun ist die Hesse’sche Fliiche Hp der Polarfliiche dritter Ordnung 
> X:X:Xifin=0, 


welche zum Punkte x gehdrt 


He =|_>) X.fen| =O. 


Liisst man jedem Punkte X von Hp vermige der Gleichungen 


> V.Xifin = 0 


einen Punkt Y entsprechen, so sind 2 und y auch conjugirte Punkte 
von Hp, wihrend den Punkten €', §? nach (7a) als conjugirte die 
beiden auf (ay) liegenden Punkte »', »? 


ni! = xj — Ay (n— 2) y, 

ni? = x; — A,(n — 2) yi 
entsprechen. Man erkennt weiter: die Fliiche Hp beriihrt H und S 
in den Punkten x und y, und die Gerade (€', €*) ist Doppeltangente 


von Hp in den Punkten €', €*. 
Denn die Tangentenebene von Hp im Punkte €? ist 


p Xi fixe ne? 4? = 0 
= n(n— y> Xi fi —2(n — 2)? A, Po Xi fix ye + (nm — 2)? 4,2 >) XH, 
sie geht daher nach den unter (7) angegebenen Formeln durch §', 
Man hat also folgenden Satz: 
Construirt man die Hesse’ sche Fliiche Hp der Polarfliche dritter 
Ordnung eines Punktes x von H, dem der Punkt y von S entspricht, 
so wird die Gerade €', §*, in der sich die Tangentenebenen von H und S 


in x und y schneiden, Doppeltangente von Hp und die in Besug auf 
Hp conjugirten Punkte der Beriihrungspunkte §', §* dersclben sind gwei 
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Punkte auf der Geraden xy, welche mit je einem der Brennpunkte das 
constante Doppelverhiilitniss — (n — 2) bilden. 

Die Bedingung fiir die Riickkehrpunkte der Brennfliiche ist nach 
§ IIL, (13) 


(10) Ps GS b(AYs feizt — 2fixs) = 0, 
oder 

(10a) > btibtshur=0, 
wenn man 


E, = 2, — * y.(n — 3) 


setzt. Im Allgemeinen muss also der Punkt &, welcher mit den Punkten 
x,y, das Doppelverhiiltniss 
n—3 
a(n — 2) 
bildet, durch die in (10a) ausgesprochene Polarenbeziehung mit € ver- 
bunden sein; bei den Flichen vierter Ordnung insbesondere muss § 
auf der Polarebene von ¢ in Bezug auf f liegen. 

Zu einer genaueren Untersuchung der eindeutigen Abbildung der 
Riickkehrcurve auf H wird man in der Gleichung (10) die € zu elimi- 
niren haben, deren Producte den Unterdeterminanten von (3) propor- 
tional sind. Hierzu sind einige Formeln erforderlich, die zuerst in 
einer allgemeineren Gestalt entwickelt werden mégen. 

Setzt man 


(11) Q= | vain + wis | = Av'f+o5wB + ve + ve B+ wd, 
VAR Wd Oe; 

By 0 
ae a (Ant vwAn+ vu? By + p' Bix) «; Bx, 


—— Zz ; BrQix , 


so dass die Q;, die Unterdeterminanten von Q bedeuten, so folgt aus 
den Identitiiten, in denen (Jk) = 0, (l/l) = 1 zu nehmen ist 


Ps (van + whi) < = — BQ, 


(12) Y = 





2¢ , E 
> (vai + win) 3a = — (Ik) Q, 


wenn man die Werthe der Q;, aus (12) eintriigt, und die Coefficienten 
gleicher Dimension in p, v vergleicht, 
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> andi = A(lk), 
> au Aa + bu de = BU), 
(13) > a Bir + bu Aa = Clk), 
> au Birt bi Bu = B' (Uh), 
> bu Bis = A'(Ik), 
und durch ein aihnliches Verfahren aus den Ideutitiiten 
Dont = 42, 
> bu = 
D> an4i—44, >) bad =B, 
> a4a=—3B, > bada = 20, 
4) Dd anBr—20, > ba Bs 3B, 
> Bi =B', >) tu Bi— 44, 


welche Gleichungen tibrigens bekannten Invarianteneigenschaften ent- 
sprechen. Wird insbesondere 


(15) Q = | vfix — Ub 4 Ysfsir | 


= — vue a Hiys + v2 yw? P— n(n — 1) tfurv, 
Q.e= vO YYe én v wAnt+ yw By— wer L 





gesetzt, so erhialt man nach den Formeln (13), (14) 


(16) dS fuda = 6k) > Hy — ont, 
Dd fuBe =P — D> Aaya, 
a Yefoir Bu n(n—1) fr(lk) — t(m — 1) afi, 
(n — 1) Ps fAr = “6 >> H; yi, 
(n —1) > fBa =mP, 
H Au =P, 
A H; Bu = n(n — 1) taf, 
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> fiaAn = 36 > Hiv, 
> faBs =2P, 
> veux dn=2P, 
> oefiix Ba= 3en(n — 1) f. 
Da fiir Q = 0 die Q, den €;& proportional werden, so wird 


(17) (> aiti) = v6a,? — vu a A; 0, Aix 
+ vu? p4 a; Bix — ra,*. 

Hieraus ergiebt sich als Ordnung der Curve auf der Brennfliiche, welche 
der Gleichung 2 a; = 0 entspricht, wie oben 18(n—2)*? (6n—11). 

Die Resultante der Formen (17) und (15) stellt dagegen, gleich 
Null gesetzt, in Verbindung mit H = 0 diejenige Curve doppelt dar, 
welche der Curve T auf H eindeutig entspricht. Die Ordnung dieser 
Abbildung von T wird daher gleich 8(n — 2) (6m — 13); jeder Knoten- 
punkt von H wird ein einfacher Punkt derselben. Man kann diese 


Zahl durch eine directe Untersuchung derjenigen Gleichung bestiitigen, 
welche durch Elimination der § aus den Gleichungen 


(18) > thi=9, Stu=-0, S ta=0, 

(19) = Side fix — A Zz Sipedefsiz = O, 

(20) z= bik fie —A 4 bien Ys fix = (0 

hervorgeht. Triigt man niimlich aus (18) die Verhiiltnisse der € in 
die in Bezug auf 4 gebildete Determinante von (19) und (20) ein, so 
entsteht eine Form vom Charakter (17m — 35, 1), welche mit a, = 0, 
H = 0, zuniichst 2(m — 2) (837m — 76) Lésungen liefert. Von diesen 
sind aber noch diejenigen auszuscheiden, bei denen 

(21) & =a: + 0% + *Hi, 


wird. Denn die Gleichungen (19), (20) werden alsdann 
D> tafix+ (a— Ne >) afi 
— 2D) avarysfia + » >) Hai) = 0, 
> Miter + 2(n— 1) @ > afi + en(n— 1) f 


— (> Ae Ys fsx + 2x > Hiai + x? > Hy) = 0; 


sie werden daher identisch, sobald man 








setz' 


so 


vol 
4(1 
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Do a; Oxfix— A > A Ae Ysfeiz = 0 


setzt, da aus (21) folgt 
yo afi + enf =0, 


>) Ha + x >) Hig = 0. 


Werden nun die Verhiiltnisse der £; aus (18) in (21) eingesetzt, 
so entsteht die Bedingung 


P Hi yi (nf > (a;)* — az m4 a fi) _— nfay > H,a; = 0 


vom Charakter (5% — 9, 1). Nach Abzug der derselben entsprechenden 
4(m — 2) (6m — 9) + 6(m — 2)? Lésungen bleibt 


2(n — 2) (37n — 76) — 4(m — 2) (5n — 9) — 6(nm — 2)? 
= 8(n — 2) (6n — 13), 


wie vorhin gefunden wurde. 

Da die Elimination der § aus der Gleichung (10) sich, wie es 
scheint, nicht einfach gestaltet, bilde ich zur Untersuchung der Riick- 
kehreurve die Bedingung 


(22) | ps (a;;) Zz €:& & (Us frixi — 2V fix.) = O, 


welche dieselbe in Verbindung mit der soeben untersuchten Curve T 
charakterisirt, und die Entfernung der Producte €;£ unmittelbar ge- 
stattet. Aus den Gleichungen : 


Zz bie & Fixe -> (—v?e Aye + ve? Bia) & fr, 
es bbe biYs Seite = a (va yiye — v?wAce + ve? Bix) yobs frixe, 
erhilt man unter Benutzung der Gleichungen (16) 
(23) > com & be bi bn fir 
= — 2v5noa,P — vip?( >) Ain Ain fins Om — 3600(N—1) ayf)) 
+ vp? >) (Aix Bin + Ba Aim) firs dm 


rv vu(3r60, (m = 2) a Hi yi — > Bix Aimfinin) 
— 2vu>(n — 2) ta, P, 


sowie 


7 . — 
Zz On Sebebs bm Ys [sins = V°O? Ay -. YiYeYYsfsine + °° 
— vw 3n(n — 3) (n— 1D) az f. 
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Demnach ergiebt sich an Stelle von (22), wenn man noch das Glied 
mit w®y mit Hiilfe von 


uy n(n — 1) tf = va P— vpto > Hiyi 
entfernt, und durch wv? dividirt, die Gleichung vierten Grades 
(24) vA+ YuB+ wf + vwA-+ wE— 0, 
in welcher 


A = 64, (o Do YYeYYs feiki + 4P), 


E = (3 — 5) ta, P+ > Ba BinYs fsiki@m- 
Tragt man in (24) und (3) den Werth 


: a 
’ y 


ein, so erbailt man eine (7m — 16,5), welche nach Beseitigung der 

Curve T fiir die Ordnung der Riickkehreurve den Werth 

4(m — 2) (4n — 9) (7m — 16) + 6(n — 2)? [5(4n— 9) + 3(Tn —16)] 
+ 60(n — 2) — 48(n -- 2)? — 18(m — 2)? (6m — 11) 

in Uebereinstimmung mit dem friiheren, auf ganz anderem Wege ge- 

fundenen, Resultate liefert. 

Eliminirt man andererseits aus (3) und (24) die w:v, so bestimmt 
die Resultante R die Abbildung der Riickkehreurve auf H in Ver- 
bindung mit derjenigen der bereits behandelten Curve T. So erhilt man: 

Die eindeutige Abbildung der Riickkehreurve auf die Fliche H ist 
eine Curve von der Ordnung 

4(n — 2) (39n — 92), 
welche durch jeden Knotenpunkt von H zwolffach hindurchgeht; zu ihren 
Punkten gehdren insbesondere immer die Punkte 


H=0, > Hie =0, >>) HaHimfaim + 46P = 0; 


in der letzteren Covariante kénnen nach (2) die oy; y, unmittelbar 
entfernt werden. 

Auf ihnliche Weise lisst sich auch die parabolische Curve der 
Brennfliche behandeln. Setzt man 


= &? (Aysfsizi — 2 fix) =A, 
so bestimmt die Gleichung 
(25a) > Gi! Sk" Aix = 0, 


nach § III. (15) parabolische Ebenen der Brennfliche, in der Art, 
dass die durch xy und £' gehende Ebene den genannten Charakter 
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besitzt. Der parabolische Punkt gehdrt folglich zu der Ebene xy & 
und um die parabolische Curve selbst zu charakterisiren, hat man die 
Gleichung ausschliesslich von den £? abhiingig zu machen, Da nun 


Ps tif; = 0, 
ath =0, 
> t'&?fa=0, 


so erhdlt man als Bedingung dafiir, dass der eur Richtung § gehorige 
Punkt ein parabolischer sei, 


An fi We > Gifu 
- +2 0 
Hi 0 0 0 


\>th 00 0 


oder, wenn man die 4 ersten, mit den 2 multiplicirten Reihen von 
der letzten abzieht, 


=0, 





Aix Hi; 


Hy 


(25) 





0 [=o - 


in welcher Form die € wieder im dritten Grade vorkommen und auf 
demselben Wege wie friiher eliminirt werden kénnen, 


g V. 


Die Hauptpunkte des zu der Hesse’schen Fliche gehérigen 
Strahlensystems. 


Die Punkte € erzeugen eine Fliiche H’, deren Charaktere sich ohne 
Schwierigkeit bestimmen lassen. Als Beispiel hierfiir mége die Er- 
mittelung der Ordnung von H’ dienen. Man hat dann die den 
Gleichungen 

*) Die Gleichungen (25) und (25a) sind in den speciellen Fillen 1=—0, 
mit derselben Vorsicht zu behandeln, wie iiberhaupt die Formen III., (13), (15), 
Wenn z, B. 4=0 ist, so sind dieselben fiir ¢° = y erfiillt, ohne dass die zu- 
gehérige Ebene eine parabolische ist. Dagegen lisst sich — allerdings auf einem 
etwas anderen Wege — nachweisen, dass die Punkte 


f=0, H=0, Ps H;y; 


immer zu parabolischen Ebenen Veranlassung geben. 
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Po fia;j = 0, 
i > tii =0, 
a bi fi = 0, 
> tH: =0, 


(2) > &fa —A >) bitefria = 0, H = 0 


entsprechende Zah] von Liésungen zu bestimmen. Nach (1) sind die 
€; den Unterdeterminanten von 











| @, @, a, a, | 
(3) b, b, bs by 
hh fs fs 
proportional, wiihrend nach denselben Gleichungen 
(4) D = Determ. (a;b; f;Hi) 


gleich Null sein muss. Aus den Gleichungen (2) folgt durch Elimi- 
nation von A 


(5) U= = gi ax fix > Gibu Ys foir —_ = oi bfx > €: On Ysfrix = 9. 


Setzt man in U die Werthe der € nach (3) ein, so erhilt man 
eine (4m — 7,1), wihrend D eine (2(nm — 2), 2) wird; beide liefern 
mit H=0O 20(n — 2)? (6% — 9) Lésungen. Von diesen sind doppelt- 
zihlend die 4(m — 1)? (wn — 2) zu entfernen, fiir welche alle Determi- 
nanten von (3) verschwinden. Ausserdem aber noch diejenigen, bei 
denen die Determinante 

| @ G, Gy a | 


ss b, b, db, db, | 

(6) . | 
Z, Ly Ly %, | 
4% Yo Ys UN 





verschwindet. Denn man bemerkt leicht, dass fiir 


a; = bip+ aig + yr 
die Form U verschwindet, dass aber unter dieser Voraussetzung das 
System (1), mit (4) verbunden, nicht mehr die Gleichungen (2) nach 
sich zieht, Setzt man niimlich an Stelle von (5) 


= & ax fir —_ i> CiOeYs frit, 
P Ebi fia = a> Ciba ysfsix, 


so folgt aus den beiden letzten Gleichungen (1) und den eben- 
genannten 








al: 
ge 


ve 
dle 
AI 
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a an€i( fit — AYsfsix) = 0, 
a beSi( fix — AYsfriz) = 9, 
> bil fia— Aysfux) = 0, 
> vebilfia— Aysfris) = 0, 


also das System (2) nur dann, wenn (6) nicht verschwindet, Es er- 
geben sich daher aus H = 0, den Gleichungen (4) und (6) noch 


8(m — 2)? + 6(m — 2)? 2(m — 1) + 8(n — 2) 


von den zuvor angegebenen zu entfernende Lésungen, und die Ordnung 
der Fliiche H’ wird daher: *) 


20 (n — 2)?(5n — 9)—8(nm— 2) (mn — 1)? — 8(m— 2)? — 12(n— 1)(n —2)? 
. — 8(n— 2) = 8(n—2) (9n?—38n-+-39). 
Aus der Differentiation der Gleichungen (2) folgt ferner: 


D> Ui (fin — Ay Ys fut) 
+ D> GL farda — Aydysfia — Ay yshiidar — dd, y fan} = 0. 


Multiplicirt man diese Gleichungen mit den 2, y%, &°, so erhiilt 
man durch geeignete Combination das von den dd, befreite System: 


Zz at' fit > bifida = 0, 
> ab! fi + aH) + A? D>) bi yegefaredar = 0, 
> bb fardar — A, dysfure — Ar ysfredai) = 0. 


Eliminirt man aus demselben mit Hiilfe der Gleichungen 


Ps dyifix + a Yifixrda, = 0 
die Differeutiale dx, dy, so ergiebt sich zwischen den Differentialen 
d€' eine Bedingung von der Form: 


A> dtif+B> dH = 0. 

Das liefert den folgenden Satz: 

Die Tangentenebenen der Fliche H’ in den Pumkten §', €? bilden 
mit den Tangentenebenen von H in den conjugirten Punkten x, y ein 
Biischel; jede Gerade (&' €*) ist demnach Doppeltangente von H’, und 
die Gesammtheit derselben bildet ein dem zur Hesse’schen Fliiche ge- 


*) Fiir n = 8 fallt H’ sechsfach zihlend mit H zusammen; in der That wird 
auch dann die durch 2 dividirte Ordnung gleich 24. 
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hirigen Strahlensysteme adjungirtes Strahlensystem von der Ordnung 
und Classe 


4(n — 1) (n — 2) (4n—9), 4(n — 2) (16n? — 67n + 71), 
dessen Brennfliiche H’ ist.*) 


Setzt man die Discriminante der quadratischen Gleichung (IV, 3) gleich 
Null, so erhilt man eine Relation, welche sich auf diejenigen Strahlen 
(xy) bezieht, die vierpunktige Tangenten der Brennfliiche sind. Zu- 
gleich bestehen dann bekanntlich die Gleichungen: 


(7) > kbifn= >) &ibrysfur = 0- 


Nun sind die Haupttangenten der Steiner’schen Fliche charak- 
terisirt durch die Bedingung**) 


P fixdady, —- -> fini Yi dx; da, = 0, 


Setzt man hier dz; = «§; + 6.;, d. h. verlangt man, dass die Tangente 
einer Hauptcurve von S zugleich Haupttangente von S sei, so geht 
diese Bedingung in (7) iiber. Hieraus folgt: 


Die Strahlen (ay) des Systems, welche die Brennfliche vierpunktig 
beriihren, sind dadurch charakterisirt, dass je eine Haupttangente der 
Steiner’schen Fliiche im Punkte y mit der Richtung einer der durch y 
gehenden Hauptcurven zusammenfallt. 

Fiir gewisse conjugirte Punkte von H und S werden nun beide 
Haupttangenten von S in die Richtungen von Hauptcurven fallen. 
Es sind das diejenigen Punkte, fiir welche siimmtliche Unterdeter- 
minanten von (IV, 3) verschwinden. Diese bedingen Hawptpunkte des 
Strahlensystems (xy), in denen alle benachbarten Strahlen desselben den 
Strahl (xy) in demselben Knotenpunkte, der zugleich ein Doppelpunkt 
der eben besprochenen Curve vierpunktiger Beriihrung ist, der Brenn- 
fliiche treffen. Jedem derselben entspricht eine lineare Reihe von Punkten €, 
d. h. eine gerade Linie auf der correspondirenden Fliiche H’. 

Die Zahl dieser Hauptpunkte lisst sich auf folgendem Wege er- 
mitteln. 

Soll die Tangentenebene der Breunfliche durch einen Punkt a 
gehen, so muss nach § IL, (13) 


(7a) T=|Hi, fi, > aefiny > anys foie | = 0 
sein. Da nun jeder Tangentenkegel der Brennfliiche durch die den 
Hauptpunkten zugehérigen Doppelpunkte derselben gehen muss, so 


*) Fiir n= 3 ergeben sich hier, wie es sein muss, zweifach Ordnung und 
Classe der Doppeltangenten von H. 
**) Vgl. B.S. 386. 








ee a 
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muss die auf H liegende, durch TT = 0 bestimmte Curve die Haupt- 
punkte enthalten. Kinem zweiten Punkte } entspricht eine Form 


TT’ =0, 
welche ebenso wie TT eine (4m — 9, 3) ist. 
Dann ergeben sich 
s = 4(m — 2) (4n — 9)? + 36(n — 2)? (4n — 9) + 36(n — 2) 

Lésungen, welche zu Durchschnittspunkten der Curven TT, TT’ ge- 
héren, unter denen sich auch die Zahl h der Hauptpunkte befindet. 
Bezeichnet man durch M die Classe der Brennfliiche, mit C die Zahl, 
wie oft die eine der zu einem Strahle gehérigen Tangentenebenen der 
Brennfliche durch einen willkiirlichen Punkt a, die andere durch einen 
zweiten Punkt 6 geht, so ist 


s=h+C+ WM. 


Die Configuration, welche den Liésungen C entspricht, ist charak- 
terisirt durch die folgenden Gleichungen 


> wh =—0, > tH =0, 

ath =-% Den =o, 

Ps &:' axfix= 0, a & bfx 9, 
> Gi" bx? fix = 0. 


Durch Elimination der £', £? aus ‘diesen Gleichungen entsteht die 


Bedingung 
| fe fi Hh > df | 
fe 0 0 ao 


(8) 


? 


| H, 0 O oO 
| les As 0 O O 
welche man leicht in die Korm 


(> HiHsHa) (of SS acdafia— (@ — 1) D) aif > vif) =0 


bringt, deren erster Factor fiir die Frage nicht in Betracht kommt, 


Die Form 
J= nf > Aj be fix _ (n _— 1) > afi > bifi 


verschwindet, wenn 


a; = Xi + OY: 
d. h, fir die Doppelpunkte der Curve TT, deren Zahl 
4(m — 2) + 4(m — 2)3 + 6(m — 2)? 
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betriigt, und fiir die Lésungen des Systems 
f=0, H=0, Safi=o. 


Da fiir die letzteren TT ebenfalls verschwindet, so sind von den Lésungen 
des Systems 


J=0, T=0, H=O, 
deren Zahl 
8{4n —9+3(n— 2)\ (nm — 1) (m — 2) + 12(m — 1) (n — 2)? 
betriigt, 
A(m — 2) [2+ 2(n — 2)? + 3(m — 2) + n(n — 1)] 
in Abzug zu bringen. Daraus folgt: 
C = 4(n — 2) [14n? — 47n + 32), 
oder : 

Es giebt 4(n — 2) [14n? — 47n + 32} Strahlen, fiir welche die 
eine Tangentenebene der Brennfliche durch einen, die andere durch 
einen anderen willkiirlichen Punkt geht. 

Die Anzahl der Hauptpunkte des Strahlensystems ist gleich 

40(m — 2) (4n? — 19” + 23); 
sie giebt zugleich an, wie oft conjugirte Kegel der Hesse’schen und 
Steiner’schen Fliiche sich in zwei ebenen Curven schneiden. 

Diese Knotenpunkte der Brennfliche sind zugleich singuliire Punkte 
ihrer parabolischen und Riickkehreurve. Da niimlich jede der beiden Glei- 
chungen (13) und (15) die € im dritten Grade enthilt, welche selbst 
fiir die Hauptpunkte linear unbestimmt werden, so gehen durch jeden 
Hauptpunkt drei Zweige dieser beiden Curven. Eine weitere Be- 
trachtung fiihrt zu folgendem Satze: 

Durch jeden Hauptpunkt der Brennfliiche gehen je drei Zweige der 
parabolischen und Riickkehrcurve, welche daselbst zur gemeinsamen 
Tangente den betreffenden singuliren Strahl des Systems haben. 


§ VI. 
Verhalten der Brennfliche in einem Knotenpunkte der Hesse’schen Fliche. 


Fiir einen Knotenpunkt von H ist bekanntlich 


(1) fix = GB + % Bi; 
einem solchen entspricht die Gerade 
(2) a =0, p,=0 


auf der Steiner’schen Fliche S, liings deren die Tangentenebene 
von S mit der Polarebene des Knotenpunktes in Bezug auf f zusammen- 
fallt. Ferner sei daran erinnert, dass die Tangentenebene eines 
Punktes der Hesse’schen Fliche 




















Ueber Strahlensysteme bei eindeutig bezogenen Flichen. 269 


a Ye Yili = 0 


mit der Tangentenebene der Polarfliiche » — 2. Ordnung 


a Y¥Yelix = 0 


des Punktes y der Steiner’schen Fliche im Punkte « coincidirt*). 
Bezeichnet man nun durch y und § zwei auf der Geraden (2) liegende 
Punkte, so wird der dem Knotenpunkte von H zugehdrige osculirende 
Kegel zweiten Grades eingehiillt von der Ebenenschaar mit dem 
Parameter u 


7 
(3) >i MeN fine +2u >. emeésfinr + “> eb Efins = 0, 
d. h. seine Gleichung ist die gleich Null gesetzte Discriminante dieser 


quadratischen Form. Diese Discriminante entsteht auch, wenn man 
die Gleichung des osculirenden Kegels von H im Knotenpunkte 


eH 
> wt 02,02, 0, 


welche man in der Form 


p . fix Oe By 
(4) et; 0 o|=9 
Bi 0 O 
schreiben kanu, mit der Determinante 
(zm & ec) 


multiplicirt, in welcher die ¢ willkiirliche Gréssen sind. 

Nach (1) gehért jede Gerade, welche den Knotenpunkt mit einem 
Punkte der Geraden (2) verbindet, dem Strahlensystem an. Auf jeder 
dieser Geraden liegt ein Brennpunkt 


= 24+ 14H, 


bestimmt durch die Gleichung § IV., (3), welche nach Einfiihrung der 
Werthe (1) die Form 


° a[B}+(s8]~0 
annimmt, in welcher 
© le 6] 


die mit den a, 6 zweimal geriinderte Determinante der Gréssen 


D Ys fair 
darstellt. Da nun der Gestalt von (6) zufolge 4 fiir zwei Werthe von 





*) Vgl. B. S. 385. 


Mathematische Annalen. XXX. 18 
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Yi = Ni + Wk 
verschwindet, und fiir diejenigen 3 Werthe unendlich wird, fiir die 
der Coefficient von 24 in (5) verschwindet, so folgt: 

Zu jedem der 10(n — 2)* Knotenpunkte x von H gehirt als singu- 
liire Tangentenebene der Brennjliiche die Ebene (xy), welche x mit der 
correspondirenden Geraden auf der Steiner’schen Fliiche verbindet; sie 
berithrt die Brennfliche lings einer Curve dritter Ordnung, die einen 
Doppelpunkt in x hat. Diese Curve begegnet der Geraden (2) in den 
drei Punkten, in denen dieselbe von der Riickkehrcurve der Steiner’ schen 
Fliche getroffen wird*). Und die Tangenten des Doppelpunktes der C, 
sind gugleich die Kanten des osculirenden Kegels von H, welche in die 
Ebene (xy) fallen. 

Die letzte Bemerkung ergiebt sich unmittelbar aus der Gleichung 
(4), deren linke Seite mit der Form (6) identisch ist, sowie man ¢=y 
setzt. Man kann iibrigens diese beiden Tangenten im Doppelpunkte 
der singuliren Bertthrungscurve dritter Ordnung noch anders charak- 
terisiren. Denn bestimmt man aus der Discriminante von (3), indem 
man ¢ =n; + @& setzt, die Durchschnittspunkte dieses Kegels mit 
der Geraden (2), so ergiebt sich, wenn man zur Abkiirzung 


Ps Yilntifixr = (yet) 
setzt, die Gleichung 


*?[(nyn) (n&5) — (nn &)*] + @x[(y my) (8) — (mE) (Eq y)] 
+ e?[(yn&) (€&&) — EEy)*] —0, 


welche die Hesse’sche Form der cubischen Gleichung 


> (+ #8) (me + te) (me + 8) far 
= (nnn) + 3t(nns) + 3t°(m 8) + OEE E) = 0 
ist. Das heisst: 
Der osculirende Knotenkegel von H schneidet die correspondirende 
Gerade von S in den beiden Punkten, welche das Hesse’sche Paar 
bilden zu den drei Punkten, in denen jene Gerade von der Polarfliche 


> VY Yi fir = 0 
dritter Ordnung des Knotenpunktes getroffen wird. 

Der Knotenpunkt von H ist aber auch ein singulirer Punkt der 
Brennfliiche. Um die Beschaffenheit derselben zu untersuchen, be- 
trachte man die Gleichung der Tangentenebene der Brennfliche in 
diesem Punkte, welche durch die Form**) 


*) Vgl. B. S. 387. 
**) Dieselbe entsteht aus der § V., (7a) gegebenen Gleichung durch Ein- 
fiihrung der Gleichungen (1) und Absonderung desjenigen Factors, welcher die 
sivguliire Ebene darstellt. 











ry~ Th rr 
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(7) | > viyfiar, be 2Ye fini, G, Bir |=0 

dargestellt wird, falls man fiir y irgend einen der Punkte xy + o£ 
einsetzt; die 2 sind die variabeln Coordinaten in der Gleichung dieser 
Ebene. Daraus geht hervor, dass diese Ebenen einen rationalen Kegel 
dritter Classe umhiillen. Und es ist leicht zu zeigen, dass die Doppel- 
tangentenebene desselben mit der singuliren Tangentenebene zusammen- 
fallt. Multiplicirt man nimlich die Gleichung (7) mit der unter (4) 
angefiihrten Determinante, so erhilt (7), wenn gleichzeitig y==xy-+ 0& 
gesetzt wird, die Form: 


x(n yy) + 2xe(nné) + o2(EEy), (enn) + o(2&n) 
x*(nné) + 2xe(n&&) + o° (EEE), x(ené) + o(e88) 


Soll diese Ebene mit der singuliiren Ebene zusammenfallen, so muss 
sie fir einen von Null verschiedenen Werth von @ durch den Punkt y 
gehen. Das liefert aber die Bedingung 


w(nné) + o(88u), x(unn) + e(nné)| _ 
“(n&&) + e(€&), x(ny&) + e(n&&)| 
mithin wieder das Hesse’sche Paar. Also folgt: 

Die singuliire Ebene beriihrt den Knotenkegel der Brennfliche lings 
der beiden Strahlen, in denen diese Ebene den osculirenden Kegel von H 
trifft. Die Brennfliche hat also in jedem Knotenpunkte einen osculirenden 
Kegel vierten Grades dritter Classe, dessen Doppeltangentenebene die 
singuldre Ebene ist. 

Einem Knotenpunkte von H matin unendlich viele Punkte 
¢', ¢? der adjungirten Fliiche H’, welche in zwei Gruppen zerfallen. 
Der Wurzel 4, = 0 entsprechend, liegen die Punkte ¢' auf der dem 
Knotenpunkte von H entsprechenden Geraden, dieselbe doppelt be- 
deckend, da €' sich auf der Durchschnittslinie der Tangentenebenen 
von H und §S in den conjugirten Punkten 2 und y befinden muss, und 
durch jeden Punkt der genannten Geraden zwei Tangentenebenen des 
osculirenden Kegels von H gehen. Zugleich folgt fiir 4, =O aus der 
in § V, 8. 265 gegebenen Gleichung der Tangentenebene von H’: 

Jedem Knotenpunkte von H entspricht eine von den Punkten §' ge- 
bildete Gerade auf H’, lings welcher diese letetere F'liche von der Steiner’- 
schen Fliche S beriihrt wird. 

Den aus (5) folgenden Werthen der Wurzel 4, entspricht dagegen 
das System der Werthe €?, vermége der Gleichungen 


(Be) + Bia?) — ay >) tyr =0, t= 1, 2,3, 4 


Eliminirt man aus diesen und den Gleichungen (2) die y, so er- 
giebt sich 





= 0. 
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ee 
> 6.7 fix a; B; 
Qa; 0 0 = 0 
a; 0 O 


als Bedingung fiir die Punkte ¢*. Nach (4) liegen aber die Punkte ¢? 
auf dem osculirenden Knotenkegel von H. Daraus folgt: 

Jedem Knotenpunkte von H entspricht ein von den Punkten €? ge- 
bildeter Kegelschnitt auf H’, welcher aus der Polarebene des Knoten- 
punktes durch den osculirenden Kegel von H ausgeschnitten wird*). 

Auch das Verhalten der Riickkehreurve der Brennfliche zu den 
singuliren Punkten und Ebenen lisst sich jetzt niher untersuchen. 


Fiir die Form (> pi i) erhilt man nimlich die Darstellung 
—(> vt) = fa — a> Yafsik Bi 
Pr 0 

oder, nach Einfiihrung der Werthe (1) 


Va alpl? as) [2c Slt. 
@) (Snel —ale[P]+2e[F 5] +[2 25] 

Die Quadrate und Producte der § werden daher, wenn man den 
Werth von A aus (5) einsetzt und den Factor 4 fortliisst, durch Aus- 
driicke dargestellt, welche den in y linear auftretenden Parameter x : 0 


im siebenten Grade enthalten, aber siimmtlich fiir die drei Werthe 
verschwinden , fiir die auch 


(9) [2] und [e] 


Null sind. Daher bleiben nur vier Wurzeln, fiir die (8) verschwindet, 


? 








d. h, zwei fiir die lineare Form = pi& selbst, wie es auch sein muss, 
da der von den Punkten ¢ gebildete Kegel von der zweiten Ordnung ist. 

Trigt man nun in die mit dieser linearen Form multiplicirte Be- 
dingung der Riickkehrpunkte der Brennfliche 


(10) b bm Sib & {ay, Seiki — fan} Pm = 0 


die Werthe der Producte der § ein, so entsteht eine Form, welche 
jenen Parameter im 17. Grade enthiilt, aber nach Entfernung der 
doppelt zu rechnenden drei, fiir welche die Ausdriicke (9), und der 
beiden, fiir die der unwesentliche lineare Factor in (10) verschwinden, 
vom 9. Grade bleibt. Daraus folgt: 


*) Man vergleiche den entsprechenden bekannten Satz aus der Theorie der 
Flichen dritter Ordnung, Eckardt, Schlémilch’s Zeitschrift v. J. 1874, S. 259. 
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Auf jeder singuléren Beriihrungscurve dritter Ordnung der Brenn- 
fltiche liegen neun (Beriihrungs-) Punkte ihrer Riickkehreurve. 
Ist dagegen 40, so hat man anstatt (10) nur die Bedingung 


> bbihifiar = 0. 


Dieser Gleichung dritten Grades entsprechend gehen durch den 
Knotenpunkt selbst drei Zweige der Riickkehrcurve, wie auch zu er- 
warten war, da der osculirende Kegel desselben nach der vorhin aus- 
gefiihrten Untersuchung drei Riickkehrkanten besitzt. 

In Uebereinstimmung hiermit ergab sich in § IV., dass die Ab- 
bildung der Riickkehreurve durch jeden Knoten von H 12fach hin- 
durchgeht. 


§ VII. 


Das zu der Jacobi’schen Fliche von vier Flichen zweiten Grades, 
insbesondere zu der Hesse’schen Flache der Flaiche dritter Ordnung 
gehorige Strahlensystem. 


Anstatt die vorigen Betrachtungen direct fiir den Fall n=3 zu 
specialisiren, mag zuniichst wieder der allgemeinere Fall von vier 
bilinearen Gleichungen, welche in Bezug auf x, y symmetrisch sind, 
betrachtet werden. 

Vier bilineare Gleichungen 


\) ‘ 
(1) > tytn =0, b= 1,2,3,4, 
driicken unter der Voraussetzung 

Akit = Aki» l, t= 1,2, 3,4, 
aus, dass die Polarebenen von w in Bezug auf die vier Flichen zweiten 
Grades 

Xi; =>) Lj Xp Api, = O 

sich in einem Punkte y schneiden. Jedem Punkte x der Jacobi’schen 
Fliche vierter Ordnung 


(2) H = | > sar | = 0 

entspricht so ein conjugirter Punkt y derselben Fliche. Da zwei con- 
jugirte Punkte unter der Voraussetzung, dass die I'lichen X; keinen 
Punkt gemeinsam haben, nicht zusammenfallen kénnen, so sind alle 
Zahlwerthe, welche sich in symmetrischer Weise auf x und y beziehen, 
durch 2 zu dividiren. Das Strahlensystem ist daher von der dritten 
Classe, siebenter Ordnung, die zugehirige Brennfliiche von der 24. Ord- 
nung, der Classe 16, die Riickkehrcurve von der Ordnung 90, die para- 
bolische Curve ein Gebilde von der 162. Ordnung. Der Rang der 
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Brennfliiche ist 42, die Doppelewrve von der Ordnung 120. Das Ge- 
schlecht p, des ebenen Schnittes ist 43. Die letztere Zahl erhilt man 
auch aus der Betrachtung der Curve 30. Ordnung vom Geschlechte 85, 
auf welche der ebene Schnitt der Brennfliche jetzt zweideutig abgebildet 
ist. Denn da zwei conjugirte Punkte nie zusammenfallen, so gilt die 
von Herrn Zeuthen angegebene Formel*) 
4(p, —1) = 2(85—1), 

und ebenso erhilt man das Geschlecht 2, des Tangentenkegels der 
Brennfliche aus der Gleichung 

4(a,—1) = 152, 


also wird x, = 39, und jener Kegel enthilt 144 Riickkehrkanten, 66 
Wendekanten. 


Auf jedem Strahle (wy) liegen die beiden Brennpunkte 


el=a+dy, 
e==r-+ dy, 


bestimmt durch die quadratische Gleichung 


(3) | > ay.) Oe st 


Es gehéren daher zu jedem Punkte x zwei Punkte ¢', € vermége der 
Gleichungen 





=(Q. 


Dk (@s — Arye) dais = 0, 
>t (%— A, Ys) axis = 9, 


und ebenso zwei Punkte §', &*, welche aus 


De! (wi —A, Yi) Gen = O, 
> EE (Gi— Anyi) avin =0, 


zu bestimmen sind. Die Punkte §', € liegen wieder auf der Fliche H; 
die Punkte §', §* dagegen nach (5) auf dem Cayley’schen Symmetroid S 
mit 10 Knoten 


(6) S= | >"tear ie | == (), 


Es entspricht aber nicht nur dem Punkte z von H vermige der Glei- 
chungen ein zweiter Punkt y derselben Fliche, sondern auch jedem 
Punktepaare x, y von H ein solches &, y von S mittelst der Glei- 
chungen 


(4) 


(5) 


*) Diese Annalen Bd. III, 8S. 125. 








W 
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D> akeans = 0, 
yma = 0, 


wie dies schon Herr Cayley angefiihrt hat.*) 
Fiihrt man die Formen 


«sii > 2; aeie a 


Bx 


sai ens Dna ay 
Bi 


aA 


(7) 








ein, so ist auch 


— Gaj08, — Ee» 
—~ TLR; 
00,08, 


die quadratische Gleichung (3) wird daher 


(8) _ o> Eeyiy: kit -}- AP—?M o> Mee strtteis =Q, 


Aus der Gleichung, welche durch Differentiation von (7) entsteht 


(9) ae; g, Ait +> \rd brags —_ 0, 


folgt 
(10) Danks Lau = Q, 
(11) >be cimacin =). 


Da auch nach (4) und (5) 
>t Gi! Ys Chis = 0, 


> ee! Ly Li hit =O, 


so hat man 


Satz 1. Die Tangentenebenen von H in den conjugirten Punkten 
a, y enthalten die Punkte §', €; die Tangentenebenen in den entsprechen- 


den Punkten &, von S die Punkte §', &. 


*) First memoir on Quartics, Proceedings of the London Math. Soc. III, 


8S. 49. 
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Aus der durch Differentiation von (9) entstehenden Gleichung 


Denk Grit + 2 da, dex Gein +> aid bs i = 0, 
folgt fiir d&,? = dk 


> dade tay: = 0, 
oder nach (9) 


DD aadubau =0, 


als Bedingung dafiir, dass die der Richtung dz auf H entsprechende 
Richtung d— auf S die einer Haupttangente von S ist. 
Die Bedingung der parabolischen Punkte von S wird daher 


> Eni Exyeteis C; 
> "ExYs ters 0 0 
CG 


0 0 





oder 
c 
(12) c > En Ys Yi Oren = 0, 


wenn man durch den ersten Factor die mit den ¢ geriinderte sym- 
metrische Determinante der Elemente 


Qin = ea 
bezeichnet. Das heisst: 


Satz 2. Die parabolischen Punkte § von S sind dadurch charakte- 
risirt, dass die Tangentenebene von S in dem zugeordneten Punkte y 
durch § geht. 

Die conjugirten Punkte von €' und € sind nach (4) die beiden 
auf (wy) liegenden Punkte 9' und 7? 

x" —a-= Ay Y; 

ny? = &— Ary, 
welche wieder auf H liegen und mit 2, y und den entsprechenden 
beiden Brennpunkten 2z', z* je ein harmonisches Paar bilden. Also: 

Satz 3. Jeder Strahl (xy) schneidet die Jacobi’sche Fliiche H in 
awei Punkten y, welche zu x, y wnd je einem der Brennpunkte z 
harmonisch liegen. 

Die Tangentenebene im Punkte §' ist nach (11) 


> Xin ni Akit => Xie 4, Yi) (a; — A, Yi) Ai = 0, 








-_n 
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oder nach (1) 
(13) > XXX Anir + A,? > XeyiYiteir = 0. 


Setzt man hier X; = &,”, so wird nach (5) 


ee atin =0, 
De yiyaes =0, 


d. h. die Tangentenebene von S im Punkte &' geht durch §? und um- 
gekehrt. Das heisst 

Satz 4. Die Geraden (§' §?) sind Doppeltangenten der Fliche S, 
deren Beriihrungspunkte in §' und & fallen. Jedem Paare conjugirter 
Punkte x,y von H entspricht so eine Doppeltangente von S, aber auch 
umgekehrt jeder Doppeltangente von S ein einziges Paar von Punkten 
xz, y auf H, da den Punkten §', & eindeutig wieder nach (5) ! und 7? 
entsprechen. 

Wenn der Coefficient P in (8) verschwindet, so fallen die beiden 
Brennpunkte z', 2? gleichzeitig mit den Punkten y?, 4! zusammen; 
zugleich coincidiren auch nach (13) die beiden Tangentenebenen in 
den Punkten §', §?. Die Punktepaare (% y) fiir welche P = 0 wird, 
bilden, wie man leicht findet, eine Curve 20, Ordnung, die Regelfliiche 
der zugehérigen Strahlen (# y) ist ebenfalls von der 20. Ordnung und 
die auf denselben befindlichen Brennpunkte z bilden eine Curve 60, Ord- 
nung. Also: 

Satz 5. Diejenigen Verbindungslinien conjugirter Punkte von H, 
welche H in eweit zu x, y harmonisch liegenden Punkten begegnen, bilden 
eine Regelfliiche 20. Ordnung, welche H ausser in der von den Punkten 
xy gebildeten Curve 20. Ordnung in einer Curve 60. Ordnung schneidet. 
Den Punkten der ersteren entsprechen Doppeltangentenebenen von 8S; 
die letztere bildet mit der zweifach ziéihlenden Curve 18. Ordnung, lings 
welcher die Brennfliiche von H beriihrt wird, den vollstindigen Schnitt 
von H mit der Brennfldche. 

Die durch einen Punkt 2° von H, dessen entsprechender Punkt 
auf S § sein mége, gehenden 6 Strahlen des Systems, welche durch 


die Gleichungen 
= 
> xy Orit -}- Q > Gai = 0, 


bestimmt sind, liegen auf der Kegelfliiche 


> x X;§,° it = 0, 
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deren Spitze der Punkt x, ist, und welche aus der Tangentenebene 
von H in 2° die beiden Richtungen ausschneidet, deren Correspondirende 
die beiden Haupttangenten von S im Punkte &° sind. Darnach ent- 
spricht dem Punkte x; — 4,y; die Kegelfliche 


K =»>'x, Xi Es! axis = 0, 


welche nach den unter (13) angemerkten Relationen durch die Punkte 
x,y geht. Aber die Tangentenebene von K im Punkte 2 ist 


>, Xisibe! anis = 0, 


und dies ist nach Il], (23) zugleich die Tangentenebene der Brenn- 
fliche im Punkte «-+ A,y. Das liefert den Satz: 

Satz 6. Jedem Punkte von H entspricht ein von ihm ausgehender 
Kegel zweiter Ordnung, zu dessen Kanten insbesondere die 6 demselben 
entsprechenden Strahlen des Systems gehiren, und jeder dieser Kegel 
beriihrt die Brennfliche in 6 verschiedenen Punkten. 

Das Symmetroid S enthilt 10 Knotenpunkte, denen ebenso viele 
Gerade auf H entsprechen. Die parabolische Curve von S geht durch 
jeden Knotenpunkt 6 mal hindurch,*) die ihr auf H entsprechende Curve 
18. Ordnung, liings deren H von der Brennfliche beriihrt wird, muss 
daher jede der 10 Geraden in 6 Punkten treffen. Man hat also den 
Satz: 

Jede der 10 Geraden der Jacobi’schen Fliiche H wird von der 
Brennfliche in 6 Punkten beriihrt. 

Satz 7. Die drei in einer Ebene liegenden conjugirten Punktepaare 
xy bilden die Ecken eines vollstiindigen Vierseites. 

Schreibt man nimlich die Bedingung (1) in der Form 


[x,y] =0, 
[z',y')=0,  [2", y’| =9, 


zwei conjugirte Punktepaare bezeichnet. Liegen dieselben in einer 
Ebene, und setzt man demgemiiss 


y? = aa? + pa! + yy!, 
(2°, y"] = (2°, @a® + Ba") + [2% py'] =O. 


Addirt man hierzu 


so sind durch 


so wird 


y £ (z',y') = [é a, vy'| = 0, 


*) Mit Hiilfe der von Cayley, Sec. Memoir on Quartics, Proceed, III, S. 200 
gegebenen Gleichung von S iiberzeugt man sich leicht, dass die 6 Richtungen im 
allgemeinen verschieden sind. 
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so entsteht 
[x*, «2? + Ba") + + [ax*+B2", yy") =0, 


[aa?+Ba!, aa+yy'] = 0; 


oder 


d. h. es sind auch 
a —=ax? + pal=y — yy’, 
y® = aa? + yy = y’ — Ba", 
conjugirte Punkte, welche mit den beiden ersten in der angegebenen 
Lage sich befinden. 

Man betrachte nun drei durch einen willkiirlichen Punkt a gehende 
Strahlen des Systems, welche die conjugirten Paare w'y', z*y?, xy’, 
enthalten. Die beiden Ebenen X(x'z?x*) und Y(y'y*y*) welche tibrigens 
auf vierfache Weise gewiihlt werden kénnen, schneiden sich in einer 
Geraden g. Bezeichnet man mit 7, k, 1 irgend drei verschiedene Indices 
aus der Gruppe 1, 2, 3, so schneiden sich die Geraden (a #*) und 
(y‘'y*) in einem Punkte P;. Diese drei Punkte P liegen auf der Ge- 
raden g, und ihre conjugirten Punkte Q befinden sich mit ihnen in 
einer Ebene E, der harmonischen Ebene zu X, Y und der durch g 
und den Punkt @ bestimmten. Die drei Geraden PQ, welche sich 
gegenseitig in den Punkten A, B, C schneiden, sind die drei in E 
liegenden Strablen des Systems. Geht man umgekehrt von der Ebene 
E aus, und wihlt in derselben die drei in gerader Linie befindlichen 
Punkte, was noch auf vierfache Art geschehen kann, so kann man 
durch den Punkt A fiinf Strahlen dés Systems ziehen; jeder derselben 
wird mit den beiden jetzt eindeutig zugeordneten, welche durch B 
und C gehen, einen gemeinsamen Punkt a@ besitzen. Jedem Punkte a 
entsprechen so im allgemeinen 4. 35 = 140 Ebenen E, jeder Ebene 
E aber 20 Punkte a. 

Ist nun @ ein Punkt der Riickkehreurve der Brennfliiche, so wer- 
den x', a, «® benachbarte Punkte von H, und ebenso gehen die Punkte 
P in drei benachbarte Punkte €', die Q in die entsprechenden Punkte 
y' tiber. Die Gerade g wird also Haupttangente von H, und bildet 
zugleich die Richtung einer durch §' gehenden Hauptcurve von H, zu 
welcher der Durchschnittspunkt A der benachbarten Strahlen PQ ge- 
hért. Dann folgt: 

Satz 8. Die harmonischen Ebenen, welche den Punkten der 
Riickkehrcurve der Brennfliche zugeordnet sind, sind parabolische Ebenen 
derselben. Die parabolischen Punkte derselben liegen auf den Strahlen 
(&'»'), sie gehdren zu der Richtung derjenigen Hauptcurve von H, 
welche nicht mit einer Haupttangente von H zusammenfillt, Jeder 
parabolischen Ebene der Brennfliiche entsprechen 5 Punkte der Riick- 
kehreurve derselben. 
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Man kann diese Punkte aber noch anders charakterisiren. Die 
Bedingung, dass der Punkt ¢=2-- A,y ein Punkt der Riickkehr- 
curve sei, ist nach III, (13) 


(14) >t br Ea! ees = 0. 
Verschwindet nun der erste Coefficient in (8) so ist 
(15) > Yi Fe Oris = O, 


und eine Wurzel von (8) ist 4, == 0. Der entsprechende Werth von 
¢' ist dann ¢'=—y, und &! fallt mit € zusammen. Da dann aber die 
Bedingung (15) mit (14) identisch wird, muss jeder Punkt, fiir den 
(15) erfiillt ist, zu einer parabolischen Ebene Veranlassung geben. 


In der That wird, wenn man fiir 4 wieder £ schreibt, fiir » — 0 die 
Bedingung, dass der Strahl (x-++da, y+-dy) den Strahl (xy) schneidet 


Vv fe a, = “dv “4 yidu + vdx;, 


und sie liefert 


du de dv 
v 


dx, = 24% — ¥i, t= ie 


wihrend dy; aus den Gleichungen 


Daya, Ait = ot Syne 


zu bestimmen ist. 
Setzt man nun 
a = px+qytrdy, 
Cy; =p dyi, 


so werden die Gleichungen zwischen diesen Differentialen 


aid Yetnis +- 2S dadyari -+- Deay Ayiy = 0 


siimmtlich erfiillt, wenn man 
du, >. au 
a8 Tae =, 
°—_ 2 du = 0 
v 


setzt. Nun entspricht der parabolischen Curve auf S eine von Punkten 
x gebildete Curve 18. Ordnung, lings welcher die Brennfliiche H be- 
riihrt, und dieser eine von den conjugirten Punkten y gebildete Curve 
22. Ordnung; die Geraden (xy) sind dabei Tangenten von H in den 
Punkten dieser letzteren Curve. Auf diese Curven ist eine parabolische 
Curve der Brennfliche eindeutig bezogen, und die Richtung, nach welcher 








~_ oe ee 
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drei benachbarte Strahlen in einer Ebene liegen, ist durch eine Haupt- 
tangente von H im Punkte y bezeichnet, wie aus der Gleichung d*y; = dy, 
folgt. Die Ordnung der parabolischen Curve auf der Brennfliiche ist, 
den Gleichungen 


P— dt DY mmc = 0 


a, + Aa, =O 
entsprechend, gleich 102. 
Ferner ist die Richtung h; = da;, welche der parabolischen Tan- 
gente von S im Punkte & entspricht, wie aus der unter (12) gefiihrten 
Betrachtung hervorgeht, bestimmt durch die Gleichungen 


Shi Exit = @ > Eeyeters ; Tam 1, 2, 3, 4; 
Shi HE =O, 


welche erfiillt sind, wenn man 
h; = at — fe. Yi; 
setzt. Und so hat man 

Satz 9. Es entsprechen liings der Curve 22. Ordnung denjenigen 
Hauptiangenten von H, welche zu parabolischen Ebenen der Brennfliiche 
gehiren, oder auch den Richtungen der Strahlen des Systems liings der 
Beriihrungscurve 18. Ordnung von H mit der Brennifliiche, die para- 
bolischen Hawpttangenten des Symmetroides S. 

Ausser der eben erwihnten parabolischen Curve 102. Ordnung 
existirt noch eine parabolische Curve auf der Brennfliiche, welche aus 20 
ebenen Curven dritter Ordnung besteht, so dass die volistiindige para- 
bolische Curve in der That ein Gebilde 162. Ordnung ist. Diese letztere 
Gruppe von Curven entspricht der Gleichung 


(16) Db Pann = 0. 
Denn dem Punkte 9? = 2 — 4,y von H entspricht der Kegel 

> Xi Xba = 0, 
dessen Spitze 9? ist. Setzt man aber X; = y; + u§;' so wird 
> Xx Xi Ee? Ani => YiYiari + 2a > yt! b." nin 

+ we >t bu! En? ani 


nach (16) gleich Null fiir jeden Werth von mw, d. h. dieser Kegel zer- 
fiillt in zwei Ebenen, von denen die eine die Ebene «, y, €' ist. Das 
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ist aber nur dann méglich, wenn der Punkt &,? einer der 10 Knoten- 
punkte von S ist. Einem solechen Knotenpunkte entspricht eine Gerade 
g auf H, und die von einem beliebigen Punkte y? derselben ausgehen- 
den Strahlen des Systems liegen in zwei durch g gehenden Ebenen 
E,, E,, namlich denjenigen, in welche jener Kegel zerfallt. Die beiden 
Curven dritter Ordnung C,, C, in welchen H von E, und E, geschnitten 
wird, sind also aus conjugirten Punktepaaren gebildet; ihnen ent- 
sprechen singuliire Tangentenebenen der Brennfliche. Zieht man nun 
durch einen beliebigen Punkt y* von g einen etwa in E, liegenden 
Strahl, welcher H iu dem Paare 2, y trifft, so ist der zweite Schnitt- 
punkt derselben mit H durch y' zu bezeichnen, und der conjugirte 
Punkt dieses letzteren ¢' befindet sich wieder in E,. Die beiden Punkte 
2,, 2 welche harmonisch zu x, y und y!, »? liegen, sind Punkte der 
Brennfliiche; demnach ist z, der Punkt, in dem dieselbe von der para- 
bolischen Ebene E, beriihrt wird. Die Punkte ¢, aber kénnen nur 
dann auf g fallen, wenn einer der Punkte z auf g riickt, was dreimal 
geschieht. Daher ist die Curve, lings der die Brennfliche von der 
Ebene E, beriihrt wird, von der dritten Ordnung, wie behauptet wurde. 
Und endlich entspricht den Punkten £' der: Curve dritter Ordnung C, 
eine von Punkten §' gebildete Curve auf S, welche von den Beriihrungs- 
punkten der von dem Knotenpunkte von S an die Fliche gezogenen 
Tangenten gebildet wird (singuliire Doppeltangenten von 8). Aus den 
letzten Bemerkungen folgt der von Herrn Cayley*) bereits angegebene 
Satz: 

Jeder Tangentenkegel aus einem der Knotenpunkte des Symmetroides 
S zerfallt in zwei Kegel 3. Ordnung, von denen jeder dasselbe liings 
einer Curve 6. Ordnung beriihrt, denen je eine ebene Curve 3. Ordnung 
auf der Jacobi’schen Fliche H zugehdrt. 

Wird jetzt vorausgesetzt, dass die a,i, ein fiir alle Indices sym- 
metrisches System bilden, so hat man den Fall des zu der Hesse’ schen 
Fliiche der Fliiche dritter Ordnung welche durch die Form 


f => iaeerains 


bestimmt ist, gehdrigen Strahlensystems. Die Flichen H und S, und 
ebenso die Punkte y und &, sowie €', &' und €, &? fallen zusammen. 
Den im vorigen entwickelten Sitzen entsprechen daher ebenso viel 
Eigenschaften dieses speciellen Strahlensystemes, die hier nur kurz 
angefiihrt werden sollen.**) 


*) Third Memoir on Quartics, Proceed. III, 8. 247. 

**) Die Beziehungen zwischen den Punkten a, y, § der Hesse’schen Fliiche 
ergeben in einfachster Weise namentlich auch die Siitze, welche Herr Sturm 
dargelegt hat. Man vergl, das Capitel IV von dessen synthetischen Untersuchungen 
iiber die Fliche dritter Ordnung, sowie die folgenden Citate. 
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Nach Satz (4) entspricht jedem Strahle (2 y) eine Doppeltangente 
von H mit den Beriihrungspunkten §', §.*) Die 6 Strahlen des Systems, 
welche durch einen Punkt von H gehen, liegen auf dem Polarkegel 
zweiten Grades, welcher zu dem conjugirten Punkte gehért, und jeder 
dieser Kegel beriihrt die Brennfliche in 6 verschiedenen Punkten.**) 
Letztere kann daher auch als Umhiillungsgebilde der speciellen Polar- 
fliichen zweiter Ordnung angesehen werden; man hat so die vollstiindigste 
Analogie mit der mehrfachen Erzeugung der Cayley’schen Curve fiir 
die Hesse’sche Curve einer ebenen Curve dritter Ordnung. 

Die Bedingung fiir die Punkte der Riickkehreurve der Brennfliiche 


wird nach (14) 
> bikebectns = U0; 


d. h. der Punkt § muss auf der gemeinsamen***) parabolischen Curve von 
H und f liegen. Hieraus ergiebt sich die Construction derjenigen Strahlen 
des Systems, welche Riickkehrpunkte der Brennfliiche liefern, sowie 
der Kiickkehrpunkte selbst, in folgender Weise. Man construire zu 
jedem Punkte § der gemeinsamen parabolischen Curve von f und H 
den conjugirten Punkt 7, und die von demselben ausgehenden Strahlen 
des Systems, auf denen conjugirte Punkte x, y liegen. 

Die vierten harmonischen Punkte zu x, y und y bilden die gesuchte 
Riickkehreurve. Uierbei ist indessen folgendes zu bemerken. Wenn 
fiir einen Punkt x von H auch / verschwindet, so fillt der eine der 
beiden Punkte ¢, etwa ¢', mit # zusammen; der andere, welcher den 


Gleichungen 
aei=0, Set —0 


geniigt, liegt auf der Tangente der gemeinsamen parabolischen Curve 
von f und H, welche also selbst eine Doppeltangente von H ist.+) Von 
den 6 Doppeltangenten, die man von einem Punkte jener letzteren 
Curve an.H ziehen kann, kommt daher hier eine in Wegfall, so dass 
jedem Punkte derselben fiinf Punkte der Riickkehreurve entsprechen. 

Jedem Punkte der Riickkehreurve entspricht eine parabolische 
Ebene der Brennfliiche, deren parabolischer Punkt eindeutig mit der 
parabolischen Curve 12. Ordnung von H verkniipft ist. Ist # ein 
Punkt dieser letzteren, so ist die parabolische Ebene der Brennfliiche 
die durch den Strahl (zy) und die parabolische Tangente von H be- 
stimmte, Der parabolische Punkt selbst liegt auf dem Strahle zy und 


*) Sturm, a. a. O. 8, 186, 137. 
**) Vel. Satz 6. 
**) Vel. BL S. 389. 
y) Sturm a. a, O, 5. 150. 





284 | A. Voss. 


gehort zu der Richtung der zweiten durch x gehenden Hauptcurve von 
H, d. h. zur Tangente der parabolischen Curve von H, welche eine 
algebraische Haupteurve von H ist. Und die Ordnung dieser para- 
bolischen Curve der Brennfliiche ist, der Gleichung 


o> Hy: —AP =), 
welche fiir 
a, 


vom Charakter (3, 2) wird, entsprechend, gleich 72. 

Ausser dieser parabolischen Curve hat man in den 10 singuliiren 
Tangentenebenen der Brennfliiche, welche zu den Knotenpunkten von 
H gehéren, 10 Curven dritter Ordnung, welche ebenfalls als para- 
bolische Curven anzusehen sind. Und ferner besteht eine dritte Gruppe 
parabolischer Curven der Brennfliiche aus 20 in den Ebenen der zer- 
fallenden Polarkegel sweiter Ordnung liegenden Curven dritter Ordnung. 
Diese 20 Curven bilden mit den 10 eben genannten Curven dritter 
Ordnung und der vorhin erwihnten Curve von der Ordnung 72 wieder 
die vollsténdige parabolische Curve 162. Ordnung.*) Endlich folgt noch: 

Der von einem Knotenpunkte der Hesse’schen Fliiche H an diese 
gelegte Tangentenkegel zerfillt in zwei Kegel dritter Ordnung welche H 
lings der beiden Curven dritter Ordnung beriihren, in denen H durch 
den in ein Ebenenpaar zerfallenden Polarkegel des Knotenpunktes ge- 
schnitten wird. 

Die Bedingungen fiir das Auftreten einer Spitze der Riickkehr- 
curve lauten nach § III, (26) fiir die Form dritter Ordnung f 


Deke =o Debian; k= 1,2,3, 4; 
> bibebiains = 0, 

Dkk = 9, 

> bib & ans = 0, 


Au= D> (tm ~~ AYs) Asik- 


> x XAn = 0 


*) Zu demselben Ergebniss fiihrt auch die Betrachtung der Form (25) in 


Nun ist die Flache 


§ IV; sie verschwindet, wenn Hi; = 0 ist, oder wenn alle dreireihigen Unter- 


determinanten der A;, Null werden; letzteres fiihrt auf die 20 parabolischen Curven 
dritter Ordnung. 
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der zum conjugirten Punkte » von € gehérige Polarkegel, und die 
angegebenen Gleichungen, aus denen 


> bibs An = 0, 


folgt, sagen aus, dass die T'angentenebene des auf demselben in einer 
willkiirlichen Ebene liegenden Punktes § mit der Tangentenebene von 
H in dem zu € conjugirten Punkte zusammenfillt, oder dass jener 
Kegel die genannte Ebene beriihrt. 

Die Bedingungen hierfiir lassen sich, wenn man an Stelle von £ 
einen Augenblick a setzt, durch das Verschwinden der folgenden 
Determinante 


fix Hie & 
H. O O 
Cr 0 0 


bei willkiirlichen Werthen der ¢ ausdriicken. Wie ich bei einer anderen 
Gelegenheit*) gezeigt habe, giebt es 60 Punkte dieser Art, welche der 
parabolischen Curve von H angehéren, woraus auf die Existenz von 
300 Spitzen der Riickkehreurve zu schliessen ist. 

Dies aus den friheren allgemeinen Untersuchungen hergeleitete 
Resultat liisst sich auf einem anderen Wege bestitigen. Durch eine 
Spitze a der Riickkehreurve gehen vier unendlich nahe Strahlen; den- 
selben entsprechen zwei benachbarte parabolische Tangenten g und g’ 
von H, und zwar so, dass g selbst eine Tangente der parabolischen 
Surve wird.**) Das letztere aber erfordert, dass die Richtungen der 
beiden Haupteurven, welche von einem Punkte der parabolischen Curve 
von H ausgehen, zusammenfallen. 

Dieses Zusammenfallen findet aber nur fiir diejenigen Paunkte von 
H statt, fiir welche die Discriminante der quadratischen Gleichung 


L= P? — 4ocf > Hiv, 


verschwindet. Die Fliche Z ist von der 10. Ordnung, sie schneidet 
H in einer Curve 40. Ordnung. Die Sehnen dieser Curve, welche 
dem Strahlensystem angehéren, bilden eine Regelfliiche von der Ord- 
nung 40, welche H in der Curve zusammenfallender Hauptcurven- 
richtungen schneidet und lings einer Curve 60. Ordnung beriihrt, 
welche letztere aus denjenigen Punkten gebildet ist, die den Beriihrungs- 
punkten vierpunktiger Tangenten von H als conjugirte entsprechen. 


*) B.S, 393. P 

**) Diese Punkte sind also auch die Asymptotenpunkte der parabolischen 
Curve von H, in denen dieselbe von der Curve vierpunktiger Beriihrung beriihrt 
wird. Letztere ist, wenn man von den vierfach ziihlenden singuliiren Geraden 
von H absieht, von der 40. Ordnung und beriihrt daher die Fliiche f in 60 Punkten. 


Mathematische Annalen. XXX. 19 
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Die gesuchten Schnittpunkte von Z,f unc H aber sind bestimmt 

durch die Gleichungen 
P=0, f=0, H=0, 

welche in Uebereinstimmung mit dem vorigen auf 60 auf der para- 
bolischen Curve von H liegende Punkte fiihrt, da P = 0 selbst eine 
Fliche fiinfter Ordnung darstellt. 

Die Brennfliche beriihrt H lings der Curve 18. Ordnung, lings 
welcher H selbst von der Fiche 


Hite Hix = 0 


beriihrt wird. Und der Flache fiinfter Ordnung P = 0 entsprechend 
giebt es auch hier eine von conjugirten Punktepaaren x y gebildete 
Curve 20. Ordnung auf H. Die Verbindungslinien (# y) schneiden H 
in den beiden zu 2 und y harmonisch liegenden Brennpunkten, d. h. 
in einer Curve 60. Ordnung, welche mit der zweifach zihlenden Curve 
18. Ordnung den vollstindigen Schnitt von H mit der Brennfliiche 
bildet, und die conjugirten Punkte der beiden auf (xy) liegenden 
Punkte jener Curve 60. Ordnung sind die beiden Beriihrungspunkte 
der Doppeltangentenebenen von H.*) 

Nach der allgemeinen Untersuchung in § V muss das Strahlen- 
system 40 Hauptpunkte enthalten. Diese sind hier auch leicht direct 
nachzuweisen. Denn damit zu einem Werthe von A in den Gleichungen 


> k(t — Ay) ans = 0; k = 1, 2, 3, 4, 


unendlich viele € gehéren kénnen, muss 2, — Ay, selbst ein Knoten- 
punkt von H sein. Man hat also nur zu untersuchen, wie oft Strahlen 
des Systems durch einen Knotenpunkt gehen, da dies vier mal ge- 
schieht ,**) so wird man auch hier auf 40 Hauptpunkte gefiihrt. 

Man betrachte nun einen der vier Strahlen s dieser Art, welcher 
durch den Knotenpunkt A geht, in welchem die drei Geraden a, b, c 
von H zusammenlaufen. 

Da s zwei conjugirte Punkte x, y verbindet, so sind die Ebenen 
sa, sb, se Ebenen zerfallender Polarkegel zweiten Grades. Die drei 
in denselben liegenden Curven dritter Ordnung gehen daher gleichzeitig 
durch die beiden Punkte x, y hindurch; man erkennt so unmittelbar 
die dreifachen Punkte, welche die Abbildung der parabolischen Curve 
in jedem der beiden zu dem Hauptpunkte gehérigen Punkte 2, y hat, 


*) Sturm, a a. O. 8. 141. 

**) Es sind dies die Strahlen /, mit deren Betrachtung in anderer Beziehung 
sich Clebsch, Journal von Crelle-Borchardt Bd. 59, 8S. 220 und Sturm, a. a, O. 
S. 168 beschiiftigt haben. 
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und ebenso, dass der Strahl s selbst gemeinschaftliche Tangente der 
drei Zweige der parabolischen Curve auf der Brennfliche ist. 

Ueber die Riickkehreurve der Brennfliiche mag hier nur noch 
folgende Bemerkung gemacht werden. Nach §1V ist die Abbildung 
dieser Curve auf H von der Ordnung 100. Aber die Gleichung der- 
selben ist jetzt ‘die gleich Null gesetzte Resultante der Form § 1V, (23) 


—2a,P64+iA4D+VE+ BF — 2a,tPi' =0. 
und 


in — o Hy: 4+AP—6rf22? =0, 


und verschwindet daher mit t. Demgemiiss reducirt sich die Ordnung 
der Abbildung um 10 Einheiten; in der That haben auch die 10 der 
Bedingung t = 0*) entsprechenden Geraden von H die Kigenschaft 
dass alle zugehérigen Strahlen des Systems sich in demselben Knoten- 
punkte von H schneiden. Damit steht in Zusammenhang, dass die 
Riickkehreurve den singuliren Ebenen nicht mehr in 9, sondern nur 
noch in 6 von den Knotenpunkten verschiedenen Punkten begegnet. 
Die Resultante selbst ist von der Form 


Af + BP? =0, 


die Punkte der parabolischen Curve f=0, P=0O, H=0O, gehdren 
also jetzt auch der Riickkehrcurve an, etc. 


§ VU. | 
Ueber eine Aufgabe aus der Theorie der ebenen Curven. 


Sind zwei ebene Curven durch drei biternire Gleichungen eindeutig 
auf einander bezogen, so liefert die der Untersuchung des § III iiber die 
Riickkehreurve entsprechende Forme] die Covariante, welche die Spitzen 
der von den Verbindungsgeraden entsprechender Punkte umhiillten Curve 
bestimmt, Dieses Verhiiltniss soll insbesondere fiir die Hesse’sche und 
Steiner’sche Curve einer Curve ». Ordnung f = 0, hier noch kurz 
erliiutert werden. 

Die Spitzen der Cayley’schen Curve werden demnach charakte- 
risirt durch die Gleichung 


(1) > bikeb [UY sfsixi —2vfixi| =), 


wihrend aus den Gleichungen 


Delfin iam HY sf sik) =0, 


folgt 


*) B.S. 391. 
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Dk fe=9, 
Px: Hi —_ 0, 


so dass die Werthe der € den Determinanten der Matrix 
1 fi fh fs) 
H, H, H, | 

proportional sind. Der Punkt 
Bj = VE; + BY; 

ist der den Punkten x, y von H und S zugeordnete Punkt der Cayley’- 


schen Curve C. Die Gleichung, welche den Werth von uw: v bestimmt, 
lautet jetzt 


(3) as vo > yiveyifirn + n(n—1)tuf =O. 


Setzt man den hieraus folgenden Werth in (1) ein, so entsteht 


(2) 





(4) etek (ysfoins 6 Yn Yn Yp faap ata 2Qtn (n ” 1) f us) = 0, 
Multiplicirt man diese Gleichung mit ¢, so kann man den ersten Term: 
o Yolrire > Yn Yn Yp fanp . 
fairs > Hem Hap mnpy 

Setzt man andererseits 


orm — (|=, 


ersetzen durch 


¢,* |¢ 
wo S eine in der Theorie der Curven bekannte Covariante*) ist, so 
ergiebt sich an Stelle von (1) die Covariante 


(8) SS HamHny fais fnnp ibe + 2n(n —1)/S DEEbifiar = 0, 


welche die x in der Ordnung 18 — 39 enthilt, wenn man noch die 
Werthe der € aus (2) einsetzt. Man erhilt also 


3(n —2) (18% — 39) 
Durchschnittspunkte mit H. Aber diese liefern nicht siimmtlich Spitzen 
von C. Denn fiir vO ist f=O und die € werden den «x pro- 
portional, und man erkennt sofort aus (4) dass die Gleichung (5) in 


*) Vgl. Clebsch Ueber einige von Steiner behandelte Curven, Journal von 
Crelle-Borchardt Bd. 64, 8, 292. 














Ueber Strahlensysteme bei eindeutig bezogenen Fliichen. 289 


den 3n(n—2) Wendungspunkten von f quadratisch verschwindet. An- 
dererseits wird fiir # =O auch > yiyeyifirs = (, und die € sind den 


y proportional. Die Anzahl dieser Punkte, welche den Wendungs- 
punkten der Steiner’schen Curve entsprechen*), betriigt der Glei- 


chung 


(Svieyifnr) => Hithy: n= SH, HH. = 0, 


3(n—2) (4n—9); 


mithin bleiben fiir die Cayley’sche Curve, wie aus anderen Be- 
trachtungen lingst bekannt ist, 
3(m — 2)(18n — 39) —6 n(n—2) —3(n —2) (4n—9) = 18 (m —2)(2n—5) 
Riickkehrpunkte. Die Punkte von H, welche zu Riickkehrpunkten von 
C gehiren, werden von einer Curve 18n — 39. Ordnung ausgeschnitten, 
welche H in den Wendungspunkten von f beriihrt und einfach durch 
diejenigen Punkte von H geht, welche den Wendungspunkten von S 
entsprechen. 

Bei der Curve dritter Ordnung reducirt sich (1) auf die Gleichung 


DV eibitifins = 0. 


Jene Punkte sind also dadurch charakterisirt dass der Punkt § auf f 
liegt. Nun liegen die Punkte €, d. h. die Schnittpunkte der Tan- 
genten von H in conjugirten Polen dieser Curve, auf H selbst, sie 
miissen also mit den Wendungspunkten von H zusammenfallen. Beriick- 
sichtigt man noch, dass die Beriihrungspunkte der drei von einem 
Wendepunkt an eine Curve dritter Ordnung gelegten Tangenten in 
der harmonischen Polare desselben liegen, so hat man den iibrigens 
aus synthetischen oder an der canonischen Form der Curve dritter 
Orduung gefiihrten Untersuchungen bekannten Satz:**) 

Die Riickkehrtangenten der Cayley’schen Curve sind die neun 
harmonischen Polaren der Wendepunkte der Hesse’schen Curve. 

Bei den Curven vierter Ordnung wird aus der Bedingung (1) 


D"bbsbifinu ly —2v2,] = 0, 


gemiiss 


welche fiir 
Ys = UY: — 2V25, 


fs = UYs + VAs, 


*) Vel. B.S, 389. 
**) Vgl. Hesse, Ueber Curven dritter Ordnung Crelle’s J., Bd. 38. Salmon- 
Fiedler, héhere Ebene Curven 8, 187. 
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>" ie — 0, 
iibergeht. Der Punkt ist dadurch bestimmt, dass das Doppelver- 
haltniss 
(y 4 2) 
den Werth — 2 hat. Daraus folgt: 

Liegt bei einer Curve vierter Ordnung der Punkt y, welcher mit den 
Punkten y, x, 2 der Hesse’schen, Steiner’schen wnd Cayley’schen Curve 
das Doppelverhiiliniss — 2 bildet, auf der geraden Polare des Schnitt- 
punktes der Tangenten von H und S in den conjugirten Punkten x, y 
derselben, so ist die Gerade (xy) Riickkehrtangente der Cayley’schen Curve. 


Miinchen, im Marz 1887. 

















Ueber eine besondere Raumcurve 3. Ordnung. 
Von 


A. Hurwirz in Kinigsberg i. Pr. 


Den nachfolgenden Erérterungen will ich ein rechtwinkliges Coordi- 
natenkreuz zu Grunde legen, dessen positive Z-Axe vertical von oben 
nach unten gerichtet ist. Um die Betrachtung spiter nicht unter- 
brechen zu miissen, treffe ich gleich hier folgende Festsetzungen. Es 
wird mehrfach von Drehungen um die Z-Axe die Rede sein; der Sinn 
einer solchen Drehung soll positiv oder negativ genannt werden, je 
nachdem derselbe gleich oder entgegengesetzt ist dem Sinne derjenigen 
Drehung, welche die positive X-Axe auf dem kiirzesten Wege in die 
positive Y-Axe iiberfiihrt. Der Winkel, welchen die starr mit der 
Z-Axe verbundene positive X-Axe beschreibt, gilt als Mass fiir die 
Grosse der Drehung. Dieser ,, Drehungswinkel“ soll positiv oder negativ 
gerechnet werden, je nachdem die Drehung in positivem oder negativem 
Sinne erfolgt. . 

In den Ebenen 

e=—e und s=e 


von welchen die erste tber der zweiten liegt (so dass 2¢ den Abstand 
beider Ebenen bezeichnet), seien zwei congruente Kreise K und K’ 
gegeben, deren Mittelpunkte auf der Z-Axe liegen. Jeder Punkt 
P(Q etc.) der Peripherie von K mége mit demjenigen Punkte P’(¢ etc.) 
der Peripherie von K’, welcher senkrecht unter ihm liegt, durch einen 
unausdehnbaren Faden p(q etc.) verbunden, und letzterer durch ein an 
seinem unteren Ende angebrachtes Gewicht gespannt werden. Diese 
Fiiden bilden die Erzeugenden eines Kreiscylinders. Ueberdies werde 
noch irgend ein Punkt der Peripherie von K mit irgend einem nicht 
senkrecht unter ihm liegenden Punkte der Peripherie von K’ durch 
einen Faden f verbunden, welcher wie die iibrigen durch ein Gewicht 
gespannt sei. 

Wird nun der Kreis K in geeigneter Weise um die Z-Axe gedreht, 
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wihrend der Kreis K’ festbleibt, so bilden — nach Ausfiihrung der 
Drehung — die Fiden p, q,... die Erzeugenden der einen Regelschaar 
und der Faden f eine Erzeugende der anderen Regelschaar eines Ro- 
tationshyperboloides. Diejenigen Stellen, in welchen sich der Faden 
f an die Faden p,q,... anlegt, mégen auf letzteren in irgend einer 
Weise kenntlich gemacht werden; etwa (wie bei einem von mir her- 
gestellten Modelle) dadurch, dass man auf jedem Faden p, q,... eine 
verschiebbare Perle anbringt und diese bis an die betreffende Stelle 
schiebt. 

Hierauf soll der Kreis K, wiederum durch eine Drehung um die 
Z-Axe, in eine neue Lage gebracht werden. 

Es ist nun die Frage, was fiir eine Curve die auf den Fiiden 
PP, ,-.-+ kenntlich gemachten Stellen nach Ausfiihrung der letzten 
Drehung bilden. 

Ich will mit @ und (8 —«) die zu der ersten und zweiten Drehung 
gehérigen Drehungswinkel bezeichnen, ferner mit H, und Hy die 
Flichen, welche die Faden p,q,... nach Ausfiibrung der ersten bez. 
der zweiten Drehung bilden. Von den beiden auf H, liegenden Regel- 
schaaren soll die von den Fiiden p,q, ... dargestellte als ,,erste, die 
andere als ,,zweite‘t Regelschaar der Fliiche bezeichnet werden. Durch 
die zweite Drehung geht nun jeder Punkt C, der Fliche H, in einen 
bestimmten Punkte C; der Fliiche Hy iiber, und die aufgeworfene 
Frage lisst sich offeubar auch so formuliren: 

Der Punki Uz beschreibe auf’ der Fliche H, eine Evzeugende der 
zweiten Regelschaar; was fiir eine Curve beschreibt dann der entsprechende 
Punkt Cz auf der Fliiche Hy? 

Es wird sich also darum handeln die ein-eindeutige Correspondenz 
zwischen den Punkten der Fliichen H, und H;, welche durch die 
Zuordnung der Punkte C,, Cs definirt ist, einer naiheren Untersuchung 
zu unterziehen. Zu dem Ende stelle ich zuniichst die Coordinaten des 
Punktes C, als Functionen zweier Parameter dar. 

Die beiden Erzeugenden der Fliche H,, welche durch den Punkt 
C, laufen, seien P, P’ und Tl.Tl’, wo P., T_, Punkte der Kreis- 
peripherie K und P’, Tl’ Punkte der Kreisperipherie K’ bedeuten. 
Aus den Symmetrieverhialtnissen der Fliche H, geht unmittelbar hervor, 
dass die genannten Erzeugenden Spiegelbilder von einander sind in 
Bezug auf diejenige Ebene, welche den Punkt C,. mit der Z-Axe ver- 
bindet. Bezeichnen daher g und w die Neigungswinkel der nach P’ 
und IT’ gezogenen Radien des Kreises K’ gegen die positive X-Axe, 
so bilden die nach P, und Tl_« gezogenen Radien des Kreises K mit 
der positiven X-Axe beziiglich die Winkel m + @ und yy — a. 

Die Coordinaten der Punkte P’, P., 1’, Tl~ haben also, der 
Reihe nach, die folgenden Werthe: 
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“2 =F COS M »>¥=rsing ,s= 8, 
(1) “x=rcos(p+a), y=—rsin (p+a), z= —e, 
z£=rcosy ,¥=rsiny ,s= 8, 
“2=rcos(~—ea), y=rsin(~—a), z= —e, 


wo r den Radius der Kreise K und K’ bedeutet. 
Hieraus ergeben sich die Coordinaten des Punktes C,, welche ich 


on x. ‘ » ‘: 
mit “1, | *% bezeichne, in der Form: 
x, x, x 

. w €¢ . o— ' 
(2) px, =r cos 2t9, pt =rsin ot » px; = —~—-sin votre 

sin — 

2 

1 e—v+ea 
qq = ——_a se, 
= 


unter p einen unbestimmt bleibenden Proportionalitiitsfactor verstanden. 


Wird letzterer durch p cos -®. - cos “ ersetut und die Bezeichnung 


(3) p=e, ep=—» 
eingefiihrt, so gehen die Gleichungen (2) iiber in: 
px, =r(l—pyr), 
pt, =r(u+yr), 
(4) px, = c(I+ar + cotg<(u—v)), 


pt,= 1+uv—tg>(u—r). 


Das Stiick @ = P’ P, einer Erzeugenden, welches zwischen den 
beiden Kreisen K und K’ liegt, findet sich unter Benutzung der Glei- 
chungen (1) gleich 


. PGT BER 
(5) g=2 Ve + sin’ >, 
und die Entfernung C, P, = € aus der Proportion 
x. a 
e+? 1+ ur-+cotg = (u — ») 
(6) & _ Xy _ 1 (1+ 2 


e ze 2 


i+per— ts > (u—») 


Die Grissen w und v, durch welche sich die Coordinaten des 
Punktes C, den Gleichungen (4) zufolge darstellen lassen, nenne ich 
die zu diesem Punkte gehérenden ,,Parameter“. Die geometrische Be- 
deutung der Parameter erhellt aus den Gleichungen (3). Alle Punkte, 
fiir welche der Parameter w einen gegebenen Werth besitzt, liegen 
auf einer Erzeugenden der ersten Regelschaar, die Punkte, fiir welche 
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v einen festen Werth hat, auf einer Erzeugenden der zweiten Regel- 
schaar. Irgend eine Gleichung zwischen mw und » wird eine auf H, 
liegende Curve definiren. Ist die Gleichung algebraisch und zwar in wu 
vom Grade b, in v vom Grade a, so wird die Curve jede Erzeugende 
uw = const. in @ Punkten, jede Erzeugende v = const. in 6 Punkten 
treffen. Die Ordnung der Curve wird also gleich a + 6 sein. Gehiren 
in entsprechender Weise zu einer zweiten Curve die Zahlen a’, b’, so 
ist die Anzahl der gemeinsamen Punkte beider Curven gleich ab'+- ba’. 

Um dies zu beweisen, projicire man die beiden Curven von irgend 
einem auf H, liegenden Punkte aus. Die Projectionskegel sind be- 
ziiglich von der Ordnung a + 6b und a’ + 0’; die durch das Projections- 
centrum gehende Erzeugende der ersten bez. zweiten Regelschaar ist 
ein a-facher bez. b-facher Strahl des einen Projectionskegels und ein 
a’-facher bez. b’-facher Strahl des anderen Projectionskegels. Die beiden 
Kegel durchschneiden sich daher, ausser in den genannten Erzeugen- 
den, noch in (a+b) (a’ +0’) — aad’ — bb’ = ab’ + ba Strahlen, und 
in ebensovielen Punkten miissen sich also die beiden auf H, liegenden 
Curven begegnen. 

Ich nehme nun zuniichst an, dass auch die Fliche H; ein Hyper- 
boloid ist, dass also Hy nicht etwa den Cylinder, von welchem die 
Betrachtung ausging, oder den Doppelkegel bedeutet, welcher bei 
einer Drehung um den Winkel 6 = -+- 2 entsteht. Haben dann die 
Zeichen 

@ir S14, Mir 
fiir die Fliche Hg, und den auf ihr liegenden Punkt Cy die analoge 
Bedeutung, wie @, ¢, w, v fiir H, und Cz, so ist 
# =e und =e, 
und also mit Riicksicht auf Gleichung (6): 
1+ mn + cote £ (ay) 1+ avteote  (o—») 


0, +e, — 8 —=eo+e 
+h — tg 5 (1-1) 1+pr— tg fu) 








Mit Hiilfe dieser Formeln lassen sich die Parameter uw, v aus den 
Parametern w,, v, und umgekehrt diese aus jenen berechnen, 
Aus der letzten Gleichung ergiebt sich zuniichst 


(7) i+pev _ A(1i-+ m1) + B(u,—»;) 
=? C(i+ ui) + D(uy—%)? 
unter A, B, C, D Groéssen verstanden, die sich durch «, B, @, @, aus- 


driicken. Es wird also schliesslich: 


b= Fi, 
(8) yee (At ©) (10499) + (Be —D) (40) 
(u:—%) 


(A+ Cay) (1+41%) + (B+ Duy) 
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Hiernach entspricht der Erzeugenden 
v= % 
die durch die Gleichung 
(9) [((Cx—A)u, + C+ Ax](1+yu,%) 
+ ((Dx—B)m, + D+ Bx) (u,—,) =0, 

dargestellte Curve, welche von der dritten Ordnung ist, da die Gleichung 
u, im zweiten Grade, v, im ersten Grade enthilt. Die Antwort auf 
die erhobene Frage lautet also: 

»Die auf den Fiden p, q, ... kenntlich gemachten Stellen bilden 
auf der Fliche Hz eine Raumcurve 3. Ordnung.“ 

Die Curve enthiilt offenbar die Punkte 

y= =+%, Y= y= —F, 
da fiir diese gleichzeitig 1+ u,v, und 'w, — v, verschwindet. Diese 
Punkte sind die imaginiiren Kreispunkte der X— Y-Ebene; denn ihre 
rechtwinkligen Coordinaten haben nach (4) die folgenden Werthe: 
pxy,—2r, pr,»—+2ri, px, =0, px, —0. 

Also: ,,Jene Raumcurve 3. Ordnung trifft den Kugelkreis in zwei 
Punkten.“ 

Fiir die Punkte uw, = v, = ++ ¢ nimmt der Quotient 
Gleichung (9) zufolge die Werthe 

+(Cx—A)i+ C+ Ax CF Ai 


~ +(De—Bi+D+Bu D+ Bi 


i 1% 


der 
1+ mi % 





“ae : , . 0 . 
an. Andererseits ist jener Quotient, da er in der Form > erscheint, 


dui—d% | Die Werthe des Differentialquotienten oft und 
1 


i(du; +a) 
folglich auch die Tangenten der Curve in jenen Punkten sind daher 
unabhiingig von dem Werthe, welchen die Constante x besitzt; das heisst: 

» Den Erzeugenden der zweiten Regelschaar der Fliiche H, entspricht 
auf der Fliche Hs ein System von Rawmeurven 3. Ordnung, welche 
sich siimmtlich in den imagindren Kreispunkten der Horizontalebene 
beriihren.“ 

Es braucht wohl kaum besonders hervorgehoben zu werden, dass 
dieser Satz richtig bleibt, wenn in seiner Aussage H, mit Hy, ver- 
tauscht wird, wobei dann unter der ,, zweiten“‘ Regelschaar der Fliiche 
Hz die Schaar v, = const. zu verstehen ist. 

Die hier betrachtete Correspondenz zwischen den Punkten der 
beiden Fliichen H, und H, hat den Charakter der Cremona’schen Trans- 
formationen. Im Allgemeinen entspricht niimlich jedem Punkte (u,, v,) 
von H; nur ein Punkt (wu, v) von H, und umgekehrt. Jedoch giebt es 
auf H, und ebenso auf H, ,,Fundamentalpunkte“, welche eine Ausnahme 
machen, indem ihnen nicht ein bestimmter Punkt, sondern die simmt- 


gleich 
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lichen Punkte einer auf der anderen Fliiche liegenden Curve entsprechen, 
Die Fundamentalpunkte auf H, erhilt man, wenn man in dem Quotienten, 
welcher nach (8) den Werth von vy darstellt, Ziahler und Nenner gleich 
Null setzt; denn fiir die hierdurch bestimmten Werthe von u,v, und 
nur fiir diese, wird der entsprechende Punkt (w, v) unbestimmt, nimlich 
jeder Punkt der Erzeugenden uw = uw, sein kénnen. 

Der Zahler von v verschwindet nun fiir alle Punkte der Raum- 
curve 3. Ordnung, welche der Erzeugenden v = 0 entspricht und der 
Nenner von v fiir alle Punkte der Raumcurve, welche der Erzeugen- 
den v = co entspricht. Beide Curven haben nach dem Vorhergehenden 
vier Punkte gemein, welche zu je zweien in den Punkten uw, =v, =-+-i 
zusammenfallen. Es ergiebt sich also: 

» Die imagindren Kreispunkte der Horizontalebene, jeder doppelt 
gezdhlt, bilden sowohl auf H, wie auf Hs die Fundamentalpunkte der 
Correspondenz. Die entsprechenden Fundamentallinien sind die (ima- 
gindren) Erzeugenden uw, = + 1, bez. p= + i.“ 

Zur Abkiirzung will ich einen Augenblick mit (R) das System der 
Raumeurve 3. Ordnung bezeichnen, welche auf H, den Erzeugenden 
v, = const. der Fliche Hg entspricht. Eine auf H, liegende Curve C 
von der a+b, welche jede Erzeugende w = const. in a Punkten, jede 
Erzeugende v = const. in b Punkten trifft, wird mit einer Curve des 
Systemes (R) 2a + b Punkte gemein haben. Wenn die Curve C durch 
die Fundamentalpunkte hindurchgeht, so werden von jenen 2a + b 
Punkten eine bestimmte Zahl x in die Fundamentalpunkte fallen, so 
dass sich nur 2a + b — x Punkte zugleich mit der Curve des Systemes 
(R) veriindern. Hieraus folgt: 

», Liner auf der Fliche H, angenommenen irreducibeln Curve von 
der Ordnung a+ 6b, welche jede Erzeugende der ersten Regelschaar in 
a Punkten, jede Erzeugende der zweiten Regelschaar in b Punkten trifft, 
entspricht auf H, im Allgemeinen eine irreducible Curve von der Ord- 
nung 3a + b, welche jeder Erzeugenden uw, = const. in a Punkten, jeder 
Erzeugenden v, = const. in 2a-+ b Punkten begegnet. Nur wenn die 
auf H, angenommene Curve die Fundamentalpunkte enthdlt, zerfallt die 
entsprechende Curve in die mit bestimmter Multiplicitdét zu rechnenden 
Fundamentallinien u, =--i und einen weiteren irreducibeln Bestanatheil.“ 

Macht man hiernach beispielsweise auf der Fliiche H, die Punkte 
eines Kegelschnitts kenntlich, welcher durch eine nicht horizontal 
liegende Ebene ausgeschnitten wird, und bringt hierauf den Kreis K 
durch eine Drehung um die Z-Axe in eine neue Lage, so werden nach 
Ausfiihrung der Drehung die kenntlich gemachten Punkte eine Raum- 
eurve 4. Ordnung 2. Species bilden. 

Die ausgeschlossenen Fille, in welchen die Fliiche Hz mit dem 
Cylinder 2 + y? =? oder dem oben genannten Doppelkegel zusam- 











Eine besondere Raumcurve 3, Ordnung. 


297 


menfillt, lassen sich leicht direct behandeln. Es ergiebt sich, dass 
im Allgemeinen einer Curve der Fliiche H., welche jeder Erzeugenden 
der ersten Regelschaar in a Punkten, jeder Erzeugenden der zweiten 
Regelschaar in b Punkten begegnet und welche also von der Ordnung 
a-+b ist, eine Curve von der Ordnung 3a -+ b entspricht, welche 
in dem unendlich fernen reellen Punkte des Cylinders, bez. in der 
Spitze des Doppelkegels einen (a-+-b)-fachen Punkt besitzt. Dieser 
unendlich ferne Punkt des Cylinders und die Spitze des Doppelkegels 
spielen bei der Correspondenz zwischen den Punkten des Cylinders 
bez. Doppelkegels und der Fliche H, die Rolle von Fundamental- 
punkten. 

Schliesslich mégen hier noch einige Higenschaften der im Vor- 
stehenden betrachteten Raumcurve 3, Ordnung entwickelt werden, welche 
eine Folge der besonderen Beziehung dieser Curve zum Kugelkreis sind. 

Es seien A, B, C, D die vier Ecken eines Tetraeders, 6 irgend 
eine Ebene. Die Raumcurve 3. Ordnung R, welche die Ecken des 
Tetraeders und die imaginiiren Kreispunkte der Ebene 6 enthilt, mége 
diese Ebene zum dritten Male in F’ schneiden. 

Wird nun die Curve R& von A aus auf die Ebene @ projicirt, so 
ist die Projectionscurve ein Kegelschnitt, welcher die imaginiiren Kreis- 
punkte von o enthilt, also ein Kreis. Dieser Kreis geht durch die 
Punkte, in welchen die Tetraederkanten AB, AC, AD die Ebene o 
treffen und iiberdies durch den Punkt F, Analoges gilt von den Pro- 
jectionen der Curve R von B, C, D aus, Es ergiebt sich hieraus 
folgende Erzeugung unserer Curve (zugleich mit einem bekannten 
Satze iiber das vollstiindige Vierseit) : 

»Aus vier Geraden einer Ebene 6, von denen keine drei durch einen 
Punkt laufen, lassen sich vier Dreiseite bilden. Die diesen Dreiseiten 
umbeschriebenen Kreise schneiden sich in einem bestimmten Punkte F.*) 


*) Bekanntlich ist #' zugleich der Brennpunkt der Parabel, welche die vier 
Geraden beriihrt. — Im Anschluss an die obige Betrachtung fand ich noch 
folgende Siitze: 

» Deschreibt man um jedes der vier Dreiseite, welche sich aus vier Geraden 
a, b, ec, d einer Ebene o bilden lassen, eine Raumcurve 3. Ordnung, welche durch 
dret beliebig im Rawme angenommene Punkte A, B, C geht, so begegnen sich diese 
vier Raumcurven stets noch in einem weiteren Punkte D. Die Seitenflichen des 
Tetraeders ABCD schneiden die Ebene o in vier Geraden, welche mit den Geraden 
a, b, c, d zusammen acht Tangenten eines Kegelschnittes bilden.* 

Aus fiinf Ebenen a, B, y, 8, #, von denen keine vier durch einen Punkt laufen, 
lassen sich fiinf Tetraeder (Vicrflache) bilden. Beschreibt man wm jedes dieser 
Tetraeder eine Rawmcurve. 3. Ordnung, welche durch zwei beliebig im Rawme an- 
genommene Punkte A, B geht, so begegnen sich diese fiinf Raumcurven, ausser in 
den Punkten A und B, stets noch in zwet weiteren Punkten C und D, Die Seiten- 
fltichen des Tetraeders ABCD und die Ebenen a, 8, y, 3, & bilden zusammen neun 
Schmi benen einer sechsten Raumcurve 3. Ordnung.“ 
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Man betrachte nun jene vier Geraden als die Durchschnittsgeraden der 
Ebene « mit den Seitenfliichen eines Tetraeders. Bewegt sich dann 6 
parallel mit sich fort, wihrend das Tetraeder fest bleibt, so beschreibt 
der Punkt F eine Raumcurve 3. Ordnung, welche die Ecken des Tetraeders 
und die imaginiren Kreispunkte der Ebene 6 enthiilt.‘ 

Es bedeute wieder R eine Curve der hier betrachteten Art, a und b 
irgend zwei Secanten derselben und 6 eine die imaginiiren Kreispunkte 
der Curve enthaltende Ebene. Wenn nun ein Punkt P der Curve mit 
den Secanten @ und b durch Ebenen verbunden wird, so werden die 
Linien, in welchen diese Ebenen die Ebene 6 schneiden, mit einander 
einen von der Wahl des Punktes P unabhiingigen Winkel bilden. 
Durchliuft niimlich der Punkt P die Curve, so beschreiben jene Durch- 
schnittslinien projectivische Strahlbiischel, und das Erzeugniss dieser 
Biischel ist ein Kreis, da dasselbe die imaginiiren Kreispunkte der 
Ebene ¢ enthilt. Wendet man diese Betrachtung auf je zwei von drei 
Secanten der Curve an, so wird man zu folgendem Satze gefiihrt: 

»tis seien im Raume irgend drei Gerade und eine Ebene gegeben. 
Ein leuchtender Punkt bewege sich so, dass die von ihm auf der Ebene 
erzeugten Schattenbilder der drei Geraden ein Dreieck bilden, welches 
bestiindig einem gegebenen Dreieck dhnlich bleibt. Dann ist der geo- 
metrische Ort, welchen der leuchtende Punkt bei seiner Bewegung be- 
schreibt, eine Raumcurve 3. Ordnung, welche durch die imaginiren 
Kreispunkte der gegebenen Ebene geht und die gegebenen Geraden su 
Secanten besitzt. 

Die Aufgabe durch eine (reelle) Raumecurve 3. Ordnung, welche 
den Kugelkreis doppelt trifft, eine Rotationsfliiche 2. Grades zu legen, 
ist leicht zu lésen, da eine solche Fliiche durch die Kigenschaft, den 
Kugelkreis doppelt zu beriihren, erkliirt werden kann. Man bestimme 
denjenigen unendlich fernen Kegelschnitt, welcher durch die unendlich 
fernen Punkte der Raumcurve geht und den Kugelkreis (in zweien 
dieser Punkte) doppelt beriihrt. Die gesuchte Rotationsfliiche muss 
offenbar ausser der Raumcurve auch diesen Kegelschnitt enthalten und 
sie ist hierdurch eindeutig bestimmt. Es folgt also: ,, Hine den Kugel- 
kreis doppelt treffende Raumcurve 3. Ordnung liegt stets auf einem und 
nur auf einem Rotationshyperboloid. 


Kénigsberg i. Pr., April 1887. 

















Ueber die Anzahl der einer algebraischen Differentialgleichung 
angehérigen selbstandigen Transcendenten. 


Von 


Leo Kornraspercer in Heidelberg. 


In meiner Arbeit ,,iiber die einer beliebigen Differentialgleichung 
erster Ordnung angehdrigen selbstindigen Transcendenten“ (Acta 
mathematica Bd. 3) habe ich gezeigt, dass es, von den linearen nicht 
homogenen Differentialgleichungen erster Ordnung abgesehen, fiir 
welche das allgemeine Integral eine ganze lineare Function zweier 
particulirer Integrale ist, nur noch eine Classe von Differentialglei- 
chungen erster Ordnung giebt, fiir welche das allgemeine Integral sich 
als algebraische Function einer endlichen Anzahl von _particuliiren 
Integralen darstellen liisst, oder fiir welche die Anzahl der durch sie 
definirten Transcendenten eine endliche, aber grésser als die Ordnung 1 
der Differentialgleichung ist, nimlich die Differentialgleichung 


(1) 4h = Ay’ + By + ©, 


in welcher A, B, C beliebige algebraische Functionen von x bedeuten, 
und fiir welche die Beziehung zwischen dem allgemeinen und drei 
particuliiren Integralen lautet 

¢ C341 (Y2 — Ys) + CY2(Ys — ¥1) 

@) Y= ~alth—%+e¥s—%) ”? 

worin ¢ eine willkiirliche Constante, c, einen numerischen Werth be- 
deutet. Ich habe ferner gezeigt, dass alle irreductibeln algebraischen 
Differentialgleichungen m'** Ordnung, in welchen das allgemeine Integral 
eine algebraische Function von m oder weniger als m particuliren Inte- 
gralen ist, sich durch Substitutionen, welche aus der abhingigen und 
unabhingigen Variabeln algebraisch zusammengesetzt sind, aus linearen 
homogenen irreductibeln Differentialgleichungen miissen herleiten lassen 
— es soll in den folgenden Zeilen nachgewiesen werden, dass es stets 
algebraische irreductible Differentialgleichungen beliebig vorgeschriebener 
Ordnung giebt, fiir welche die Anzahl der durch dieselben definirten 
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Transcendenten eine endliche, aber grésser als die Ordnung der Differential- 
gleichung ist. 

Wenden wir niimlich auf eine irreductible homogene lineare Diffe- 
rentialgleichung m'** Ordnung 
(3) 2m) + Pom) 4... 4 Pie + Pras =0 


die Substitution 
(4) £= el’ nag 
an, so ergiebt sich eine algebraische Differentialgleichung m—-1'*" Ordnung 


(5) f(z, Y; y;, eae y=) = 0, 

von der zuniichst ersichtlich ist, dass sie irreductibel sein wird; denn 
wenn eines ihrer Integrale y, einer algebraischen Differentialgleichung 
niederer Ordnung 


(6) F(z, y, ¥, ++ y) =0, 
worin « < m— 1, geniigte, so wiirde die Zusammenstellung von (6) 
mit der Differentialgleichung 


d 
(7) da ~ "y= 


durch Elimination von y, y’, ---, y“ eine algebraische Differential- 
gleichung 
(8) F, (x, a, @, 2”, a. g(4+1)) = 0 


Sunde 


ergeben, welche mit (3) das Integral z, = ¢ gemein hiitte, was, 
da u«+1< m ist, der Annahme der Irreductibilitit der linearen 
Differentialgleichung widerspricht. Sei nun 2,, 2, +--+, 2m ein System 
von Fundamentalintegralen der Differentialgleichung (3), deren all- 
gemeines Integral also durch 2 = ¢, 2, + ¢,2, + +++ + Cn@m dargestellt 
ist, so wird offenbar das allgemeine Integral der transformirten Diffe- 
rentialgleichung (5) die Form haben 
dz 
Oe ee ee ee ™ 


worin %,, %,°**; %m—-1 — 1 willkiirliche Constanten bedeuten; 





(9) oo 





dy 4, 
setzt man nun y, = = 9°57 Ym = <— , so geht (9) in 
m 


ME ae FE 1 Inti 
jee By My he +--+ + Hy 1 Sy 
iiber, worin ¥,, Y,°**; Ym particulire Integrale der Differential- 
gleichung (5) bedeuten. Nimmt man nun noch m—1 speciellen 


Werthsystemen von x,, %,, +++, %—1 zugehdrige particulire Integrale 


(10) 
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Ymtiy Ym4+2,***» Yam—1 2 Hiilfe, so erhilt man m— 1 Gleichungen 
der Form 





(11) Yntr = ee ee ne 


und somit in (10) und (11) m in 4, 2, +++, %m lineare homogene 
Gleichungen, deren Eliminationsresultat 


y—% *(Y—Y2) ++ Hm—a(Y — Ym) 
ag) Sem Sue — A) + SelB dg 
Yom—1 — Y; 41 m—1(Yom—1 — Yo) ++ * %m—1m—1(Yam—1 — Ym) 
die algebraische Beziehung zwischen dem allgemeinen Integrale und 
2m — 1 particuliren Integralen y,, y, +++) Yem—1 der algebraischen 
Differentialgleichung m — 1" Ordnung (5) liefert. Es ist somit die 
Existenz irreductibler algebraischer Differentialgleichungen beliebiger 
Ordnung von der angegebenen Eigenschaft erwiesen. 
Wir fiigen noch einige Worte tiber das der eben gegebenen Dar- 
stellung zu Grunde liegende allgemeine Princip hinzu. Stellt man mit 
der linearen Differentialgleichung (3) die Substitutionsgleichung 


(13) a (« dz a: ) 

Y= \2, 2, =e “ae. 
zusammen, worin @ eine algebraische Function bedeutet, so wird die 
durch Differentiation ausgeftihrte Elimination von 2, 2’, 2”, +++ zwischen 
den Gleichungen (3) und (13) fiir y eine algebraische Differential- 
gleichung m'** Ordnung liefern; soll die Ordnung dieses Eliminations- 
resultates aber die m— 1 sein, so miissen sich aus (13) und den 
durch m— 1 successive ausgefiihrte Differentiationen entstandenen 
m — 1 Gleichungen die Gréssen 2, 2’, 2”, - + -, 2 eliminiren lassen, 
nachdem die héheren Differentialquotienten vermége der Differential- 
gleichung (3) herausgeschafft sind; dazu ist aber im Allgemeinen noth- 
wendig, dass die Substitutionsgleichung eine in 2, 2’, - - -, 2) homogene 
lineare von der Form 
(14). Key) e+ heyy) +++ + fala, y) 2 = 0 
sei, in welcher fj, f,, +--+) fe algebraische Functionen bedeuten. 
Differentiirt man diese Gleichung m—1 mal nach einander, so erhiilt 
man vermége der Differentialgleichung (3) m lineare homogene Glei- 
chungen in 4, 2’,-+-, 2), deren Determinante gleich Null gesetzt 
fir y eine algebraische Differentialgleichung m — 1' Ordnung 


(15) F, (2, Y; y;, ee y"—) =0 
liefert, fiir welche nach (14) y eine algebraische Function von 2,2, 2,---,2”) 
(16) oe a (2, a, g, oe 2”) 
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ist; zugleich sieht man aus der Form von (14), dass, wenn man in 
(16) fiir ¢ den Ausdruck ¢,2, + ¢,2, + +-+—+ Cném setzt, der Werth 
von y nur von m — 1 willkiirlichen Constanten abhiingt, so dass sich 
das allgemeine Integral von (15) in der Form darstellt 


(17) y = @(@, 2 -+ % 2. +++ %m—-1 2m) By ey 2 ees m1 Sms" **y 
a) + me fo + a, 9A) 
Setzt man nun 


Y, = @(@, 4, Bye 2), 
Y. = @(2%, £4, Bye ty By), ++) Ym = O(L, Sm, my ***y 2), 
bestimmt ferner willkiirlich mx -—1 particuliire Systeme von Constanten, 
welche aus (17) die mx — 1 particuliren Integrale 


Ymtt, Ymt2, ** *y Yom, Yomi, ** *y Ym(x4+1)—1 
liefern, so erhailt man im Ganzen m(x -+ 1) Gleichungen, aus denen 
man die m(x + 1) Gréssen 


8,5 Sy °° *% Bmy £15 ss tes Sn) tes a\*), 2{%), my a), 
welche nach (14) in diesen linear homogen vorkommen, eliminiren 
kann, und erhalt somit fiir die Differentialgleichung (15) die Beziehung 


(18) y —_ g(x, Yi> Yo, Ys) a Ym (x+1)—1) %1 Hy, et %m—1) 
als algebraische Beziehung zwischen dem allgemeinen Integrale und 
m(x + 1)— 1 particuliren Integralen derselben. In dem speciellen 
Falle, von dem wir oben ausgingen, war m= 2, x = 1 also das all- 
gemeine Integral algebraisch durch 3 particuliire ausdriickbar. 

Es war oben der von mir fiir Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung in meiner Arbeit ,,iiber die Unméglichkeit der Existenz eines 
anderen Functionaltheorems als des Abel’schen“*) vollig durch- 
gefiihrte Satz erwiihnt worden, wonach eine Differentialgleichung 
zweiter Ordnung, fiir welche das allgemeine Integral eine algebraische 
Function zweier particulirer Integrale ist, nothwendig durch eine 
algebraische Substitution aus einer linearen homogenen Differential- 
gleichung sich muss herleiten lassen; es wird vielleicht nicht ohne 
Interesse sein, einer neuen Methode zum Beweise dieses Satzes fiir 
algebraische Differentialgleichungen beliebiger Ordnung Erwiihnung zu 
thun, die wir zunichst hier nur fiir den Fall der Ausdriickbarkeit 
durch ein particuliires Integral darlegen wollen. 

Es sollen also alle algebraischen irreductibeln Differentialgleichungen 
me Ordnung 
(19) y= F(a, ys ys - ++ ye") 
angegeben werden, fiir welche das allgemeine Integral eine algebraische 
Function nur eines particuliren Integrales, der unabhiingigen Variabeln 
und m willkiirlicher Constanten 

*) Journal fiir Mathematik B. 100 und 101. 
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(20) Y = F(x, yyy Cy, Cg, + * +) Cm) 
ist, oder welche nur eine cinzige selbstdndige Transcendente definiren. 
Da*) 


(@) xe e! a ! __ (oF “\" 
(21) y® D4 My! NMg!-++ nm! +++ (ote (Fe +5 v’) 








Miy May“ Rp 20 e (i 1" (2 1)" 
a+2nt-+en =e tat Me a 
ra) Ne, ths (e)"e 
~<a pag MM MN 
"1 


ist, so folgt durch Kinsetzen von (20) im (19) mit Benutzung der auch 





*) Nach der von mir im 27" Bande der Annalen fiir eine Function 
t=f(x,y,8,--*), 





in welcher x, y, 2,-++* von irgend einer Variabeln abhiingen, aufgestellten Formel 
ist das ge Differential von ¢ in symbolischer Form 
! 1 of 4 of 
w- > ating “ o+ hays...) 
a. mg 2 0 mM! mg! ++ mo! qa” (2!1)"... (e!)"¢ Ox 


mp2 mb + ENy =e «(2 dn +4 of ity. y. OF ae a4 pha yt- ys, 


und somit, wenn y,2,:-- als von & pels betrachtet und & als unabhiingige 
Variable angeschen wird, durch Division dieses Ausdruckes mit 
da tet ~tem on dat 
: — ’ 


weil ausserdem 
Ce=Pa=---=—dae=—0 
ist, , 


act ve 1 
da? z My! Mgt e-- Mo! ym aym...(gt"e 


My May» RQ 20 


mt 2m+~+Eme=C (264.4 of y+ oF ta: | af y+ of r+.) 
a Ge y® ae w@+--f', 


oder endlich, wenn, wie wir es oben brauchen, die Combination 





= os--oe HO, n,=1 
abgesondert wird, 


at ! 
= — -— delgubiaaieats eae 
dx® ail " 12 My! Mg! ot! ay™ (2m -(9@—1!)"e—1 


MP2 ny} + (Q—1) Mg _1=C 0 3 ‘ (of. ye Ms 
PH tattle ater) 
(Ch yen 4 26 feo 4. Je 


4 of y'® or 
+ ay! 





~ 4... . 


+7 
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fiir y, geltenden Gleichung (19) und mit Absonderung des zur Com- 
bination n, =n, =--+- = %1=0, % = 1 gehdrigen Postens 





m! 1 or oF. .\m™ 
(22) 3 Mm! gl +m, 4! a a EE aut ) 


My, May yy 1 20 


seit ciiiaie as lines ree 
MP hep + (m—1) ny, _1 =m wie 'F y wm, y (m—1)"™—1 
an Tet : ’ 
oF ; - 
+ oy, F(@, Yay Mr ory WY) 





, oF oF _. (m —1)! 1 
=f {,F, oe + wn Dr ; 


Wy! Mgier- v3! (LY (2 (m—1!)"m-1 
Vp 2g (M—1) Yj =m—1 


Al Wy Ad be +Y, -lp 
oF oF r\" a” ssa Vo (m—1)"m—1 
Paso a oi cow f : 
>< ( Oa + On Y ) aye mt Y Y 





Da y, nicht schon einer algebraischen Differentialgleichung niederer 
Ordnung als der m'*" geniigen darf, so muss die Gleichung (22) eine in 
allen in ihr vorkommenden Grdéssen identische sein. Setzt man nun 
on =0O und nimmt zuniichst an, dass diese Gleichung iiberhaupt 
‘FA 
einen Werth y, = Y, liefert, der dann eine algebraische Function von 
HL, C4, Cy,***, Cm Sein wird, so wird dieser Werth von y, in (22) ein- 
gesetzt die rechte Seite der Gleichung von y— frei machen, da dieses 
nur in dem abzusondernden Posten des letzten Argumentes der 
f- Function mit se multiplicirt vorkommt, und es wird somit auch 

1 

die linke Seite der Gleichung, aus der der abgesonderte Posten heraus- 
fallt, der Identitit wegen ebenfalls von y,“—” frei sein miissen; es 
ist aber y,”-" nur in dem Posten der Summe enthalten, welcher 
der Combination n,=—1, nm, = 0, +++) M2=0, M,—-1=1 ent- 
spricht , oder in 

oF oF oF (m—1) 

m Ox + ou? OM % ? 

so dass fiir y, = Y, auch 

ar ar 


= "* Ww-* 


sein muss. Dann fallt aber aus der rechten Seite der Gleichung (22) 
der Ausdruck y,("-® ganz heraus, da er dort nur im vorletzten Argu- 
— OF s g . we ‘OF | OF) Or + ae 
mente mit 9y,? im letzten mit (m iN (s + oy) = multiplicirt 
vorkommt, und es muss daher auch wieder die linke Seite der be- 


trachteten Gleichung von y,~* frei sein; da es dort aber nur in den 
Posten 








Z 


~~ i — be ke 7 


eine i a 








m! er 


eating aye we 
m! 2 oF (m—2) 
v! “2 (m — 2) ite 2)r a 2 oe y, On Y " 


m! or Or 


n= ¥, . 
¥. Jape CF t, we 
Oatdy  ' Ovdye  ° dy? 


Ox dy;* oy 


zeigt unmittelbar, dass 


(27) a @ 
dye na=% 


ul 


Function von y, von der Form 


(23) F=Py,+@Q abo y= Py,+Q 


(24) Y=Py,+@ 


Y=Pyy,+Q, Y= Poy, + 


aus P und @ hervorgehen, so folgt aus (24) 
Pry, + OQ, = P(Piy, + O) + @, 


P, = PP,; 
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¢ * ay (m— or . — 
= amar Garay, +? Geage NN + Gye Wo) 


vorkommt, so folgt, dass ausser den friiheren Bedingungen noch fiir 


sein miissen. Schliesst man so weiter, so folgt zuniichst, dass 


ar bl 
Gs. n=T = iy _. “oe (sr ay.” ..” ’ 


sein muss, und die successive Differentiation der Gleichung (22) nach x 


sein muss fiir jedes ganzzahlige @, was nicht méglich ist, da dann 
F’ von y, frei sein miisste. Es wiire somit die Unmdglichkeit der 
Beziehung (20) nachgewiesen, wenn nicht noch wesentliche Ausnahme- 
fille eintreten kénnten. Der oben fixirte Werth von Y, wiirde gar 


nicht existiren, wenn fe von y, unabhingig d. h. F’ eine lineare 
1 


wiire, worin P und Q algebraische Functionen von 2, ¢,, ¢,--*° 
bedeuten. Da aber die durch Einfiihrung dieser Function F in Glei- 
chung (22) hervorgehende Gleichung wiederum eine identische sein 
muss, also auch bestehen bleibt, wenn statt y, irgend ein anderes 
Integral y, der Differentialgleichung (19) gesetzt wird, so wird 


wiederum das allgemeine Integral von (19) vorstellen, und da nach (23) 


worin P,, Q, und P,, Q, durch Verinderung der Constanten ¢,,€,,-++Cm 


und da y, nicht eine algebraische Function von x sein darf, 


hieraus ergiebt sich unmittelbar, dass, weil P, P,, P, in gleicher 
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Weise algebraisch durch 2 ausgedriickt sind, dass P eine von x un- 
abhiingige Constante sein muss. Dann wird aber aus (23) 


y”) — Py,” ob QW” 
folgen, und diese Werthe in (19) eingesetzt die in y,, y,, --°, y@"~» 
identische Beziehung liefern 


(25) PHF(%s Vis Yes ey Ym) + Q™ 
=f(x, Py, +, Py + Q, +++, Pye? + Q@). 
Differentiirt man die Gleichung (25) successive nach y,,¥,',---,y,;"—, 
so erhalten wir 
Of(@,m,.--) _  Of(@, Py: + Q--.) 


on (Py, + Q) ‘ 


OF@. +) _ Of@, PH+Q.-») 
on 





aPy+Q) 7 
J Of (x, Y¥,~+-) pane of(z, Py. t+Q..-.) 








P ye) Peis a(P ys) gin) ? 
und da in diesen identischen Gleichungen fiir irgend ein bestimmt 
gewihltes Werthesystem von y,, y,',-- +, y,"~ die Argumente Py,+ Q, 
Py + Q,---, Py + Q@-» vermige der m in ihnen enthaltenen 
willkiirlichen Constanten ¢,,¢,, +--+,» beliebige Werthe annehmen 
OF(@,%1,--.) OF@.H>.-) |. , " 
none -tqaen Reames quent Rall a den Argu 
menten y,, ¥,,°*-+- unabhiingig sein und somit 


F(@ sis Missy Ww) = A+ By, + Cy’ +--+ + Nye 
sein, worin A, B,---+;N algebraische Functionen von x bedeuten; es 
wird somit die Differentialgleichung (19) die Form annehmen 


kénnen, so miissen 


(26) ym a= A + By re Cy” ae ae -+ Ny, 
Fiir den Fall, dass oF _( Auflésungen fir y, besitzt, kénnte 
Ou © 1 


es aber auch vorkommen, dass 


F ’ 
oe F(%, Yio Yroe es Ww) 


in dem Ausdrucke (22) fiir keine Auflésung dieser Gleichung ver- 
schwindet, oder dass f(x, y,, y;', +++ y;°"—») fiir alle Auflésungen un- 
endlich wird — auch in diesem Falle wiiren die oben gemachten 
Schliisse unstatthaft. Aber dann ist leicht zu sehen, dass, weil jede 
algebraische Substitution y = p(x, 2) die Differentialgleichung (19) in 
eine derselben Ordnung verwandelt, fiir welche ebenfalls das allgemeine 
Integral eine algebraische Function eines particuliiren Integrales ist, 
man die algebraische Substitution so wiihlen kann, dass, wenn 
a= F(x, 2,,¢,,-++*,¢m) die neue algebraische Beziehung zwischen 
dem allgemeinen und particuliiren Integrale angiebt, im Ausnahmefall 
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or 
OX 
gefiihrt wird, so dass die eben erwihnten Ausnahmefialle nur auf 
solche Differentialgleichungen fiihren, welche durch in der abhingigen 
und unabhingigen Variabeln algebraische Substitutionen aus linearen 
Differentialgleichungen abgeleitet sind. Wir kommen somit zu dem 
Resultat, 

dass nur lineare Differentialgleichungen oder durch algebraische 
Substitutionen aus solchen abgeleitete die Eigenschaft haben kinnen, dass 
thr allgemeines Integral eine algebraische Function eines particulidren, 
der unabhdngigen Variabeln und willkiirlicher Constanten ist. 

Wann dies bei linearen Differentialgleichungen der Fall ist, be 
darf keiner weiteren Auseinandersetzung. 


von ¢, unabhiingig ist, man somit auf den vorigen Fall zuriick- 


Heidelberg, im April 1887. 











Sur un théor®me de la géométrie & m dimensions. 
(Extrait d’une lettre adressée 4 Mr. F, Klein.) 
Par 


Corrapo Seare 4 Turin. 


... Dans Votre dernier travail: ,,Zur geometrischen Deutung des 
Abel’schen Theorems der hyperelliptischen Integrale*)“ Vous Vous 
servez d’un ,,Grundsatz“ de la géométrie & m dimensions**), sans en 
donner une démonstration, En voici une qui me parait aussi simple 
que satisfaisante. 

Il s'agit de prouver que: si wne Mg4,. est telle que par chacun de 
ses points il passe plus de deux de ses Rg, elle sera linéaire. Or soit 
Ra+o-1(m > 3) un espace dans lequel se trouve la M,,,: en coupant 
celle-ci par un R, de cet espace on aura une M&M, et il suffit de 
prouver que celle-ci est linéaire, c’est-i-dire un plan. Or cette M, 
sera telle que par chacun de ses points passent plus de deux de ses 
droites: si m= 3 elle sera donc un plan. Si nm > 3 projetons-la 
sur un #, par un Ry, (le tout en &,): on voit tout-de-suite que 
si cet R,4 est queleonque 1° la projection sera généralement uniforme, 
2° chaque droite de la projection de la M, ne sera pas en général 
la projection de plusieurs droites de celle-ci; done Ja projection sera 
une F’, de R, telle que par chacun de ses points passent plus de deux 
de ses droites, c. 4. d. un plan. Done aussi la M, de R, sera un 
plan. Etc. Ete. 

Remarquez que ce raisonnement porte aussi 4 cette autre propo- 
sition: si wne M,,, est telle que par chacun de ses points il passe deux 
de ses Rg, elle sera quadratique, et par suite elle sera wn céne (despéce 
6 — 1) projetant une quadrique ordinaire. 


Turin, le 17 Mars 1887. 


*) Math. Annalen, t. 28. 
**) lc. p. 547. 

















Ueber einige Beziehungen zwischen hydrodynamischen 
und elektrischen Erscheinungen. 


Von 


Epvuarp Riecxe in Gittingen.*) 


Ein besonderes Interesse werden stets diejenigen Untersuchungen 
fiir sich in Anspruch nehmen, durch welche verschiedenartige Gebiete 
der Physik mit einander in Beziehung gesetzt werden. Diess kann 
geschehen durch neue experimentelle Thatsachen, wenn diese einen 
Einfluss von Kérpern oder von Zustiinden derselben auf Erscheinungen 
verrathen, welche bis dahin als von ihnen unabhiingig betrachtet 
worden waren; der Zusammenhang der Erscheinungen kann aber auch 
ein nur formaler sein, bedingt durch die Analogie der Gesetze, welche 
fiir sonst unvergleichbare Vorgiinge gelten. Die Beziehungen der 
ersten Art, die Erscheinungen des Elektromagnetismus, die magne- 
tische Drehung der Polarisationsebene, die Erzeugung von Wiirme 
durch Arbeit sind von fundamentaler Bedeutung fiir die Wissenschaft; 
aber auch die Verfolgung der formalen Analogieen wird nicht ohne 
Nutzen sein, da dieselben die Uebertragung der fiir eine gewisse 
Gruppe von Erscheinungen gvieatinm Gesetze auf ganz andere Ge- 
biete gestatten. 

Den Gegenstand der folgenden Betrachtungen bilden einige de 
zwischen Hydrodynamik und Elektricitiit bestehenden Beziehungen. 
Die vier ersten Abschnitte betreffen die Bewegung einer reibungslosen 
Fliissigkeit, welche den Raum erfiillt, der zwischen gewissen ge- 
schlossenen Fliichen hindurch bis ins Unendliche sich erstreckt. Fiir 
eine gewisse stationiire Strémung werden die Drucke bestimmt, welche 
auf die als Quell- oder Saugfliichen auftretenden Grenzfliichen der 
Flissigkeit wirken. Dabei ergiebt sich eine vollkommene Uebereinstim- 
mung dieser Krifte mit gewissen elektrostatischen Wirkungen. Der 
zweite, dritte und vierte Abschnitt behandelt oscillatorische Strémungen 
der Fliissigkeit von ahnlicher Beschaffenheit wie diejenigen, welche bei, 


*) Abgedruckt aus den Nachrichten von der k. Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Gdttingen, 1887, Nr. 1. 
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den bekannten Versuchen von Bjerknes auftreten. Es war zu hoffen, 
dass diese Betrachtungen zu einer einfacheren physikalischen Anschauung 
iiber die Ursachen der eigenthiimlichen Bewegungen fiihren wiirden, 
welche Bjerknes auf Grund seiner theoretischen Untersuchungen 
vorhergesagt hatte und welche er nachher in einer Reihe schéner Ver- 
suche verwirklicht hat. Die Rechnung ergab jedoch, dass in unserem 
Falle die verschiedenen Componenten des wirkenden Druckes eine 
Resultante erzeugen, welche den von Bjerkunes beobachteten Kriiften 
in gewissen Fillen entgegengesetzt ist, in anderen gleich gerichtet 
sein kann. Die Untersuchungen von Bjerknes haben desshalb ein 
so allgemeines Interesse erregt, weil sie einen Weg zu eréffnen schienen 
zu der Reduction der Fernwirkungen insbesondere der Gravitation auf 
die Wirkungen von Druck und Spannung bei unmittelbarer Beriihrung, 
eine Reduction, welche vielen als eines der niichsten und hauptsiich- 
lichsten Ziele der Wissenschaft erscheint. Die Untersuchungen von 
Bjerknes verlieren aber auch dann nicht ihr Interesse, wenn man 
jener Analogie mit den Gesetzen der Fernwirkung nur eine formale 
Bedeutung beilegt. 

Der fiinfte Abschnitt zeigt, dass die zwischen hydrodynamischer 
und galvanischer Strémung bestehende Analogie auch bei Beriick- 
sichtigung der inneren Reibung erhalten bleibt und behandelt ins- 
besondere die Strémung einer reibenden Fliissigkeit zwischen zwei 
parallelen einander in geringer Entfernung gegeniiberstehenden Platten. 


1. 


Es sei gegeben eine incompressible Fliissigkeit, welche den ganzen 
Raum erfiillt mit Ausschluss gewisser Hohlriiume, deren Begrenzung 
durch die im Folgenden gemachten Angaben bestimmt wird. Im 
Raume sei eine beliebige Anzahl von festliegenden Punkten vertheilt; 


diesen werden gewisse Zahlen A,, A,, A, ... zugeordnet, welche 
ebensowohl positive als negative Werthe besitzen kénnen. Die Punkte 
selbst werden im Folgenden gleichfalls durch A,, A,, A; ... be- 


zeichnet. Betrachten wir die Zahlen A,, A,, A, . . . als elektrische 
Ladungen der entsprechenden Punkte, so ist das Potential des ganzen 
Punktsystems gegeben durch 


oe a a 


wo unter 7,, 7,, 7%, die Entfernungen eines beliebigen Raumpunktes von 
den Punkten A,, A,, A, zu verstehen sind. Wir ordnen nun jedem 
der Punkte A eine Fliche constanten Potentials zu, welche denselben 
rings umschliesst. Diese Fliichen, welche wir uns starr und unbe- 
weglich denken wollen, mégen die Grenzflichen der Fliissigkeit bilden. 
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Die ihnen entsprechenden Potentialwerthe werden durch C,, C,, C, ... 
bezeichnet. Das Geschwindigkeitspotential der Fliissigkeit sei identisch 
mit dem elektrischen Potential V. Bezeichnen wir mit n,, ,... die 
ins Innere der Fliissigkeit hineingehenden Normalen der Flichen V=C, 
so sind die Geschwindigkeiten in der Richtung derselben gegeben 
durch 27, 27 . 
Om? ON, 
Oberflichen, fiir welche die Constante C einen negativen Werth besitzt, 
ausstrémen, in diejenigen Fliichen, welchen positive Werthe von C 
angehéren, einstrémen, sie muss an den Grenzfliichen der ersten Art 
stets von neuem erzeugt werden, an den Grenzfliichen der zweiten Art 
immer von neuvem verschwinden. 

Der Druck, welchen die Fliissigkeit auf ein Element irgend einer 
Grenzfliiche ausiibt, ist gegeben durch 


Die Fliissigkeit wird demnach aus denjenigen 


wenn wir die Dichte der Fliissigkeit durch mw bezeichnen und den in 
der Flissigkeit herrschenden constanten Druck gleich Null setzen. 
In der That iibt also die Flissigkeit in Folge ihrer Bewegung einen 
Zug auf das betreffende Element der Oberfliiche aus, dessen Grosse 


durch . er * bestimmt ist und dessen Richtung mit der in das 


Innere der Fliissigkeit hineingehenden Normale zusammenfillt. 

Nehmen wir an, die Flichen V = C wiiren hergestellt aus Metall 
und denken wir uns dieselben bedeckt mit elektrischem Fluidum, dessen 
Dichtigkeit in einem beliebigen Oberfliichenelement gegeben ist durch 

1 aV 
~~ 4a On”? 
den Eigenschaften : 

1. Die gesammte Ladung irgend einer Fliche ist gleich der 
elektrischen Masse A des von ihr umschlossenen Punktes. 

2. Fir jeden Punkt, welcher in dem von der Fliissigkeit erfiillten 
Raume liegt, ist das Gesammtpotential der Oberflichenbelegungen 
gleich dem Potential der elektrischen Massen A,, A,, A,... Denn 


es ist: 
91 
1 r 1 1 aV 
ef on oof on 9 = Vo, 


wenn wir unter 7, die Entfernung eines Oberflichenelementes do von 
einem beliebigen Punkte p des Fliissigkeitsraumes verstehen, unter 
V, den Werth des Potentials V in dem Punkte p. In dem ersten 
Integral hat aber V an den Grenzflichen der Fliissigkeit die con- 
stanten Werthe C,, C,, C,..., somit zerfillt das erste Integral in 


21° 


so besitzt die so hergestellte elektrische Ladung die folgen- 
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ebensoviele einzelne Integrale, als der Fliissigkeitsraum Grenzflichen 
besitzt und wir erhalten: 


1 . z Cc ‘ ; C. . ° 
P 28. den 2. a P = 
= an dé=— Om, dé, +7" Om, d6, + 0. 


Damit ist gezeigt, dass in der That 


pee Ay 
4n Tp 








av 
jn to = Vp- 


3. Das Potential der Oberfliichenbelegung, deren Dichtigkeit gleich 
-- z oY ist, hat im Inneren einer jeden Grenzfliiche denselben con- 
stanten Werth C wie an der Fliche selbst. 

Wenn wir also den Conductoren, deren Grenzflichen durch die 
Gleichungen V =C bestimmt sind, die Elektricitiitsmengen A mit- 
theilen, so sind dieselben im Gleichgewicht, wenn die Dichtigkeit in 
einem beliebigen Oberflichenelement gegeben ist durch — ie ay , 
Die von der Ladung aller Conductoren auf die Einheit der elektrischen 
Masse an irgend einer der Grenzflichen ausgeiibte Kraft ist gleich 
_ , wenn dieselbe sich an der iiusseren, gleich Null, wenn sie 
sich an der inneren Seite dieser Oberfliiche befindet, im Mittel also 


gleich — : ey. Auf jedes Element der Oberfliiche der Conductoren 
wird somit ein elektrischer Zug in der Richtung der iusseren Normale 


ausgeiibt, welcher bezogen auf die Fliichencinheit gleich ist ag . rs 


Dieser elektrische Zug hat dieselbe Grésse wie der friiher be- 
trachtete hydrodynamische, wenn wir die Dichtigkeit der Flissigkeit 


gleich Zz setzen. 


Wenn die Entfernungen der starren Oberfliichen, welche die 
Fliissigkeit ausstrémen oder einsaugen, gross sind im Vergleich mit 
ibren Dimensionen, so werden die Resultanten der hydrodynamischen 
Drucke gleich sein den elektrischen Kriiften, mit welchen die Punkte 
A,, A,, A,... auf einander wirken. 


Il. 


Wir gehen iiber zu der Untersuchung von Strémungen, welche 
ein von der Zeit abhiingendes Geschwindigkeitspotential besitzen, bei 
welchen also die Strémung nicht blos die Folge einer den Fliissigkeits- 
theilchen einmal ertheilten Geschwindigkeit ist, sondern durch be- 
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schleunigende Druck- oder Zugkrifte mit bestimmt wird, welche auf 
die Oberfliche der Fliissigkeit wirken. 

Wir betrachten zuniichst den Fall, dass das Geschwindigkeits- 
potential gegeben ist durch 

A 2Qxt 
Pp = = C08 Fr 

wo r die Entfernung eines beliebigen Raumpunktes von dem im Raume 
festliegenden Punkte A bezeichnet. Die Bewegungsrichtung ist eine 
radiale bald gegen den Punkt A hin, bald von demselben weg gerichtet. 

Zur Zeit t=O sei die Oberfliiche der Fliissigkeit gebildet von 
zwei concentrischen Kugeln, deren Mittelpunkt zusammenfallt mit dem 
Punkte A und welche die Radien a und b besitzen mégen. In Folge 
der Bewegung der Fliissigkeit sind ihre Grenzflichen einer fortwihren- 
den Verinderung unterworfen, bestehend in einer abwechselnden Con- 
traction und Dilatation der dieselben bildenden Kugeln. Die Geschwindig- 
keit eines Fliissigkeitstheilchens ist gegeben durch 


dr Op pk as A Qxt 


dt oe qe 008 “Fr * 


Bezeichnen wir durch r, den jeweiligen Halbmesser der inneren, durch 
r, den der fusseren Kugel, so ergiebt sich aus der vorstehenden 
Gleichung 


‘ 3T Qat 
tT, = a® — =] A > 
3T Qnt 
3 3 Bt Sut 
re = b “- A sin rT 


die gréssten Werthe 
rg = a> + — 


erreichen diese Radien fiir 


die grésste Contraction der Grenzfliichen findet statt zu den Zeiten 


T 5T 
t=, wee 


Die Werthe der Radien sind dann gegeben durch 


3T 3T 
re=ma— A, ni=b?— = A, 





Sind die Bewegungen klein, so sind die Amplituden der Schwingung 
fiir die innere und iiussere Grenzfliiche gegeben durch 


io a + 3 


a a’ x 6 
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Bezeichnen wir durch », und m die jeweiligen Abweichungen der 
Grenzflichen von den dem Ruhezustand entsprechenden Kugeln a 
und 6b, so ergiebt sich: 


A... 2Qxt + A. Oe 
~{“—=——- 3 gg “> R=—>, Fy @ 


Kin beliebiges Element der inneren Grenzfliche der Fliissigkeit 
besitzt zur Zeit ¢ = 0 den Inhalt da@,; zu irgend einer anderen Zeit 
ist dann seine Fliiche gegeben durch 

on, 
7) 


da, = da, (1 + 





Ebenso ist 
2m, 
do = de, (1 +—3): 
Der Druck der Fliissigkeit ist: 


Insbesondere ergiebt sich fiir die imnere Grenzfliche, wenn wir be- 
riicksichtigen, dass der Druck hier abhiingig ist von m, und wenn 
wir dementsprechend nach Potenzen von ma entwickeln, 


. 2 — 
pao 2% uw A sin 28t = = + (1 —3 sin 27). 
Ebenso wird fiir die iussere Grenzfliiche 


p > oe A? 2 

poet es sin Sed —+ bt ( — 3 sin? 7): 
Zu dem constanten Druck c, welcher in der ruhenden Fliissigkeit 
herrschen wiirde, kommen somit noch veriinderliche Drucke hinzu, 
welche als Ursache oder Folge der Bewegung zu betrachten sind, In 
erster Linie sind diess die Drucke 
Qa -  Qat 
i + a 
welche proportional der Amplitude der Schwingung und dem Radius 
der betreffenden Kugelfliiche sind. Dieselben sind positiv in den Zeit- 
intervallen 


> eS sin und 


$0 ble tas + 


> t=Tbist=2T...; 

sie werden also wihrend dieser Zeiten hervorgebracht durch Kriifte, 
welche auf die beiden Grenzflichen der Fliissigkeit wirken und welche 
in das Innere der Fliissigkeit hinein gerichtet sind. In den Zeit- 
intervallen 


t—+ bis t—T7, t=2T bist =27... 
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sind die Drucke 
negativ, werden also erzeugt durch iiussere nach den angrenzenden 
Riumen hin gerichtete Zugkriifte. 

Betrachten wir ein beliebiges Element der inneren Grenzfliiche, 
so wirkt auf dieses einmal der constante Druck c, sodann der Druck 


22 sin 22t 

a p< sin “Ft, 
welcher abwechselnd positive und negative Werthe besitzt. Im Mittel 
wird aber dieser Druck wiihrend eines lingeren Zeitraumes nicht ver- 
schwinden wegen der gleichzeitigen Veriinderungen, welche die Fliiche 
des betrachteten Elementes erleidet. Wir bestimmen ein beliebiges 
Element der inneren Grenzfliiche dadurch, dass wir seinen Flichen- 
inhalt zur Zeit {=O gleich dw, setzen. Dasselbe Element hat zu 
einer spiiteren Zeit den Inhalt 


, TA . 2xt 
da, = dog (1 —— 7) . 


Die auf dasselbe zur Zeit ¢ ausgeiibte Kraft hat somit den Werth 
jeu a 45 sin? —& 4 ;(1— Bein? "FY {1S war sin dag. 


2 a’ 


Der mittlere Druck, welchen das Element d@, wihrend der Periode 
von t=0 bis t= nT erleidet, ist gegeben durch 


nT 
~ y 9 A? 
jem fletety Aaintgt—£ # (1a te) 
0 
TA . Sat 
><{1— Fs sin - 7 tat. 

Vernachlissigen wir bei der Berechnung dieses Integrals die dritte 
Potenz der Schwingungsamplitude, so ergiebt sich als Mittelwerth des 
auf das Element da, ausgeiibten Druckes 

— 3. At 
Pame~— Tea 
Ebenso wird fiir die iiussere Grenzfliche 


3 A? 
D=O— Fb ae 


Die Constante ¢ liisst sich so bestimmen, dass der mittlere Druck aut 
der iiusseren oder inneren Oberfliiche gleich Null wird. Im ersteren 
Falle ist 


= 3 1 1 
Pe — 0a —Fe): 
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im zweiten Fall 
- 1 
n= i uA? (3. ao *) ‘ 


Der mittlere Druck entspricht im ersten Falle einem von dem inneren 
Hohlraum aus auf die Oberfliiche der Fliissigkeit wirkenden Zuge, im 
zweiten Fall einem von dem fusseren Raum ausgeiibten Druck. 


Il. 


Wir betrachten nun den Fall einer ins Unendliche sich erstrecken- 
den Fitssigkeit, in welcher eine beliebige Anzahl blasenformiger 
Hohlriume eingeschlossen ist. Das Geschwindigkeitspotential sei ge- 
geben durch 

2xt 
g = V cos -—- 
wo 


=f pe pA y.. 


also ebenso, wie im ersten Abschnitte das Geschwindigkeitspotential 
selber, identisch ist mit dem elektrostatischen Potentiale der Punkte 
A, wenn wir unter A die in denselben concentrirten elektrischen 
Massen verstehen. Zur Zeit ¢ = 0 sei die Fliissigkeit begrenzt durch 
Flichen ‘constanten Potentiales V = C,, V=C,, V=C,,... welche 
je einen der Punkte A vollstindig umschliessen. Auf irgend einer 
der Grenzfliichen liege das Element dw; die in das Innere der Fliissig- 
keit hineingehende Normale sei », die Geschwindigkeit der Fliissigkeit 
in der Richtung derselben ist: 


at on T 


Die Abweichung, welche das Element dw zur Zeit ¢ von dem ent- 
sprechenden Element der Fliche V = C besitzt, berechnen wir unter 
der Voraussetzung, dass dieselbe sehr klein bleibt. Dann ergiebt sich 
durch Entwicklung nach Potenzen von n 


dn 2Qxnt 
at $73 at a n) =<) 
ov 


2 
wo unter = und ae diejenigen Werthe zu verstehen sind, welche 
vw 





diese Differentialquotienten an der Fliiche V = C besitzen. Fiihren wir 
die abktirzenden Bezeichnungen ein: 
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OF sin 28 

— s {j= glee oh i} 
CF an 28! 

oder durch Entwicklung von &* 7” 


so ergiebt sich: 





EOF sig Bat 


dines mz On, i ike 


2 
wenn ri gegen 1 vernachlissigt wird. 


Zur Zeit t=O ist n=O, d. h. es fallt das Element da der 
Grenzfliche zusammen mit dem entsprechenden Element der Oberfliiche 
V=C. Bei einem positiven Werthe von A ist im Allgemeinen 
ne negativ. Die Grenzfliiche der Fliissigkeit weicht dann mit 
wachsender Zeit gegen die Fliche V—=C nach innen zuriick, um 


A : i ‘ . , 
zur Zeit ¢ = > ein Maximum der Contraction zu erreichen; zur Zeit 


t= geht die Grenzfliiche durch die Fliche V—C hindurch, um 
sich ask nach aussen hin von derselben zu entfernen. Das Maximum 
der Dilatation findet statt zur Zeit {= + T. 


Die Grenzfliiche der Fliissigkeit ist in einer oscillirenden Bewegung 
begriffen, deren Gleichgewichtslage durch die Fliche V=C, deren 
Amplitude durch 

z. av 
“on- 
gegeben ist. 

Verstehen wir unter dw, den Inhalt desjenigen Elementes der 
Fliche V = C, mit welchem das Element dw der Grenzfliiche der 
Fliissigkeit fiir t= 0, 2, T--- wr Deckung gelangt, bezeichnen 
wir ferner durch 9, und g, die Hauptkriimmungsradien des Elementes 
da@,, so ist: 

1 1 
da = da, + da, (= +2 
oder 


1 1 V Qxt 
da = da,+ da, wae -- a $a sin —- 


Der Druck der Flissigkeit ist gegeben durch 


p=e+ urn Vain “St — (35) cos? 27. 





Hier ist sowohl V als he abhiingig von »; durch Entwicklung nach 
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Potenzen von m ergiebt sich mit derselben Vernachlissigung wie 
friiher fiir den auf das Element d@ ausgeiibten Druck 


p=c+u ae C sin i — (a) (i — 3 sin? *) . 


Der mittlere Druck, welechen das Element dw wiihrend der Periode 
von ¢=0 bis t= nT erleidet, ist gegeben durch 


nt 
_- 1 id 
pda, = arf pdodt, 
0 
woraus 


— wf. ma we nw ( eV\2 
pm et SS +e) oR + (ae): 


Man kann diesem Ausdruck noch eine andere Form geben mit 
Benutzung eines von Beltrami bewiesenen Satzes. Wir haben schon 
im ersten Abschnitte gezeigt, dass das Potential V fiir alle ausser- 
halb der Fliichen C liegenden Punkte identisch ist mit dem Potential 
der Elektricititsmengen A, wenn dieselben auf den als leitend be- 
trachteten Fliichen C im Gleichgewichte sich befinden; das Potential 
der so bestimmten Oberfliichenvertheilung hat dann auch im ganzen 
Inneren jener Flichen die constanten Werthe C. Nun gilt fiir jede 
beliebige Oberfliichenvertheilung elektrischer Massen der Satz*): 

eV RV 1 1 
ie — or Aah (2 ee 

Da bei der Gleichgewichtsvertheilung der elektrischen Massen auf 
den Fliichen C die Differentialquotienten nach der inneren Normale 
verschwinden, so ist fiir diese 


1 av 
4x On, 


vol) ae 
(e+s)e oe 

Fiir den mittleren Druck, welcher auf ein Element der Grenz- 

flichen der Fliissigkeit ausgeiibt wird, ergiebt sich somit der Ausdruck 


= lu av uw fav 2 
poe— SOR + F( =) 


on, 


ho — 





und 


Dieser Druck stellt sich dar als eine Summe von drei Compo- 
nenten, von welchen die erste dem constanten in der ruhenden Fliissig- 


*) Beltrami. Intorno ad alcuni nuovi teoremi di Neumann sulle funzioni 
potenziali. Ann. d. Mat. Ser. II. T. X. 46. 
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keit herrschenden Drucke entspricht, die beiden anderen abhiingig sind 
von der Lage des betreffenden Oberflichenelementes. 


Die dritte Componente ist wesentlich positiv und stellt daher eine 
Vermehrung des constanten in der ruhenden Flissigkeit herrschenden 


Druckes ¢ dar ; A ist um so grésser, je naher die aufeinanderfolgenden 
c 


Flichen constanten Potentiales an einander riicken; die durch die dritte 
Componente bedingte Druckvermehrung ist daher in den einzelnen 
Stellen der Grenzfliiche dem Quadrate des Abstandes von der benach- 
barten Potentialfliiche umgekebrt proportional. 

Das Vorzeichen des zweiten Terms wird bestimmt durch das Vor- 
zeichen des constanten Potentialwerthes C und das Vorzeichen von 
av 
on, y 
componente gleichfalls positiv, besitzen sie entgegengesetztes Zeichen, 
so ist sie negativ. Der letztere Fall tritt ein, wenn eine Grenzfliche 
der Fliissigkeit den ihr zugeordneten Punkt A so umschliesst, dass A 
und C dasselbe Vorzeichen besitzen. Unter dieser Voraussetzung 
bedingt also die gweite Druckcomponente stets eine Verminderung des 
constanten Druckes ¢ und zwar ist diese Verminderung an einer be- 
liebigen Stelle der Grenzfliche dem Abstand der benachbarten Potential- 
fliche umgekehrt proportional. Ob nun im Ganzen eine Verminderung 
oder eine Vermehrung des constanten Druckes ¢ zu Stande kommt, 
das hiingt ab von dem Verhiiltniss der zweiten und dritten Druck- 
componente. Ueberwiegt die zweite Componente, so wird der Druck ¢ 
vermindert. An einer bestimmten Grenzfliche der Fliissigheit ist der 
Druck am grissten da, wo der Abstand derselben von der benachbarten 
Potentialfliiche am grissten, er wird wm so kleiner, je kleiner jener 
Abstand ist. Wird die betrachtete Grenzfliche gebildet durch die Ober- 
fliiche eines festen Koérpers, der in der Fliissigkeit pulsirt, so wird der 
letatere getrieben von den Stellen mit grésserem Abstand der Potential- 
linien zu den Stellen mit kleinerem Abstand, also entgegengesetzt wie 
bei den Versuchen von Bjerknes. 


Besitzen beide dasselbe Zeichen, so ist die zweite Druck- 


Ueberwiegt hingegen die dritte positive Druckcomponente iiber 
die zweite, so findet allenthalben an der Grenzfliiche eine Vermehrung 
des constanten Druckes ¢ statt, welche um so grisser ist, je geringer 
der Abstand der benachbarten Potentialfliche. Es wird somit in diesem 
Falle der Kérper von den Stellen, an welchen die benachbarten 
Potentialfliichen sich dichter zusammenschliessen zu den Stellen mit 
grésserem Abstand dieser Fliichen getrieben. 


Dasselbe tritt natiirlich dann ein, wenn C und Ae gleiches Vor- 
c 


zeichen besitzen und in Folge hiervon die zweite Druckcomponente 
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ebenfalls positiv ist. Auch in diesem Falle ist der Sinn der auf den 
Kérper wirkenden translatorischen Kriifte derselbe wie bei Bjerknes. 


IV. 


Die in dem vorhergehenden Abschnitte enthaltenen Betrachtungen 
mégen noch etwas weiter ausgefiihrt werden in dem Fall, dass nur 
zwei Hohlriume im Inneren der Fliissigkeit vorhanden sind, und dass 
die Dimensionen derselben sehr klein sind im Vergleich zu der Ent- 
fernung der ihnen zugeordneten Punkte A, und A,. 

Die Entfernung der Punkte A, und A, midge bezeichnet werden 
durch R. Den Punkt A, nehmen wit zum Anfangspunkt, die Richtung 
A,A, zur x-Axe eines Systems rechtwinkliger Coordinaten. Den Ab- 
stand eines beliebigen Raumpunktes von dem Punkte A, bezeichnen 
wir durch yr, den Abstand desselben von der x-Axe durch y. Der 
Werth des Potentiales V in diesem Punkte ist dann: 





oder durch st ny nach ere 
—r 
7 Hf + 2 et 2 _— + ‘i 
Setzen wir V = mr so ergiebt sich als Gleichung der den 
Punkt A, umhiillenden Fliche constanten Potentiales 
Y A =. 
C= s+ Hll+s > + - a 
oder mit 2 =r cos p 


G- “A + {1 2 ut tanth Joa 


Setzen wir zur Abkiirzung 


so ergiebt sich 
R A, P Re A, 2 os 
oder, wenn wir nach Potenzen von «@ entwickeln und die hdheren 
Potenzen von der fiinften an vernachliissigen, 
r 


A. 4 3cos*g —1 
=a Sat 3 2 ob ‘<= af, 8 
R a a i, cos a 2 


Die Fliche constanten Potentiales ist in dem vorliegenden Falle 
eine Rotationsfliche, deren Rotationsaxe die x-Axe ist. Der Kriimmungs- 
radius des Meridianschnittes wird gegeben durch 











Der 


Sor 


da 


so 


nw 


re 





Hydrodynamische und elektrische Erscheinungen, 


sat at 4 5— Some. 
Der zweite Hauptkriimmungsradius ain 
Oe sg Ap 143 CO8* 
se 2 
Somit 


E+) He R099) 


Es wird ferner 


a? R? x =— A, {! — 3a? rr cos p -— 2a5 7 (3 cos? @ — 1}; 
da 
a AT 2% 
hee * 
so ergiebt sich 
u J 1 ave Pee wA? A, 3 A, 
it +a) an, a’ Rt {t+ « 3 +a 2, | 


+ see cos p {1 +a(f + cos 9), 


ov A? A 3uA,A F 
‘ky ) = rea {1 + 4a 4, _ aR cos p {1 + 2a cos p}- 


Der ganze Druck, welcher auf ein beliebiges Element der be- 
trachteten Grenzfliiche ausgeiibt wird, ist daher 


B. y OV aV\2_ uA? A 
+&( + oO: on, +$(2)  —=C— 40R {3 + 4a A 
3uA,A 9, A 
4. paki {t+ 20 Z, | 008 @. 





Hiebei ist in der ersten Klammer a‘, in der zweiten Klammer a? ver- 
nachlissigt gegen 1. 

Haben A, und A, das gleiche Vorzeichen, pulsiren also die beiden 
im Inneren der Fliissigkeit befindlichen Kérper mit gleicher Phase, 
so erreicht der Druck seinen gréssten Werth fiir g=—0O, d. h. in 
demjenigen Punkte P, welcher auf der die Punkte A, und A, ver- 
bindenden Linie liegt. Beim Uebergang zu irgend einem anderen 
Punkt der Flaiche C, nimmt der veriinderliche Theil des Druckes ab 
wie der Cosinus des Winkels m, den der Radius Vector der betrach- 
teten Stelle mit A,A, bildet. Der Druck ist also am kleinsten an 
derjenigen Stelle der Oberfliiche, welche von der Verliingerung von 
A,A, getroffen wird. Der Kérper C, wird somit von der inneren 
dem Kérper C, zugewandten Seite nach aussen getrieben. Da die 
Verhiiltnisse bei C, sich ganz analog gestalten, so kommt eine gegen- 
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seitige Abstossung der beiden Koérper zu Stande, wiihrend nach Bjerknes 
zwei mit derselben Phase pulsirende Kugeln sich anziehen. 

Sind im Gegentheil die Vorzeichen von A, und A, verschieden, 
so ist das dem cos q@ proportionale Glied mit negativem Vorzeichen 
behaftet, der Druck ist am kleinsten an der Stelle P, am gréssten 
an der gegeniiberliegenden Stelle. Die beiden Kérper werden von 
Aussen nach Innen getrieben und an Stelle der Abstossung derselben 
tritt eine Anniherung, wihrend zwei mit entgegengesetzter Phase 
pulsirende Kugeln sich abstossen. 


¥. 


Wir betrachten endlich noch die Strémung einer F'iissigkeit mit 
Beriicksichtigung der inneren Reibung. Wenn die Fliissigkeit den 
ganzen Raum erfiillt, so werden die hydrodynamischen Differential- 
gleichungen auch in diesem Falle dadurch befriedigt, dass die Strémung 
ein Geschwindigkeitspotential besitzt, welches der Gleichung Ag = 0 
geniigt. Es ergiebt sich hieraus, dass auch eine mit innerer Reibung 
behaftete Fliissigkeit im unbegrenzten Raume dieselben Strémungs- 
verhiitnisse darbietet, wie die elektrischen Fliissigkeiten, wenn die 
Elektroden an die Stelle der Quell- und Saug-Flichen der Fliissigkeit 
gesetzt_ werden. 

Die Analogie der Strimung einer reibenden Fliissigheit mit der 
galvanischen Strimung bleibt erhalten, wenn die Fliissigkeit nur nach 
2 Dimensionen in die Unendlichkeit sich erstreckt, wiihrend sie nach 
der dritten begrenzt wird von zwei parallelen in kleinem Abstande ein- 
ander gegeniiberstehenden Platten. Um diess zu beweisen, machen wir 
die Mittelebene der Fliissigkeitsplatte zur 2 y Ebene eines rechtwinkeligen 
Coordinatensystems. Die Dicke der Platte sei 2c. Die Bedingungs- 
gleichungen sind unter der Voraussetzung kleiner Geschwindigkeiten 

Ou 


op =kAu, op = kAv, 
oy 
ou ov 
= ( 
0x + oy , 
u=sv=( flr z-—-+¢, 


Wir setzen 

Se 

da? ~ Oy 

und erhalten zur Bestimmung von p und @ die Gleichungen : 


op ap ay . yee 
O22 + oy? = 0, Ox + oy? = 0, 


kAQgo =p. 
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Machen wir fiir m den Ansatz 





yp =, cos ~ = + , cos =2™ = -+ ; cos se 4 .., 


so wird: 
— 25 2? , 58% 


ee Qe lid tae 





Ag = — 2%, cos=” mo, cos— 


2c 


Nehmen wir an, dass p nur pore ist von # und y, so kénnen 
wir setzen: 





4 32a 4 52n 
P= = pcos ae — Ge P08 2¢ + fq P 008 2¢ iti. i 
und erhalten dann: 
16¢ 16¢? 16¢? 
t= — ae P> = sree Ps OS — Gage Ps 
16¢2 { gn 1 32x 1 ten 
9 — Pag (8 ac — a7 8 ae tas “a 4. 


Die Curven constanten Geschwindigkeitspotentiales fallen somit 
zusammen mit den Horizontalschnitten der Flichen constanten Drucks, 
wenn wir die zy-Ebene und die beiden die Platte begrenzenden Ebenen 
uns horizontal gestellt denken. 

Bei einer Einstrémungs- und einer Ausstrémungsstelle setzen wir: 


p= Mog -, 


wo 6 die Entfernung des betrachteten Punktes von einer durch den 
Einstrémungspunkt gezogenen Verticallinie bezeichnet, a seine Ent- 
fernung von einer durch den Ausstrémungspunkt gezogenen Verticalen. 
Die Curven g = Constans sind dann identisch mit den Curven, deren 
Punkte beim Durchgang eines elektrischen Stroms durch die Platte 
dasselbe elektrostatische Potential besitzen; die hydrodynamischen 
Strémungslinien identisch mit den galvanischen. 

Fiir die Stromstiirke, d. h. fiir das Volumen der Fiiissigkeit, 
welches in der Zeiteinheit durch die Platte hindurchstrémt, ergiebt 


sich der Werth 
128¢° M 


1 1 
= {1 +eqt+@et+--+- 

Zur experimentellen Priifung des gefundenen Satzes wurden zwei 
kreisférmige Glasplatten von 200 mm. Durchmesser gegen die beiden 
Seiten eines Messingringes gepresst; die Dichtung des so hergestellten 
Hohlraumes wurde durch zwischengelegte Gummiringe erreicht. Der 
Kinfluss und Abfluss der Fliissigkeit wurde durch zwei im Abstand von 
75 mm. senkrecht in die obere Glasplatte eingesetzte Messingréhren 
vermittelt. Die Fliissigkeit, verdiinnter Alcohol, strémte unter an- 
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gemessenem Drucke aus einem tubulirten Cylinder in die Platte ein. 
Die Strémungslinien wurden mit Hilfe klejner in dem Alcohol suspen- 
dirter Wachstheilchen bestimmt. An der Einstrémungsstelle entwickelt 
sich ein Wirbel, dessen stérender Einfluss noch bis gegen die Mitte 
zwischen der Einstrémungs- und Ausstrémungs-Stelle sich bemerklich 
macht; von da ab aber erwiesen sich die gegen die Ausstrémungsstelle 
convergirenden Stromlinien als kreisférmig. Nur die jiussersten der- 
selben waren abgeplattet in Folge der kreisférmigen Begrenzung der 
Fliissigkeitsplatte. 

Die Analogie der Strémung einer reibenden Fiiissigkeit mit der 
galvanischen Strémung erstreckt sich endlich auch auf den Fall der 
Strémung durch ein Capillarrohr einerseits, einen linearen Leiter 
andererseits. Denn nach dem Gesetze von Poisseuille ist das ge- 
sammte Volumen einer Fiissigkeit, welches in der Zeiteinheit durch 
den Querschnitt einer cylindrischen Réhre hindurchgeht, gegeben 
durch 


Gos nie Rt. 
Setzen wir 
eu 2Zh. a en: 
_ le a Rt 
und bezeichnen wir W als den hydrodynamischen Widerstand der 
Rohre, so ergeben sich die Siitze: 

Bei einer Reihe von hinter einander liegenden Rohren ist die 
in der Zeiteinheit durchfliessende Fliissigkeitsmenge gleich der Druck- 
differenz an den Enden des Systems dividirt durch die Summe siimmt- 
licher Widerstinde. 

Bei einer Theilung des Stromes zwischen verschiedenen neben 
einander liegenden Réhren verhalten sich die den einzelnen ent- 
sprechenden Stromstiirken wie die reciproken Werthe der Widerstiinde*). 

Das Poisseuille’sche Gesetz lisst endlich noch eine ganz ana- 
loge Verallgemeinerung zu wie das Ohm’sche. Sind niimlich p, u, », 
w Integrale der Gleichungen 


Op _} op _} op _} 
ie =kAu, by =kAv, Oe =kAw, 


Ou ov ow 
aa + ay + oe —% 
so werden dieselben auch befriedigt durch ap + B, au, av, aw, wo 


a und 6 Constante sind. fiir einen Hohlraum von beliebiger Form 
gilt somit der Satz: 





*) Eine experimentelle Priifung dieses Satzes wurde ausgefiihrt in einer 
Breslauer Dissertation des Herrn J. B. Rostalski. Beibl. d. Ann. d. Phys. II, 1878. 
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Der Quotient aus der Druckdifferenz in der Ein- und Ausstrémungs- 
stelle und aus der Stiirke des Stromes ist eine Constante, welche als 
der hydrodynamische Widerstand des Raumes bezeichnet werden kann. 

Es sei beispielsweise in dem zuvor betrachteten Falle der Strémung 
zwischen zwei parallelen Platten die Einstrémungsfliiche gegeben durch 
eine Fliche constanten Druckes, fiir welche a = a, und b = b,, die 
Ausstrémungsfliiche durch eine Flaiche constanten Druckes mit a = a, 
und b = b,, so ist: 

— mk og yb, 
(4) 128¢5 by a, 








Der hydrodynamische Widerstand einer solchen Platte wird also 
durch den rechts stehenden Ausdruck bestimmt. 


Géttingen, im December 1886. 
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On Recent English Researches in Vortex-motion. 
By 
A. E. H. Love at Cambridge. 





The object of this paper is to give an account of the more recent 
researches made by English mathematicians in the theory of the motion 
of vortices in a perfect liquid. I shall for the most part limit myself 
to the discussion of investigations which have appeared since the publi- 
cation of Lamb’s “Treatise on the motion of Fluids” *), though for the 
sake of clearness and continuity it will be necessary to bestow at least 
a passing notice on some writings of an earlier date. 

It may be well to state briefly the laws of vortex-motion as 
deduced by Helmholtz**) and Sir W. Thomson***). Defining the 
circulation in any circuit as the line-integral of the velocity taken 
round the circuit, it was proved by the latter (1) that the circulation 
in any circuit which always consists of the same particles of fluid is 
constant, (2) that the circulation in any circuit is equal to the surface- 
integral of vortex-strength over any surface having the circuit for an 
edge. From the second of these, which is a purely analytical theorem, 
it follows that the circulation is the same in all circuits which can be 
continuously deformed into one another without passing out of the 
region occupied by fluid in irrotational motion. Helmholtz’s laws of 
vortex-motion are immediate deductions from these. They are (1) each 
vortex remains continually composed of the same particles of the fluid, 
(2) the strength}) of a vortex-filament is constant for all time and 
for all points of the filament, (3) a vortex-filament must be closed or 
have its ends on the boundary of the fluid. 

The chief physical interest of vortex-motion lies in the speculations 
of Sir W. Thomson as to the ultimate constitution of matter}}). The 
adherents of the kinetic theory of gases appear to have been driven to 


*) Cambridge University Press, 1879. 
**) | Ueber Integrale der hydrodynamischen Gleichungen welche den Wirbel- 
bewegungen entsprechen.‘* Crelle, Bd. LV. 
***) “On Vortex motion.” Trans. Roy, Soc. Edinburgh vol. 25, 1869. 
+) The “spin”? is the name given to the vector whose components are 
—, n, £, it is also called the elementary or molecular rotation. The “strength” 
of a vortex-filament is the product of the area of its cross-section and the spin 
about one of its vortex-lines. The “vorticity” of a vortex-motion is said to be 
given when the volumes and strengths of all the filaments are given. 
+t) “Vortex Atoms,” Phil. Mag. (4), XXXIV. 1867. 
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assume that the atoms of a gas are at once elastic and infinitely strong 
and rigid, and that they exert on each other a direct action at a 
distance. The brilliant discoveries of Helmholtz in the theory of this 
kind of fluid motion, combined it would seem with some striking 
experiments, suggested the fundamental idea of these speculations. 
According to the view of their originator, we are to imagine space to 
be continuously occupied by an incompressible frictionless fluid, ¢. e a 
medium whose motions are determined by the hydrodynamical equations. 
Some parts of the medium are to be in vortex-motion, and these will 
necessarily be distributed within certain annular surfaces. The liquid 
within such a surface is called a vortex, and we are to suppose the atoms 
of which matter is composed to be such vortices. All the elements of 
the medium which at any instant form a vortex remain for ever parts 
of the same vortex. This is the indestructibility and impenetrability 
of the atom. The vortices may be knotted, or two or more vortices 
may be linked through each other. In these cases the kind of multiple 
continuity possessed by the space without or within the vortex is one 
of its permanent characteristics. This gives us a method of realising 
different kinds of unalterable atoms which cannot be interchanged. The 
simple circular ring when undisturbed moves forward with constant 
velocity in the direction of the circulation through the ring, this 
realises the external kinetic energy of the atom; it may also vibrate 
about its circular form, or its section may change shape periodically, 
and it will thus possess internal energy. The periods of vibration of 
vortex-atoms for different fundamental modes of deformation should 
correspond to the lines of the spectrum of the gas composed of them, 
and the theory of spectrum analysis would require that at least some 
of the periods should be approximately independent of the energy. It 
may be observed here that the results obtained later shew that the 
periods are functions of the energy in all cases except that of a hollow 
vortex crimped in section.*) 

Following up his earlier papers on the general theory of vortex- 
motion, Sir W. Thomson has considered the theory of the steady motion *™) 
and stability of vortices,***) setting out from the genera] principle 





*) An account of the present state of our knowledge with regard to vortex- 
motion and the doctrine of vortex-atoms, containing a statement of the results 
of experimental as well as of theoretical investigations, will be found in a series 
of memoirs by M. Brillouin, now appearing in the Annales de la Faculté des 
Sciences de Toulouse. 

**) A system is said to be in “steady motion” when its motion is similar at 
any two instants of time. In the case of vortex-motion the term is extended to in- 
clude all cases in which the forms sizes and velocities and relative configuration 
of the vortices remain constant. 

***) “Vortex Statics.” Proc. Roy, Soc. Edin: 1876, and Phil. Mag. (5) X. 1880. 
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that in steady motion the energy with given vorticity and impulse must 
fulfil a stationary condition. The motion will be stable if the gnergy 
be a thorough maximum or a thorough minimum, but if it be a maxi- 
mum-minimum its stability cannot be inferred without further in- 
vestigation. If for the vortex we substitute a perforated solid of the 
same shape, and suppose the circulations in the different circuits 
through its perforations to be those required by the vortex-strength of 
the original vortex, it is clear that to any steady motion of the solid 
will correspond a steady motion of the vortex; if further every point 
of the solid be supposed to carry a mark indicating the direction and 
amount of the vorticity at the corresponding point of the vortex, the 
distribution of vorticity in the liquid at any instant will be that 
expressed by these marks. We know that a solid of any shape will 
have definite modes of steady motion, and we now see that a vortex 
of the same form as the solid will, for some determinate distribution 
of vorticity, be capable of steady motion in the same manner as the 
solid and with the same impulse. This distribution of vorticity being 
known, we have a solution of the problem, to make the energy station- 
ary with the given vorticity and impulse. As examples of such steady 
motions we have the Helmholtz ring, a circular vortex-ring with an 
inner irrotational core, and many cases of knotted and linked vortices. 
The author treats more at length the case of the circular ring, for 
which the impulse reduces to an impulsive force without couple. There 
is just one determinate figure of revolution for which the energy is 
a maximum, and the ring is stable as regards changes in the form of 
its section; there are however figures, not of revolution, differing very 
little from this, which have the same energy with the same vorticity 
and impulse, so that from the maximum-minimum problem the stability 
even of the ordinary thin Helmholtz ring cannot be rigidly inferred. 

The same author has discussed the stability of vortex-motion within 
spaces bounded externally by closed surfaces, in a communication to 
the British Association in 1880.*) In this case the condition for stability 
is that with given form of boundary and given vorticity the energy is 
@ maximum or minimum. By operations on the boundary the energy 
may in general be indefinitely increased, so that there is no thorough 
maximum of energy; but in the case of two-dimensional motion, with 
given cylindric figure and given vorticity, this is no longer true, and 
there is a maximum of energy. Except in a few cases, there will be 
an infinite number of stable steady motions. This is illustrated by 
the case of a cylinder whose section consists of two nearly complete 
circles connected by a narrow channel; if a small portion of the fluid 
~*) “On maximum and minimum energy in vortex motion.’’ Brit. Ass. Rep. 
1880, or Nature vol, XXII, p. 618. 
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be in irrotational motion there will be stable steady motions with this 
portion distributed in different proportions withm the circles. The 
author gave some cases of the annulment of energy by operations on 
the boundary which withdraw energy. According to the Helmholtz 
formula for the energy*) it appears that, if infinitely near to any 
vortex-filament there is an equal and opposite vortex-filament, the 
volume-integral term consists of elements which destroy each other 
identically; if the operations on the boundary can be so conducted 
that thereafter the elements of the fluid in contact with the boundary 
are at rest, the energy will be annulled. The operations by which this 
result could be brought about are not described. Taking however the 
case of liquid enclosed within a circular cylinder two modes of stable 
steady motion are described. In the first, for which the energy is 
a maximum, the rotationally-moving fluid is collected in a circular 
column concentric with the boundary; in the second, for which the 
energy is a minimum, it is formed into a thick belt at the boundary. 
The author proceeds to describe a series of operations to be performed 
on the boundary, whereby the stable motion with maximum energy 
may be broken up and transformed into the stable motion with 
minimum energy. The enclosing case may be supposed constructed of 
some viscous elastic material. If this be deformed and then held from 
rotating the central vortex will be thrown into vibration. Waves of 
corrugation will travel round the case and thereby energy will be con- 
sumed and the fluid will lose moment of momentum. Now let the 
case rotate; the fluid will lose energy, but the moment of momentum 
remains constant. If the case were again held fixed the energy of the 
fluid and the moment of momentum would be too small for a return to . 
the original stable steady motion to be possible, This state of motion is 
broken up, and the way in which it is broken up is by the augmentation 
of the waves of shorter length. If the case be allowed to rotate at intervals 
this effect will be increased, and the rotationally-moving liquid will 
be mixed with the irrotationally- moving liquid in what the author calls 
a ,,vortex-sponge. This process may be continued until the sponge 
occupies the whole enclosure. More energy may now be withdrawn 
by repeating the operations previously performed on the boundary, and 
the process may be continued until, when the case is finally held fixed, 
the condition of minimum energy is arrived at**). 

The same author has investigated mathematically the vibrations 


*) Lamb. p. 160. 

**) Sir W. Thomson is now engaged on this subject, and we may look 
forward toa revision of this article. See also his papers in the current and forth- 
coming numbers of the Phil. Mag. ,,On steady and periodic motions of a perfect 
incompressible fluid“. 
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of a columnar vortex*). He transforms the equations of hydrodynamics 
to columnar coordinates (7,6, z,) and then supposes all the deviations 
from the condition of steady motion to be expressed by simple harmonic 
functions of 6, 2 and the time. If the steady motion be that of a 
hollow vortex with irrotational circulation about it revolving within 
a concentric case, the result is that two systems of waves travel round 
the cylinder with angular velocity (i -+ Y/N), where @ is the angular 
velocity in the undisturbed motion of points on the internal surface, 
4 is the number of crests in a normal section, and N depends only on 
the number of crests in a unit length along the generators. In case 
the vortex contains rotational filaments of uniform vorticity, the periods 
are given by a transcendental equation which has an infinite number 
of roots. The solution is simplified if the waves be purely longitudinal 
or purely sectional. In the first case, if the distance between successive 
swellings is large compared with the diameter, the velocity of the 
longitudinal waves is, for the mode of deformation which has the 


longest period, about 2. of the translational velocity at the surface of 


the vortex. In the second case the angular velocity of the sectional 
waves is i —1 times the angular velocity of the vortex, where i is 
the number of crests on the circumference. The periods are functions 
of the radius of the vortex column. 

In order to complete a vortex theory of matter it is most impor- 
tant to know the way in which the motion of any vortex is altered by 
the presencé of its neighbours. The subject selected for the Adams 
Prize for 1882 was ,,A general investigation of the action upon each 
other of two closed vortices in a perfect incompressible fluid.‘ The 
prize was awarded to J. J. Thomson. His essay **) is divided into four 
parts. In the first some general results are given, viz: the motion 
being expressed by Helmholtz’s forms***), expressions are obtained 
for the momentum and angular momentum of the liquid containing 
vortex-rings, and it is verified that these are constant. A new expression 
is also obtained for the kinetic energy, which is found useful in the 
application to the theory of gases. In the remainder of the first part 
the motion of a single ring is treated. The surface of the undisturbed 
ring is supposed to be a circular tore, whose sectional radius is very 
small compared with its aperture. Helmholtz’s magnetic analogue?) 
shews that the velocity produced by any distribution of vortices is 


*) Phil. Mag. (5) X. 
**) “A Treatise on the motion of Vortex-Rings.’’ London, 1883, (Macmillan & Co.) 
***) Lamb, p. 150. 
+) Lamb, p.153. Hicks, Report “On Recent Progress in Hydrodynamics.” Brit, 
Ass. Rep. 1881, p. 64. 
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proportional to the magnetic force produced by electric currents 
coinciding in position with the vortex-lines, and such that the strength 
of the current is proportional to the strength of the vortex; and 
Maxwell*) has proved that if currents of electricity flow round a tore, 
whose section is small compared with its aperture, the magnetic effects 
of the currents are the same as if all the currents were collected into 
one flowing along the central-line of the tore. Thus the action of 
a vortex-ring of this shape will be the same as that of one of equal 
strength condensed along the circular axis. The central-line of the 
ring when disturbed is supposed to be very nearly circular, viz: 
referring it to columnar coordinates (@, z, ~), @ differs from the radius 
of the ring, and z from that at the centre of the ring, by series con- 
taining sines and cosines of multiples of ~ with small coefficients. 
The velocity of the fluid at any point is calculated, as far as the 
second order in these coefficients, by means of Helmholtz’s forms, 
the vorticity being supposed condensed along the axis, The shape of 
the ring is taken to be such that all sections through the straight 
axis remain circular, and have their radius unaltered. The equations 
of the surface of the ring must satisfy the differential equation of 
surfaces which always contain the same particles. Substituting for 
the velocities at the surface the expressions obtained by the method 
just described, this differential equation gives rise to sufficient equations 
to determine all the unknown quantities in terms of the time. 
Taking m for the strength of the vortex, a for the radius of the 
central-line, and e for the sectional radius of the undisturbed ring, 
the results are (1) The angular velocity of the fluid elements round 
the tangent to the central-line is approximately equal to the spin. 


2) The velocity of translation is V = =" (log .. < ~ 1). In the steady 


22a 
motion this is the velocity of points on the central-line; points on any 
other circle within the vortex (radius @) whose centre is on the axis of 


the vortex move with velocity v—. (3) When the ring is disturbed 


the period of the n harmonic component vibration is 22/(L.n./n?—1) 
where 

4xa*?L = m(log 64a*/e? — 4f(m) — 1) 
and 


fn) =1 4 1341/5 +4+-+++ 1/2n—1). 


The first of these was stated by Sir W. Thomson in his note to Tait’s 
translation of Helmholtz’s memoir**), and the velocity of translation 


*) Electricity and Magnetism vol. II, § 683* 
*t) Phil, Mag. (4) XXXIII, 1867. p. 511. 
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P 8 1 : ° 
was there given as or (log 4 _), which nearly agrees with the 


result (2). J. J. Thomson’s result was also obtained by Lewis*), but, 
as will be seen below, Hicks’s investigation confirms Sir. W. Thomson’s 
statement. As the section of the ring is not in the steady motion 
an exact circle, the effect is not strictly the same as if the vorticity 
were condensed along the axis, so that we can hardly expect the 
method to yield results in which any but the largest terms are correct. 
The vibrations of the ring cannot be very different from those of the 
columnar vortex investigated by Sir W. Thomson, and it is accordingly 
found that the periods for corresponding modes of deformation of the 
two systems are approximately the same. It may be noted that the 
periods found are functions of the energy. 

In part II is discussed the problem ,,To find the action of two 
vortices upon each other which move so as never to approach closer 
than a large multiple of the diameter of either.“ 

Since the vortices never approach each other very closely the 
central-line of each vortex-core may be taken to be approximately 
circular throughout the collision. The velocity of the fluid due to the 
vortices is then known from the investigation in part I, and at any 
point of either vortex this must be equal to the velocity of the vortex 
at that point. We have thus two expressions for the velocity along 
the radius, and two for that perpendicular to the plane of either 
vortex, each of them being a series proceeding according to sines and 
cosines of multiples of the vectorial angle of a point on the corre- 
sponding central-line. Equating the coefficients of these series, we 
obtain sufficient equations to determine the coefficients in the series 
forming the equation to the central-line of either vortex, 7. e. the effect 
of one vortex on the other. The effects of the collision may be divided 
into (1) the effect upon the radii of the vortex-rings, (2) the deflection 
of their paths perpendicular to the plane parallel to the original paths 
of both rings, this we will call the ,,plane of motion“, (3) the deflection 
of their paths in this plane, (4) the effect on the form of the central- 
lines, The collisions may be divided into two classes, (a) those in 
which the shortest distance between the vortices is greater than twice 
the shortest distance between their original paths, (b) those in which 
it is less. The effects are given as follows: (p. 63). — 

Class (a). If the vortex II be the first to intersect the shortest distance 
between the directions of motion of the vortices its radius is increased. 
If its velocity is greater than the velocity of I resolved along the 
direction of motion of II, it is bent away from the plane of motion, 





*) “On the Images of Vortices in a spherical vessel.’’ Quarterly Journal of 
Pure and Applied Mathematics. vol, XVI. / 
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and towards the direction of motion of I in this plane. If its velocity 
is less than that of I resolved along the direction of motion of II, it 
is bent away from the plane of motion, and away from the direction of 
motion of I in this plane. In the same case, if the velocity of I is greater 
than the velocity of II resolved along the direction of motion of I, 
then I is bent away from the plane of motion and towards the direction 
of motion of II in this plane. If the velocity of I is less than that 
of II resolved along the direction of motion of I, then I is bent away 
from the plane of motion and away from the direction of motion of 
II in this plane. 

Class (b). If the vortex II be the first to intersect the shortest distance 
between the directions of motion of the vortices its radius is diminished. 
It is bent from or towards the plane of motion according as the 
shortest distance between the vortices is greater or less than 2//3 
times the shortest distance between their original paths, and it is bent 
from or towards the direction of motion of I according as its velocity 
is greater or less than the velocity of 1 resolved along the direction 
of motion of II. If I be the first to intersect the shortest distance, 
II is bent in the same manner as before with reference to the plane 
of motion, but in the opposite way in this plane. 

It is also shewn that the central-lines do not remain circular 
after the collision is over, but become twisted ellipses, vibrating about 
the circular form with constantly changing ellipticities, The time of 
vibration is the corresponding free period. It may be noted that the 
ring which has its radius increased gains energy, but loses translational 
velocity, and the external energy of the system is diminished by the 
collision. 

Very similar to the above problem is that of finding the motion 
of a vortex-ring in a fluid in which there is a given irrotational motion. 
The case where the motion is that of a vortex past a fixed obstacle 
is discussed, and worked out in the particular case where the obstacle 
is spherical. The radius of the ring is increased by a quantity whose 
greatest value is proportional to the volume of the sphere, and varies 
inversely as the sixth power of the least distance between the vortex 
and the centre of the sphere. The vortex is attracted towards the 
sphere, and its path is turned through an angle which varies inversely 
as the sixth power of the same distance. 

In part III the author proceeds to discuss the case of linked 
vortices. Two rings are supposed to be linked in such a way that 
the distance between them is small compared with the aperture, but 
large compared with the sectional diameter, of either. Before the 
method of part I can be applied, it has to be shewn that the sections 
of the rings remain approximately circular, The effect of those parts 
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of ring If which are nearest to any part of ring I in altering the 
shape of that part, will, under the circumstances contemplated, be 
great compared with the effect of the remainder; and if these parts 
of rings I and II can be treated as approximately straight and parallel, 
the alteration of shape will be comparable with that which takes 
place in the case of two parallel columnar vortices. It is shewn that two 
such vortices of strengths m, m’, and whose centres are at a distance d, 
will remain approximately circular, vibrating about the circular form, 
if their distance be great compared with the diameter of either. In 
this case they spin round their mean centre with angular velocity 
(m +- m’) / xd*. We have now to find a method of linking by means 
of which the rings shall have their nearest parts approximately parallel, 
and nearly at a constant distance. This is done by the following con- 


struction: — describe a tore whose apertural radius is @ and sectional 


ne 


radius a d, the central-line of the vortex of strength m lies on 


this tore; describe a second tore, having the same circular axis, but 


. . - m . . 
whose sectional radius is ww d, then the central -line of the vortex 


of strength m’ lies on this tore. The central-lines are now to be so 
arranged that in any plane through the straight axis of the tore the 
points on the central-lines of the two vortices are at opposite points 
on the same sectional diameter. The method of part I is applied to 
find the condition that the motion may be steady. ‘This is a relation 
between the constants determining the size of the system and the 
components of the impulse. The motion if steady is stable. The 
periods of vibration of the system are found, and it is shewn that 
corresponding to each mode of deformation there are two periods, one 
long and the other short; these vary with the energy, and are longer 
the more complex is the linking. The author proceeds to discuss the 
problem of the motion of » linked vortices of equal strength. It is 
pointed out that, if m be large, the surface of the tore on which the 
vortices are linked will approximate to a vortex-sheet, and the motion 
will become unstable. ‘To throw light on this problem the analogous 
one of » columnar vortices placed at the corners of a regular polygon 
inscribed in a circle is solved, and it is shewn that the motion is 
stable if 3, 4,5, or 6 vortices are arranged in this way, but unstable 
if there are 7. It is inferred that probably not more than six vortices 
can be linked symmetrically round a tore so as to form a stable 
system. 

In part IV the preceding theory is applied to sketch out a vortex- 
atom theory of gases and a theory of chemical combination. According 
to the formula for the kinetic energy of a system of vortex-rings in- 
vestigated in part 1, it appears that the temperature of the gas com- 
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posed of vortex-atoms is very nearly proportional to the sum of the 
products of the momentum and velocity of its vortex-rings. It is 
shewn that the pressure of the gas is nearly proportional to the same 
quantity, and thus we refind Boyle’s Law with the kind of defect in- 
dicated by Regnault’s experiments. After discussing a crucial but 
probably very difficult experiment to decide between the vortex-atom 
and the solid-particle theories, the author proceeds to apply his 
results to the theory of chemical combination. When two vortex-rings 
of the same sort approach each other in such a way that when nearest 
together they have nearly equal velocities and nearly coincident planes, 
they do not separate, but pass alternately through each other. Supposing 
the vortex-rings to be atoms of a gas, two atoms paired will form a 
molecule. Any disturbance will tend to separate the molecule into 
its component atoms, Thus the atoms will be constantly changing 
partners. If the rings are of different sorts the combination is supposed 
to form a molecule of a chemical compound. In all cases if the com- 
pound is stable the ratio of the time during which the atoms are 
paired to that during which they are free must be large. The ring- 
atoms may be simple or complex-ly linked. If two rings are linked 
in an atom, this can only combine stably with two or an even number 
of simple rings. Hence from the degree of complexity of an atom of 
any element we may determine what stable compounds can be formed 
containing this element, and conversely we may hence infer the kind 
of complexity of each atom. The valency of several elements is discussed 
on these principles. The principle that not more than six vortices 
can be linked together so as to form a stable system is applied to 
find a limit to the complexity of arrangement of atoms, and shewn 
to agree with the results of experiment. 

On the same subject we may notice a recent paper by the same 
author*). The principles laid down in his essay are applied to obtain 
a theory of the electric discharge in gases. It is shewn that, on the 
vortex-atom theory, the kind of stress which exists in the dielectric 
medium would be found between the vortically-moving elements of 
the perfect fluid. Now the electric field is taken to consist of a 
distribution of velocity in the irrotationally- moving part of the fluid. 
This disturbance makes the molecules break up more quickly than 
they otherwise would. If the disturbance in some places becomes so 
violent as to bring down the ratio of the paired time to the free time 
to somewhere near the value which it has when the gas is about to 
be dissociated, any further diminution of the ratio will cause the 
absorption of a large amount of energy. This energy is drawn from 


*) Phil, Mag. (5) XV. 1883. 
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the electric field, and we have the phenomenon of the electric 
discharge. Considerations were also adduced to shew that at pressures 
comparable with the atmospheric pressure the electric strength of a 
gas would increase as the density decreases, and that at very low 
pressures the reverse would be the case. Both these results are in 
accordance with experiment. 

1 may mention here that a theory of the constitution of the 
luminiferons ether on the vortex-atom theory has been given by 
Hicks*). The perfect fluid required by the theory is incapable of 
transmitting light-vibrations, The author supposes the medium to be 
filled with very small and closely packed vortex-atoms, which are 
portions of the fluid in vortex-motion. A medium thus constructed 
could transmit light-vibrations and would probably act as a fluid for 
large motions. The atoms of matter are to be other vortices in the 
same perfect fluid. 

One of the problems presented to a speculator in kinetic theories 
of matter.is the explanation of gravitation between distant masses by 
the transmission of stress through the intervening medium. When- 
ever a body in a fluid changes its volume there will be a term pro- 
portional to the inverse distance in the velocity-potential**), and two 
such bodies will appear to act on each other with a force whose 
principal term varies inversely as the square of the distance between 
them. A sketch of a vortex-theory of gravitation was first given by 
Hicks***). He observes that, unless an infinite pressure can be provided, 
the velocity of elements of the fluid in vortex-motion may be so in- 
creased that the pressure sinks to zero; in this case a hollow will be 
formed. A hollow once existing with circulation round it has similar 
properties to a vortex, inasmuch as it cannot be destroyed by the 
action of conservative forces. A hollow vortex with or without rota- 
tional filaments may pulsatey), and thus two such vortices will 
appear to act on each other with a force whose greatest term varies 
inversely as the square of the distance, when that is great. It was 
shewn that in the case of spheres the force is an attraction if the 
periods of pulsation are the same and the phases do not differ by 
more than a quarter of a period. If this result be true of vortex- 
atoms, then, in order that gravity may be always an attraction, it is 
necessary that the period of pulsation should be approximately inde- 





*) Brit. Ass. Rep. 1885. p. 930. 
**) Stokes. ‘“On some cases of Fluid motion.” Camb, Phil. Trans, vol. VIII, 
p. 119. ‘Reprint of mathematical and physical papers.”’ vol. I, p. 40. 
***) “On the problem of two pulsating spheres in a fluid.” Camb. Phil. Proc, 
vol, III, pp. 283 sq. 
+) A body is said to pulsate when it changes its volume periodically. 
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pendent of the energy. If it should be thought that results subse- 
quently obtained are unfavourable to this speculation, it would not 
follow that we are reduced to explaining the gravitation of matter by 
attributing the-same property arbitrarily to the vortex-atom; on the 
other hand, when it is remembered how small is the force of gravi- 
tation compared with electric and magnetic forces and the molecular 
forces of cohesion &c., it will be felt as a possibility that the gravi- 
tation of masses compacted of vortex-atoms may be a small residual 
effect, of which our approximate mathematical work has so far failed 
to take account. At the same time it may be mentioned that, as 
remarked by Sir W. Thomson*), it is as improbable, not more so, 
that vortex-atoms should exert on each other a direct action at a 
distance as that any other atoms should. 

Partly to test his theory of gravitation, and partly for its intrinsic 
interest, Hicks has made an elaborate investigation of the motion of 
a single vortex-ring. The first step is the determination of functions 
satisfying Lapiace’s equation, and suitable for expressing conditions 
given over the surface of a tore. This was done in the paper on 
Toroidal Functions**). Taking the two systems of orthogonal circles 
having common radical axes and limiting points, the figure is rotated 
round the radical axis perpendicular to the line joining the real limiting 
points. We thus obtain a system of orthogonal surfaces. Calling the 
the circle traced out by the limiting points the critical circle, these are 


(1) tores w = const. having the same critical circle, 

(2) spheres v = const. intersecting in the critical circle, 

(3) planes w = const. through the straight axis of the tores. 
It is shewn that the functions depend upon zonal spherical harmonics 
of fractional index, and the zonal functions are expressible in terms 


of elliptic integrals of the first and second kind whose modulus (/) is 


"___; where r, R—r are the radii of the section and aperture 


R+VR 9 
of the tore. When the section is small compared with the aperture 
k is small and is nearly equal to oK’ A function satisfying Laplace’s 


equation, and symmetrical about the straight axis, can be expressed 
in the form /cosh w — cos v 3(An Px + BuQn) cos(nv + @), where 





*) “Vortex Atoms.” Phil. Mag. (4) XXXIV. p. 16. 

**) Phil, Trans. 1881. p. 609. In the discovery of these functions, and in 
an important theorem regarding the solution of Laplace’s equation with conditions 
given over surfaces of revolution, Hicks was anticipated by C. Neumann. The 
results of his investigation with some applications were given in a pamphlet, 
“Theorie der Elektricitiits- und Wirme-Vertheilung in einem Ringe’’, published 
at Halle in 1864. 
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P,, Qn are zonal harmonics of the first and second kinds having 


V —1-w for argument and »— > for index. 


In his next paper Hicks discusses the steady motion and small 
vibrations of a hollow vortex*), It is shewn that Stokes’s stream- 
function (~) can be _— in the form 


>) (An R, + B,T,) cos(nv + a), 








= ais % — cos” 
where 


. dP, : dQ, 
R, = sinhu —» T,, = sinhu —- 


The motion of a rigid ring with circulation through its aperture is 
investigated; and the author proceeds to discuss the motion of a hollow 
vortex. The form of such a vortex and its motion are conditioned by 
the fact that the velocity of the fluid relatively to the hollow, when 
the motion is steady, must be constant over the whole free surface. 
When the section is small compared with the aperture it is clear that 
the section is approximately circular, and a first approximation to the 
motion can be found from the work relating to the rigid tore. The 
stream-function for the tore held fixed and with fluid streaming past 


it consists of a term — . Vo", where V is the velocity of the stream 


and @ the distance from the axis, together with a series of terms of 
the form given above, the coefficients in these terms being each one 
higher in & (the modulus) than the preceding. From this we find 
the velocity, and the condition is that, to the first order in k, the 
term in cos v in the velocity at the surface of the tore is to disappear. 
This will ensure that, to the lowest order in k, the velocity is con- 
stant at the surface of = hollow. The velocity (V) of translation 


hence found is ro (1 — +) where w is the circulation, 


L = log <, and a is the radius of the critical circle. 


The value of k determines the size of the tore. If the section is 
not exactly circular the defect from circularity can be expressed by making 
the value of & differ from that for the mean section by a series of 
sines and cosipes of multiples of » with small coefficients; the stream- 
function will then differ from that in the case of the rigid tore by a 
new series satisfying the differential equation of Stokes’s stream-function, 
and consequently of the form given above. The condition to be satis- 
fied is that the new stream-function is constant over the surface of 
the hollow. Since in the old stream-function the terms diminish 
rapidly, the coefficients in the new stream-function are easily found 


*) Phil, Trans. 1884. 
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in terms of those in the new &. The first coefficient in the latter 
series is found from the fact that it must destroy the term in cos 2v 
in the surface-velocity. The form of the hollow is, to this order of 
approximation, slightly elliptic, with major axis perpendicular to the 
plane of the ring and the inner side slightly flatter than the outer*). 

It is shewn that the fluid carried forward with the ring is ring- 
shaped only when the section is very small**), e. g. for R/ r= 100 
the mass is without aperture. The energy of the motion is also found 
and to the lowest order its expression is 


hy (LE — 2) (L— 5), 


where V is the velocity of translation. 

The small vibrations of the ring are next investigated. It is shewn 
that if the section is crimped the alteration in volume is small enough 
to allow us to use the stream-function. The conditions that the sur- 
face of the hollow always contain the same particles and that the 
pressure there is constant solve the problem. The time of vibration is 
Wawa *#*) where g is the density, TT the pressure at infinity, 
and » the number of crests running round the hollow. It is important 
to notice that this period is independent of the energy of the motion. 
The pulsations are investigated by means of the velocity - potential, 
siuce the stream-function is many-valued. The time of pulsation is 
fe. A log ; , Which varies slowly with the energy. 

The same author has discussed in a more general manner the 
motion of the single ring}). He assumes a rotational core of density 
different from that of the surrounding fluid, an inner hollow with 
circulation round it, and an additional circulation round the outer 
surface of the core. For the sake ‘of simplicity it is supposed that 
the vorticity is constant throughout the rotational core. In the steady 
motion, the conditions to be satisfied are that the inner and outer 
surfaces of the core always contain the same particles, and that the 
pressure is constant over the surface of the hollow and is the same 
on both sides of the outer boundary of the core. lt is shewn that 
these conditions enable us to solve the problem to any desired order 
of approximation. ‘The steady motion is known when we know the 





*) c, f. “Vortex Statics” Phil. Mag. (5) X. p. 105 and M. J. M. Hill’s paper 
Phil, Trans, 1884, p. 403. 
**) Stated by Sir W. Thomson, “Vortex Atoms” Phil. Mag. (4) XXXIV. p. 21, 
***) Correctly .given in the next paper “Researches on the Theory of Vortex- 
Rings” Part II, Phil. Trans. 1885, p. 767. 
+) “Researches on the Theory of Vortex-Rings” Part, II. Phil, Trans. 1885. 
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position and size of the hollow, the form of the internal and external 
boundaries of the core, and the velocity of translation. These are 
_ all found for the general case, and the particular cases of no core, 
continuous core with added circulation, ordinary ring, and hollow vortex 
with no added circulations, receive special discussion. As mentioned 
before, the velocity of translation for the ordinary ring is that given 
by Sir W. Thomson. It is remarked that the effect of increased 
aperture on the velocity of translation is much diminished after a 
hollow has been formed. The internal and external energy are also 
found, and it is noticed that with an internal additional circulation 
the internal energy is comparabie with the external, but decreases as 
the whole energy increases. The remainder of the memoir is devoted 
to the discussion of the small sectional vibrations. In the general 
case, when the section is crimped, the periods depend on a certain 
biquadratic equation; several special cases are considered. When there 
is no rotational core the motion is always stable, and the period for 
each mode of deformation is independent of the energy. For a simple 
continuous core there are two sets of fluted vibrations, and the ring 
is unstable unless the ratio of the outer circulation to that due to the 


core is > y's 6(6-+ 2)/(6-+ 1), where o is the ratio of the density 
of the core to that of the fluid. When there is no added circulation 
this requires «6 < /2, When there is a hollow and no internal added 
circulation the simple ring is still stable; but if the core is denser 
than the surrounding fluid the ring is only stable when the outer 
added circulation exceeds a certain critical value depending on the 
densities and the circulations, When there is an inner additional 
circulation the periods depend on a biquadratic equation. ‘This case 
is not discussed, but it is stated that the outer added circulation will 
still be necessary to maintain the stability of a ring with dense core. 
The pulsations of the hollow ring with rotational filaments are in- 
vestigated, and it is shewn that the motion is always stable for 
pulsations. 





The memoirs of Hicks and J. J. Thomson are occupied with an 
attempt to work out some of the more elementary problems of a 
vortex-atom theory of matter. A quite different train of thought 
has been followed out by M. J. M. Hill. His earlier researches*) are 
principally connected with the general equations of fluid motion, and 
need not detain us long here. The main results are similar to those 


* 


) “On some properties of the equations of Hydrodynamics,”’ Quarterly Journal 
vol. XVII and “On some general equations which include the equations of Hydro- 
dynamics.” Camb, Phil. Trans. 1883. 
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obtained by Clebsch*) a year after the publication of Helmholtz’s 
memoir. It was shewn that the velocity-components can be put in 
the forms 

ue SE A oe +) etc., 


where 4 and Q are surfaces which move so as always to contain the 
same vortex-lines, and the pressure is given by 





pera Hah BT +l 
+442 e+ Lig 








The functions 7, 4, Q satisfy certain partial differential equations, viz: 
the equation of continuity, and the equations expressing that 4 
and always contain the same particles. This gives us a general 
method of treating vortex-motion quite different from Helmholtz’s, and 
more allied to the stream-function method employed with such effect 
by Hicks. Hill***) has developed this method in the cases where 
there is a stream-function. He shews that the surface separating the 
fluid moving rotationally from that moving irrotationally may be taken 
to be any one of the family 4 = const. That 4, the spin (€), and 
the stream-function (y~) are connected by certain equations, and that 
4 and € satisfy ‘certain equations. The equation for ~ was known 
before. Hence 4 and € equally with ~ serve for the complete deter- 
mination of the motion. The author proposes the following methods 
for solving problems in vortex-motion, when there is a stream-function. 

(a) Suppose that any particular integral of the equation in 2 is 
taken, then we know € aad wy at every point within 4 —0, and thus 
u, v, W, p are known for ali points within 40. Now find a stream- 
function y outside 4 = 0 satisfying the equation of the stream-function, 
and make w outside continuous with ~ inside 4—0, the velocity 
outside is continuous with that inside. If now the value of p calculated 
from w outside is continuous at the surface with that inside 4 = 0, 
the integral taken of the equation in 4 does correspond to a possible 
case of fluid motion. If on the other hand it be found theoretically 
impossible to find a stream-function which shall make the velocity and 
pressure continuous at the surface, then the integral taken of the 
equation in 4 does not correspond to a possible case of fluid motion. 
It by no means follows that no fluid motion can take place for which 


*) Crelle, Bd. LVI. 
**) I have changed the notation, to avoid confusion. 
**%) “On the motion of fluid part of which is moving rotationally and part 
irrotationally.” Phil. Trans. 1884, and —“On the differential equations of cylindrical 
and annular vortices.” Proc. Lond, Math, Soc, vol XVI 


Mathematischo Annalen. XXX. 23 
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the assumed surface separates the rotational from the irrotational parts 
of the fluid.*) 


(b) When the rotational motion is given a method may be derived 
from Clebsch’s forms: — Calculate the quantity — is V?4 = @ (say). 


Let the potential of a distribution of matter of density @ inside 4 = 0 
be x inside, and gq’ outside. y' will in general differ from y, because 
% may contain many-valued terms P satisfying V?P = 0, and also 
because y— P may be the potential of a distribution of matter part 
of which is outside 4=0. Then g’ + P is the velocity-potential of 
a motion outside 40 continuous with the given rotational motion inside. 

These methods are applied to the solution of the following 
problems, (1) the motion of an elliptic cylindrical vortex parallel to its 
major axis, (2) the rotation of such a vortex about its axis in an infinite 
fluid, and (3) when enclosed in a confocal cylinder, (4) the motion of 
a fluid in which is a circular cylindrical vortex with vorticity a function 
of the distance from the axis, (5) the rotational motion within a 
certain annular surface. The result of (2) is the same as that of 
Kirchhoff’s investigation.**) In (1) and (3) the motion as given by 
Helmholtz’s forms is calculated, and shewn to lead to expressions for 
the velocity which make the velocity and pressure discontinuous in 
crossing the surface of the vortex, but in both cases the fluid is shewn 
to be bounded, and we know that in general for motion in a bounded 
space the Helmholtz forms require correction unless every vortex- 
element is within a finite distance of the origin. ***) The results are 
new. The methods proposed would seem to be capable of further 
extension and application, but no fresh advance has yet been made. 

A large class of problems usually considered under vortex-motion 
is that concerning the motion due to isolated vortex-filaments. In two 
dimensions the velocity- and stream-functions for a vortex are @ and 
log r, where r is the distance from any point to the vortex, and @ 
the angle this line makes with a fixed line. When the fluid is bounded 
internally or externally by a cylindrical surface, we have to find a 
distribution of vortices which, with the given vortex, will make the 
surface one across which there is no flow. This distribution is called 
the “image” of the vortex in the boundary. When the image is known 
we have only to add the solutions corresponding to the elements of 
the “object” and the image to obtain the solution of our problem. 
I shall state the cases solved by English writers, classifying them 
according to the form of the boundary. 





*) See the account of Sir W. Thomson’s “Vortex Statics.’’ ante p. 328. 
**) “Vorlesungen tiber Mathematische Physik,” Vorlesung XX, § 4, pp. 2618q. 
***) Lamb, p. 154. 








Researches in vortex-motion. 343 


(1) Straight lines. Greenhill*) has given the solutions for a single 
vortex in fluid bounded by one line, by two lines meeting at an angle 


=, by the sides of an equilateral triangle, by a rectangle. The limiting 


case of the rectangle when one side moves off to infinity has been 
discussed by Hicks.**) 

(2) Cireles. The solutions for a vortex within or without the 
circle, two vortices equidistant from the centre and equal, or equal 
and opposite, and within or without the circle, are given by Greenhill 
in his paper on Plane Vortex-motion. 

(3) Straight lines and circles. The solutions for a single vortex 


in a sector of angle =, or within the curvilinear rectangle bounded 


by two concentric circles and two radii, are due to Greenhill.*) 

(4) Ellipse. The stream-function for a vortex outside or inside an 
ellipse, and inside a semi-ellipse, has been investigated by Coates ,***) 
the results were deduced from Greenhill’s solutions for circles. Some 
cases are also discussed by Hicks,7) proceeding directly by the method 
of images. 

(5) Other curves, Greenhill}}) has given the solutions for a vortex 
between two confocal Cartesians, proceeding by a method similar to 
that of Hicks for ellipses, and Basset }}+) has found the solution for a 
vortex inside or outside a cylinder whose transverse section is the 
inverse of an ellipse with respect to its centre, by inversion from the 
results obtained by Hicks and Coates. 

In three dimensions the problem has not the same simplicity, as 
the vortex-filament forms a closed curve. It is however still true that 
an element of a vortex-filament in an unbounded fluid implies at any 
point a certain velocity determined by Helmholtz’s forms.*+) If the 
fluid be bounded, the expressions must be modified so as to satisfy the 


*) “Plane Vortex-motion”, Quarterly Journal vol XV, and “Solution by means 
of Elliptic Functions of some Problems” etc., Quarterly Journal vol XVII also “Some 
Applications of Weierstrass’s Elliptic Functions”, Proc. Lond. Math. Soc. vol XVII. 

**) “Velocity and Electric Potentials between Parallel Planes,” Quarterly 
Journal vol XY. 


***) “Vortex-motion in and about elliptic cylinders.” Quarterly Journal vois 
XV & XVI. 
+) “Functional images in ellipses.”” Quarterly Journal vol. XVII. 
+h “On Functional images in Cartesians.’’ Quarterly Journal vol XVIII, and 
“Some Applications of Weierstrass’s Elliptic Functions.” Proc. Lond, Math. Soc. 
vol XVII. 
+tt) “On the motion of liquid in and about cylinders whose transverse sections 
are the inverses of confocal ellipses with respect to their centre.” Quarterly 
Journal XIX, 
*+) Lamb. p. 152. 
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boundary conditions, and it may happen that the image of a vortex- 
filament in the boundary consists of a vortex or a group of vortices. 
The image of an element of a vortex-filament will be one or more 
elements of vortex-filaments, but the strength of the image may be a 
function of position on the object in which case it will vary from point 
to point on the image. The only case which has been fully worked 
out is that of a circular vortex-filament in space bounded by a sphere.*) 
The image of an element of a filament is an element of a filament at 
the inverse point, and the strengths of the image and the object are 
inversely proportional to the square roots of their distances from the 
centre. It is only when the object lies on a sphere concentrie with 
the boundary that the image is a vortex-filament of constant strength. 
By means of these results Lewis has investigated the motion of a 
circular vortex-filament within a sphere when it moves symmetrically 
with respect to a diameter. 


Cambridge, May 1887. 


Note added September 1887. 


Since the above was written, Sir W. Thomson has published two papers on 
steady and stable vortex-motion in continuation of those considered above. **) 
The first of these is devoted (1) to shewing how the energy of the motion of a 
perfect fluid may be indefinitely increased by doing work in a systematic manner 
on the containing vessel, and then reducing the vessel to rest; (2) to illustrating 
the subsidence of the motion within a viscously-elastic containing vessel down 
to the appropriate type of steady stable motion. The second is a revision of the 
article published in 1880, Some errors are corrected, and some of the statements 
receive mathematical proof. The conception of vortex-sponge is illustrated by 
considering a vortex to whose elements is attributed a mutual attraction insensible 
at sensible distances. In this case, instead of the indefinitely fine drawing out of 
the sheets of vortex-filaments, we find the vortex breaking up into innumerable 
detached columns, which, in the steady motion corresponding to any given 
moment of momentum, revolve uniformly in a cloud. The density of distribution 
of the vortex-sponge is always similar to that of the cloud of “spindrift” in the 
new problem, Finally a very simple methode of conducting the operations to be 
performed in order to transform the stable motion with maximum energy to thai 
with minimum energy is described. This gives a clearer view of the whole 
problem, 


*) Lewis. ‘“‘On the images of vortices in a spherical vessel.” Quarterly 
Journal vol. XVI, 
**) Phil, Mag. (5) XXIII, pp. 459 and 529. 








Ueber die ausgezeichneten Untergruppen vom Geschlechte 
p = 1, welche in der Gruppe der linearen w-Substitutionen 
enthalten sind. 


Von 


Rosert Fricke in Braunschweig. 


In meiner Arbeit tiber die Congruenzgruppen der sechsten Stufe*) 
habe ich von einer transcendenten Modulfunction mehrfach Gebrauch 
gemacht, welche bei den Substitutionen, die der Identitét (mod. 6) 
congruent waren, sich bis auf eine additive Constante reproducirte: 

u (#275) = u(@) + const. 
Dieselbe war das gemeinsame Integral der vier Curven des Geschlechts 
p = 1, welche wir eindeutig auf die Polygone der vier ausgezeichneten 
Congruenzgruppen genannter Stufe bezogen. 

Zugleich kounten wir unabhiingiger u(@) als diejenige Function 
definiren, welche ein Doppeldreieck der @-Halbebene z. B, das Aus- 
gangsdreieck auf ein geradliniges gleichseitiges Dreieck der u-Ebene 
abbildete, wobei dann die Theilung des Doppeldreiecks in zwei Elementar- 
dreiecke der Theilung des gleichseitigen Dreiecks in zwei geradlinige 
rechtwinklige entspricht. Das Verhalten von u(@) bei den erzeugen- 
den Substitutionen der linearen Gruppe: 


u(@-+-1)=— 24605 -u(@), u(— *) = — u(@) + const. 


lehrt uns sodann die i ialaae iiber das Ausgangsdreieck hinaus fort- 
zusetzen. Wir werden die rechtwinkligen Dreiecke an ihren freien 
Seiten wiederholt zur Spiegelung bringen und dann etwa noch die 
Dreiecke in der gleichen Reihenfolge, wie in der @-Halbebene, ab- 
weohsolnd schraffiren und frei lassen**) derart, dass ein schraffirtes 


®) ‘Annalen Bd. XXIX, pag. 97. 

**) Beispiele von Abbildern, die solchergestalt von Theilen der a-Halbebene 
in der u-Ebene entstehen, findet man auf der Figurentafel, welche ich vor- 
genannter Abhandlung beifiigte, 
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Dreieck jedesmal das Spiegelbild eines freien ist. Bei Ausfiihrung 
dieser Operation schliessen sich die rechtwinkligen Elementardreiecke 
in den Eckpunkten jedesmal zu Cyklen von resp. 4, 6 oder 12 Drei- 
ecken zusammen und man iibersieht leicht, dass durch unendlich oft 
wiederholte Spiegelung der Dreiecke an noch freien Seiten die u-Ebene 
tiberall einfach von congruenten Dreiecken der oben beschriebenen Art 
tiberdeckt werden kann. 

Aber wihrend u(@) eine eindeutige Function von @ ist, muss man 
wohl bemerken, dass umgekehrt (w) eine unendlich vieldeutige Func- 
tion ist. Wollen wir somit die gesammte w-Halbebene tiber der ge- 
theilten u-Ebene zur Darstellung bringen, so miissen wir die letztere 
unendlich oft iiberdecken, wobei dann die auftretenden Verzweigungs- 
punkte alle und nur die Punkte der w-Ebene sind, in denen stets 
swolf Elementardreiecke ihrer Theilung im Cyklus zusammenhingen. 
In der That entsprechen diesen Punkten die reellen rationalen Punkte 
@, in denen stets unendlich viele Kreisbogendreiecke zusammenhingen. 
In dem einzelnen Verzweigungspunkte werden somit stets unendlich 
viele Blatter der w-Ebene mit einander zusammenhingen und es ist 
auch nicht schwer den weiteren Nachweis zu fiihren, dass iiber jedem, 
der gekennzeichneten Punkte wiederum unendlich viele Verzweigungs- 
punkte beschriebener Art liegen werden. 

Hierdurch gewinnen die Punkte @ mit gleichem wu eine idusserst 
einfache Beziehung zu einander. Sie liegen alle in der beschriebenen 
Riemann’schen Fliche iiber einem derselben und werden somit alle 
erreicht, indem wir von einem aus in jeder méglichen Weise Umgiinge 
um die Verzweigungspunkte ausfiihren. Aber die einmalige Umkreisung 
eines einzelnen Verzweigungspunktes bedeutet fiir die w-Halbebene den 
Fortgang von @ zu @, wenn @ und @’ vermiége einer Substitution 
zusammenhiingen, die mit S® oder @ + 6 gleichberechtigt ist, und so- 
mit kommen wir zu folgendem Satze: 

Bildet man alle mit S® gleichberechtigten Substitutionen 

=". .7 
und macht sie zu den Erzeugenden einer Gruppe, so besteht diese Gruppe 
aus allen Substitutionen, welche die Function u(@) unverdndert lassen; 
oder kurz, jene ist die Gruppe von u. 

Bereits in meiner genannten Abhandlung habe ich angegeben, 
dass die Bedeutung von u(q@) fiir die Theorie der elliptischen Modul- 
functionen durch die Congruenzgruppen der sechsten Stufe in keiner 
Weise erschépft ist und meine -gegenwiartige Untersuchung soll in diesem 
Sinne die Ausbeute der Function u() vervollstiindigen. 

Um sogleich die Hauptgesichtspunkte zu kennzeichnen, nehme 
man eine ausgezeichnete Untergruppe vom Index N als gegeben an. 
Hangen in denjenigen Punkten des Polygons dieser Untergruppe, in 
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welchen J = oo wird, jedesmal » Doppeldreiecke zusammen*), so wird 
das Geschlecht dieses Polygons oder dieser Untergruppe bestimmt 
durch : 
N - 
p=—N+14 2." 44 U4 * 


~ 


Fordert man somit insbesondere, dass p = 1 sei, so folgt, dass n = 6 
ist und umgekehrt gilt der Satz: 

Jedes Polygon einer ausgezeichneten Untergruppe, in dem bei J = co 
stets sechs Doppeldreiecke zusammenhiingen, ist vom Geschlechte p = 1. 

In Folge dieser Verzweigungsart wird sich in jeder solchen Unter- 
gruppe speciell die Substitution S*: @ — @ + 6 finden und somit, da 
jene eine ausgezeichnete ist, tiberhaupt die Gruppe von u(@). Erachten 
wir die Substitutionen, welche u(@) ungeiindert lassen, als iiquivalent 
mit der Identitit, so reducirt sich die einzelne ausgezeichnete Gruppe 
des Geschlechts » = 1 auf eine andere Gruppe, welche freilich auch 
noch unendlich hoher Ordnung ist, die wir aber holoedrisch isomorph 
setzen kénnen mit einer ausgezeichneten Gruppe linearer Transforma- 
tionen von «. Indem wir somit die méglichen Gruppen der letzteren 
Art aufstellen und beim Riickgang zu den @-Substitutionen jedesmal 
die Substitutionen der Gruppe von w hinzusetzen, gelangen wir zu 
allen ausgezeichneten Untergruppen des Geschlechts p= 1. Zugleich 
besitzen wir in der Function w(@) ein Mittel, eine gewisse arithmetische 
Definition der gedachten Untergruppen im Anschluss an die Ketten- 
bruchentwicklung**) ihrer Substitutionen anzugeben sowie namentlich 
auch das Studium der zugehdrigen ‘Modulfunctionen einzuleiten. ***) 


*) Cf. Dyck ,,Ueber reguliire Riemannsche Fliichen‘t Annalen XVII, p. 473. 
**) Vergl. hierzu die Hinleitung zu der Abhandlung ,,Ueber die Gruppen 
der Wurzeln aus k*“ Annalen XXVIII, p. 99. 

***) Herr Dyck hat bereits in den gruppentheoretischen Studien (Bd. XX 
der Ann.) die Fundamentalpolygone der im Folgenden betrachteten Untergruppen 
aufgeziihlt. Die ausfiihrliche Betrachtung dieser Gruppen schien mir aber um 
so weniger tiberfliissig zu sein, als die Methode, welche ich dabei in Anwendung 
bringe, der Verallgemeinerung auf hihere Fille fiihig erscheint. Wenn ich 
iibrigens in den vier letzten Abschnitten, wo einige Beispiele fiir die functionen- 
theoretische Betrachtung herausgegriffen werden, die Beziehungen zur Theilung 
der elliptischen Functionen durchaus unbeachtet lasse, so geschah dieses vor- 
nehmlich deshalb, weil die vorliegenden Fille in der allgemeinen Theorie der 
elliptischen Functionen nur einen sehr particuliiren Charakter tragen (g, = 0) und 
also die dort zu Tage tretenden Functionen, als elliptische Functionen eines ge- 
theilten Argumentes aufgefasst, nicht das Interesse in Anspruch nehmen kénnen, 
welches eben diese Griéssen als Modulfunctionen von @ aufgefasst naturgemiiss 
verlangen, 
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Erster Abschnitt. 
Die bei Transformation von u() auftretenden ganzen Zahlen. 


$1. 
Die zahlentheoretische Function (°) ‘ 


Bei der getroffenen Normirung von u(@) ist die Wirkung der 
erzeugenden Substitutionen S und 7’ ausgesprochen durch: 


u(@-+ 1) = =. -u(@), u(— 1) — — u(@) + const 
Bezeichnen wir die sechste EKinheitswurzel mit «: 


1+iV3 
are 


= €& 


und denken die eae see in w selbst eingehend derart, dass wir 


fortan das Product > = -u(@) selbst wieder mit w(w) bezeichnen, 
so ist: 


(1) u(a+1) = eu(a@), —)=- u(@) + 1. 


Da eine Potenz von « stets die Form a + be, (a, b=0, +1) hat, 
so ist die Wirkung einer beliebigen Substitution dargestellt durch: 


(2) u (Soto) &-w(o) + tp. 


Hier bedeuten v, p,q ganze Zahlen. Dieselben sind eindeutig von den 
Coefficienten der Substitution abhiingig, da w selbst eine eindeutige 
Function von @ ist. Es erscheint somit « multiplicirt mit einer sechsten 
Einheitswurzel, wihrend als additives Glied rechter Hand eine ganze 
algebraische Zahl auftritt, die aus dritten Einheitswurzeln zusammen- 
gesetzt ist. Dass dabei auch jede ganze Zahl q + pe auftritt, erhellt 
sofort aus den Operationen: 


(SY +1, «(SEb)=uo) +e 


und deren Inversen. Dass es weiter unbegrenzt viele Substitutionen 
giebt, welche dieselbe Aenderung von u hervorrufen, folgt schon daraus, 
dass « bei unendlich vielen Substitutionen erhalten bleibt. 

Die Zahlen v, p,q lassen sich leicht auf eine unter ihnen néimlich 
p suriickfiihren. 

In der That setzen wir in (2) @ = ioo, so folgt: 


o(S)—etse, 











S' 
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sodass p und g nur von @ und y abhiingig sind, was wir durch 
folgende Schreibweise andeuten wollen: 


u ( ats) = eu(@) +4 (S)+2 (*) -é. 


Wenden wir diese Schreibweise einzeln auf die rechte und linke Seite 
der folgenden Gleichung an‘ 


u (= nate 2 


so erhalten wir die Identitiit: 
erw(a)ta(*7”) +0 (*77) e=eeuo+a(p)+0() 
d. h. es ist: 
a a a a a 
—H()=9(%57)» 9 ("= 2G) +46), 
Die erste Gleichung giebt uns den Ausdruck von g durch p: 


o u(y) =~ 2%”): 


wihrend die zweite uns folgende fiir das Symbol p geltende Regel 


kennen lehrt: 
*)_»(*t?) 4 (#27). 
» (5 )=r( ? )+p Y ) 


— . ee a, B\ . é, —p on 
Die inverse Substitution von (* 5) ist ha ”, ‘). Somit ist: 


«(cttat)= mmo tm (57)-06)4} 
Andrerseits ist direct: 
«(=tapt) =o) 9 (CH) 40 4) 


Aus der Vergleichung der additiven Glieder der beiden letzten 
Gleichungen folgt: 
a eo 27-2) 
(y+ d\’ 
—; )+er(s ») 
wodurch auch die sechste Einheitswurzel durch Zahlen p ausgedriickt ist. 


Bezeichnet man nunmehr einfach r(*) durch (5); so ist: 


u(“o+8) Ce)" (a) — (*5?) +(e 


yo+ol —(*#9)+2(2) ? ” 


aw + 6 


= eu (er ’ 
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§ 2. 
Recursionsformeln fir die Berechnung von =} 


Die den beiden Substitutionen C 5) und ey fy zugehoéren- 


den Doppeldreiecke der w-Halbebene liegen cnsiiiew zur imaginiren 
@-Axe. Gelangen wir somit zu der ersten Substitution durch die 
Aufeinanderfolge S“ 7'S"7'..- der erzeugenden Substitutionen, so ist 
die zweite Substitution identisch mit S-“7'S-®7J'-..- Nehmen wir 
hinzu, dass: 

u(a—1l)=—eu(@), e&=—l—e, 
so folgt sogleich: 


«(Ei -#4046)-€7)- Ge 


Andrerseits folgt wieder direct: 


«Gt - ewe CF) 459 


Daraus zieht man den Schluss: 


——_ —a-— ) “>")—(§)- 
om ()--6) CF r)-G 
Die erste Formel lehrt, dass ein Zeichenwechsel einer der beiden 


Zahlen a, y das Zeichen von (5) umkehrt, da ein simultaner Zeichen- 


wechsel ohne Einfluss bleibt. Mit Hiilfe der ersten Gleichung schreibt 
sich die zweite: 


® $)-6)-(5") 


Formeln (1) und (2) gestatten ein beliebiges (5) auf eines oder 


zwei solche zuriickzufiihren, in denen die obere Zahl positiv und kleiner 
als y ist. Zugleich merken wir noch die beiden folgenden aus (2) 
ohne Weiteres entspringenden Formeln an: 


a (EH =-6). CH)=() 


Im Weiteren werden wir zu wissen verlangen, wie sich (5) bei 
Vertauschung von « und y verhiilt. Aber es ist: 


“Gta - Gre) +1 
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woraus die identische Gleichung entspringt: 
enter (*E) +(GP) een ("F)—(0) 


Von den beiden hieraus entstehenden Relationen nenne ich nur 
die zweite: 


a 
@ (=), 
Die drei Recursionsformeln gestatten jedes fragliche (¢) zu be- 


rechnen, wenn man etwa noch die Anfangswerthe: 


(0) =0 oder (;) = | 
angiebt, 


Zusiitzlich sei noch Folgendes bemerkt. Die Zahlen a, y sind 
zuniichst ihrer Natur nach relativ prim. Die Ausdehnung des Zeichens 
auf beliebige Zahlenpaare soll gegeben sein durch: 


o (2:7)=(): 


§ 3. 


Zwei andere Ausdrucksweisen der sechsten Einheitswurzel <’. 


Eine beliebige Substitution ‘hy ¢) gebe in ihre Kettenbruchent- 
? 
wicklung aufgeldst: 


(1) wet? 


=i —- 1 
yo-+ od “% a — 


.—. 1 
Cj a,+o@ , 
Dabei wollen wir zuvérderst den Theilnennern a; keinerlei ein- 
schriinkende Bedingungen auferlegen, so dass wir die Entwicklung (1) 


unter einer grossen Reihe coordinirter auswihlen kénnen. 
Fiir die sechste Einheitswurzel « in: 


t (eae 4(@) + const., 


auf welche wir in diesem Paragraphen allein achtgeben, bestimmt man 
dann ohne jede Miihe: 


(2) ese Itt a ae 3 + > (mod. 6). 


i=0 


Daraus entspringt folgender Satz: 
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Wie man auch insbesondere die Kettenbruchentwicklung (1) aus- 
wiihlen mag, stets ist die ganze Zahl 


14+ (— 1)" . 
seu 34 Fe 


i=0 


mod. 6 genommen die niimliche und giebt uns zugleich den Exponenten 
v der sechsten Einheitswurzel &” an, mit welcher die Function u(o) 
nach Ausfiihrung der Substitution (1) multiplicirt erscheint. 
Eine dritte Darstellung eben dieser sechsten Hinheitswurzel « 
kniipft sofort an die Coefficienten der Substitution = 6) - In der 
? 
That kann man zeigen, dass stets: 


i=0 


ist, wobei rechter Hand (<tr) das Legendresche Zeichen bedeutet. 


Ich beweise die Congruenz (3) durch den Schluss der vollstiindigen 
Induction. Eine kurze Rechnung zeigt, dass sie fiir n = 1 giiltig ist. 
Kann man somit zeigen, dass sie fiir Kettenbriiche mit (n-+-1) Theil- 
nennern @)4,...d@, gilt, falls sie fiir solche mit » Theilnennern 
ly @, +++, giiltig ist, so ist damit ihre allgemeine Richtigkeit 
dargethan. 

Und nun folgt aus (1): 


(4, « — 8) o-+« 
(4,7 —d)o+y 


= a,—— 1 
. m4 a 
_— ' 


G,_4 + @ 


Da (3) fiir diesen Kettenbruch in Kraft ist, so haben wir den 
Ansatz: 


HEM 34 Sig (Mtr) 
i=0 


-[(a,«@ —B)a+3a(a,y—0)+(a,y —0)y], (mod. 6). 


oder etwas anders geordnet: 


stig +S = Ss eee) 
ix=v 


+ [an(e?-+-3ay-+y*?)—aB—3ad—y0d], (mod. 6). 
Hieraus folgt weiter, indem man beiderseits 3 + a, hinzufiigt: 





— 
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nes ott 2(q2 3) 24. g2 
=< 1)" 84 Saat (2° ee )+ B+ “). 


i=0 
[an (a?+3ay+y*)—aB—3py—yd], (mod. 6). 
Man setze abkiirzend : 
_ 1\"t! = 
patter 34 Sa, 
i=0 


und betrachte die letzte Congruenz nach einander mod. 2 und mod, 3. 
Zuvorderst ist: 


S= dn + an(?+ay+y") + «B+ By +79, (mod. 2) 
und da a? + ay + y? stets ungerade: 
(A) SSap+ hy +78=({T*) [a6+367+78], (mod. 2). 
Ferner ist: 


San + [An? (a? + y?) + Gn («B+ 70)-+ B? + 07) [an(a?-+-y*) — («B-+-79)], 


es (mod. 3) 

bt 

S=ay[1+(a?-+-7°) (8°46?) + an?—(aB-+70)"] — (@B-+78) (6°+ 0%) 
‘ (mod. 3) 

oder: 


S==a,[1+a,?4+ 7 0?+ py? —2ad.By]— («B+ y9) (p?-+-0"), (mod. 3) 
S==a,(da? —1) — (a6 +-y 0) (6?-+-0*), (mod. 3). 

Das erste Glied ist stets durch 3 theilbar, Ueberdies geht aus 
der eben gegebenen Entwicklung hervor, dass: 

— 1 (a? 7") (6°46) + 1 — (@B+79)* (mod, 3). 

Somit diirfen wir schreiben: 
S = (aB + 79)(B?-+ 0°) [(a? +7") (6° +.0?) +1 — («8 +-79)"], (mod. 3) 
d. h. da 
- (e-+0?)?=1, (@B+y7d)'=ap + yd, (mod. 3), 
ist: 

a? 2 Pa “ o 

(B) S=(e+y")(@B+70) =(“t*) [ap+367+74), (mod. 3). 
Aus (A) und (B) folgt sodann: 


S=(“F*) («6 +367+70], (mod. 6) 
und somit die allgemeine Giiltigkeit der Congruenz*) (3). 


*) Die hiermit erhaltene dritte Gestalt der sechsten Kinheitswurzel zeigt 
sich iibrigens identisch mit der 2'" Potenz der 12" Einheitswurzel, welche Herr 
Hurwitz fiir die lineare Transformation der 12 Wurzel aus der Discriminante A 
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§ 4. 
Darstellung der Zahlen (°) durch die Theilnenner der Kettenbriiche. 


a 
? 
Kettenbruchentwicklung des irreduciblen Bruches = 


Um die ganze Zahl ( ) durch die Theilnenner a; einer beliebigen 


1 
ay e+ 1 


(1) : = Gd, - 
a 


n—1 


auszudriicken, setze man in der Gleichung: 


« (Feta) ew +(75")+()¢ 


@==itco, wodurch man den Werth der Function w im rationalen 
reellen Punkte = erhilt: 


(S)=07)+6)« 


Dieses vorausgesetzt schreibe ich in etwas anderer Form: 


a oa+ea 1 
; —_ «, 
yo+y +, 1 
a, -{- w 
sowie iiberhaupt: 
a) oa" 1 ; 
y °° a — 1 
@,_p—1 


Dann ist nach Formel (2) § 3: 


n—1 


1 (sete ) = (—1)" = 


4 -u(@) + >") + (°) é 


and da fiir o —0Q w der Kinheit gleich wird: 


n—1 


+ 


(75) + emo 4 (°F) 4 (Oe 


angiebt (Math. Ann. XVIII, p. 565) oder auch mit der 4" Potenz derjenigen 


Einheitswurzel, welche Herr Molien fiir *Y A bestimmt hat. (Cf. Berichte der 
Kgl. siichsischen Gesellsch. d. W. vom 12. Jan. 1885). . 
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Nimmt man hinzu, dass stets: 
0+ 2 
(A) = (—1yto. (PF *) 4 (—1(Q)e, 


wobei man fiir das Legendresche Zeichen den iiblichen Zusatz braucht, 
dass dasselbe verschwinden soll, falls die im Zihler stehende Zahl 
durch 3 theilbar ist, so folgt: 


oe n Su, Ss. 
(‘)—(“)eey "(4 


Genau so zeigt man: 
a a” 4S 
(7) 3 (¥") iil. 


- , 2+- Wa, fa 
(n—2) (n—1) te “t 
le = ie +- (—1) iu . 0 

i ? 


wihrend direct ist: 


(92-2) —-9(). 


Durch Addition dieses Gleichungssystems erhiilt man folgenden Satz: 
Die ganzzahlige Summe der Reihe: 


m= 16 ()4(— Lata (ota) — (—1)ctarten ( betes) rr 
ist von der speciellen Wahl der Ketlenbruchentwicklung (1) unabhiingig 


und giebt uns den Werth der zahlentleoretischen Function (*) an: 


k e. 

n—1 r+ Sa, > % 

9 “i ae = 6°. i=. 
(2) (¢ ant 1) 3 


Will man eine eindeutige Kettenbruchentwicklung haben, so kann 
man etwa vorschreiben, dass siimmtliche Theilnenner a; ungerade Zahlen 
seien, Dann ist 


(2a) 
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Zugleich gelten von den folgenden Congruenzen jedesmal die 
nebeneinander stehenden simultan: 


n=1 (mod.3), e=y=1 (mod. 2), 
n= 2 (mod. 3), «a=0, y=1 (mod. 2), 
m=0 (mod.3), a=1, y=0 (mod. 2). 
Zweitens kénnte man etwa verlangen, dass alle a; gerade Zahlen 


seien: 


1 

— == 2ay — =— 
Y — >". 1 
‘—3— 


“el 
eine Entwicklung, die indessen nur unter der Bedingung: 


c=? + l1=n + 1 (mod. 2) 
statthaft ist. Dann folgt: 


{f k 
Na. 


aa (tt 


(2b) (*) om 3 (—1}¥ = 


§ 5. 
Betrachtung der Zahlen (°) mod. 2 und mod. 3. 


Indem ich fiir die sechste Einheitswurzel « die directe Darstellung 
durch a, 8, y, 0 anwende und dann wieder in der Formel: 


(SHE) meme 05) +(5) 


a = 0 setze, folgt unter Benutzung von (A) § 4 durch Vergleichung 
der Coefficienten von ¢: 


(5) +(— 1)*e+8y+r8 (CG) erecee ) = (5), 


so dass mod. 4 die folgende Congruenz giiltig ist: 


[5)- GQ) a(t) ot 


Nun zeigte sich friiher: 


(a@B+ yd)? = (a*?+ y’) (6?-+ 6") — 1 (mod. 3) 
und, da weder a +- y? noch 6? + 6? durch 3 theilbar sein kann, folgt: 


(ab-+90y ‘ (etry eee a(t ‘) (e+e), (mod. 3), 


\ 3 





























( 


a 


Y 
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eine Congruenz, welche man leicht in die folgende Gleichung umsetzt: 


4(cbtrey [(eF*) ie et" 


Durch Wurzelziehung folgt in Bezug auf den Modul 4: 
¢ B+yd\_ /e+y? pe + 3? 
2(* 3 ' J=C 3 ) — ( ry ), (mod. 4), 


so dass endlich im Verein mit obiger Congruenz mod. 4 das folgende 
Resultat entsteht: 


*e)- Cae ee 


Ich bediene mich nun wieder der andern Schreibweise ( ) fiir 


die Substitution & B ). Dann ist: 
b 


2(*)—(2¢4)=2(4)—(S41) (moa. 4 


Mehrfache Wiederholung derselben Argumentation zeigt: 


‘ 2 2 P a(*) (k)2 (k)2 
2 (*) _ (# +r) =2 (vn) — ( at +r -) » (mod. 4), 


sowie schliesslich: 
(1) 2 (*) =1- eee (mod. 4). 


Diese Congruenz enthilt das nachfolgende Resultat: 


Ist (5) eine gerade Zahl, so ist eine der Zahlen a, y durch 3 


theilbar. Ist (5) ungerade, so ist weder « noch y ein Multiplum von 3. 





a 


? 
die Darstellung durch die Theilnenner der Kettenbruchentwicklung be- 


deutend vereinfachen, wie ich solches z. B. fiir ein gerades y durch- 
fiihren will. Unter dieser Bedingung kann man setzen: 


Betrachten wir ( ) beziiglich der ganzen Zahl 3, so kénnen wir 





c= 2a,— 5 2 1 
—= 2a, — 1 
2Agn—1 . 
so dass 
S 
2Zn—1 a n—1 - Hn 
= pf S— f(t tte) _ (ete 
k=0 k= 0 


Mathematische Anunalen, XXX. 
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Da uun stets 
(A) (“) =m (mod. 3), 
so folgt*): 
(2) : (=a + a3 + a;-+-+-+- den. (mod. 3). 


Aber wihrend wir soeben fanden, dass die Betrachtung von (5) 


mod. 2 gewisse Congruenzbedingungen mod. 3 fiir @ und y nach sich 
zog, habe ich 1. c. bewiesen, dass die Forderung: 


()=() cons, 


abgesehen von der hier vorausgesetzten Bedingung, dass y und 7’ 
gerade seien, keinerlei Congruenzbedingungen in Bezug auf irgend 
einen Modul zwischen a, «', y, y’ nach sich zieht. Dass aber hier selbst 
die Bedingung, y sei gerade, durchaus unwesentlich ist, ersehe man 


aus der Identitat 
(;) wits (3 a“ 3 


Anders verhilt es sich mit der Congruenz: 


(5)=() ote (HCE) =o, cma 


welche in der That mit Bedingungen fiir « und y mod. 2 dquivalent 
ist. Um dieselben abzuleiten, seien alle a; in: 

oe 1 ay “ar ¢ 

> Ticeatinn  ’ =. y = (a) +1) 4 =: 


1 
a? ? 
a, a, 








ungerade Zahlen. Dann schreibt sich die geforderte Congruenz nach 
§ 4, wie folgt: 


(3) +(e) +--+ (EES) (ap) 


Go+a,+---+a,+1 
— (stat) _...—( cao )=0, (mod. 3), 








3 
so dass mit Riicksicht auf (A) die folgende Congruenz besteht: 


(n+ 1)a)-++- na, + +++ + 2@n-1 + a, — (n+ 1) ay—na, —--- —2ay_y 
Pe —@,—(n+1)=0, (mod. 3). 
*) Ueber die weitere Verwendung dieser Summe der ungeraden Theil- 
nenner fiir die Theorie des Legendreschen Integralmoduls vergl. man Annalen 
XXVIII, pag. 99. 
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Das heisst aber: 
n=2, (mod. 3) 


a=1, »y=0, (mod. 2). 


oder nach § 4 


§ 6. 
Betrachtung der Zahlen (*) beziiglich der Potenz einer Primzahl. 


Bedeutet p eine Primzahl, die grésser ist als 3, r eine beliebige 
Zahl und sind a, y zwei beliebige relative Primzahlen, so behaupte ich: 

Es lassen sich in allen Féillen 2wei relative Primzahlen A, T an- 
geben, so dass: 


o (F)=G). Or')=Cy"), 

wiihrend dieselben zugleich den Congruenzen: 

(2) A=m, [T=n, (mod. p’) 

geniigen, unter m und n awei beliebige Reste mod. p” verstanden, die 


nur nicht zugleich durch p theilbar sein sollen. 
In der That, die beiden Gleichungen: 


u(o+6)—=u(o), u(—*)—— u(@) +1 
haben leicht die anderen: 
u( (a+ 6xy) a+ 6+ 620 =u (22+8), 
ly +6y(u+6xy)| a+ d+ 6y(B + 6x0) yo+o” 
et Cuts + Shnllot Fear Sth) .. uw (S248 
(y +6§a)o+ 0+ 666 yo+o 
zur Folge, wobei 2,y, &, 4 unbestimmte ganze Zahlen sind. Es 
folgt somit, dass wir die Gleichungen (1) befriedigen durch das 
Zahlenpaar: 








A=a+6ay, [=y7+ 6y(a+ 6zy), 
oder auch durch das andere Paar: 


A=a-+ 6n(vy+ 6a), [T=y+ 6a, 
Und nun kénnen wir in allen Fallen tiber die unbestimmten Zahlen 
x,y oder §,» so verfiigen, dass wenigstens eines der angegebenen 
Zahlenpaare den Congruenzen (2) geniigt. Um dieses zu zeigen be- 
trachte man folgende Einzelfille: 


I. yZ0, (mod. p). 
Ist dann zugleich m nicht durch p theilbar, so bestimme man z 
und y aus den lésbaren Congruenzen: 
6y-2=m—a, Cmy=n— y, (mod. p’), 
24* 
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um durch das erste Zahlenpaar A, [ den Forderungen (2) zu geniigen. 
Ist zweitens m durch p theilbar, so gilt dieses von m nicht. Wir 
bestimmen dann nach der soeben gegebenen Regel ein Zahlenpaar 


A’, 1, so dass: (> ") rd (“ S r), (7) - (7) 


A=1, [=n (mod. p’). 
Sodann setzen wir: 


und zugleich: 


A=A' + 62T 
und geniigen den Forderungen (1) und (2) vollstindig, indem wir 
fiir 2 die Wurzel der lésbaren Congruenz: 


6n-2=m—1, (mod. p’) 
eintragen. 


Il. yO, (mod. p). 


Dann ist nothwendig «@ S 0 (mod.p) und es liefert uns die zweite 
Gestalt des Zahlenpaares A, in genau analoger Weise, wie unter I. 
gewiinschte Zahlen. 

Theilt man die Paare relativer Primzahlen mod. u in Classen ein, 
indem man zwei Paare a, y und a’,y’ in eine Classe bringt, falls 
zugleich : 

a=a’, y=y (mod. g) 
ist, so folgt der Satz: 

Sind e und f belicbige ganze Zahlen, so finden sich in jeder Zahlen- 
paarclasse (mod. p’) Paare a, y, die den Gleichungen 


e-7\_.  — 
("7 ")=% (= 
gentgen. 


Kin Specialfall dieses Satzes ist der andere: 


*) wie ” * ¢ verschwindet, hat 


keine Congruenzen fiir a, y (mod. p’) zur Folge. 
Fiir p= 2,3 geniige es die Erweiterung des letzten Satzes zu 
bestimmen. Die Gleichungen: 


G)-% (7")=9 


kénnen zufolge des vorhergehenden Paragraphen nur bestehen unter 


der Bedingung: 
y =U (mod. 2), yy = 0 (mod. 3). 


Die Forderung, dass sowohl ( 


Dass diese Bedingungen die einzigen sind, welche resp. mod. 2” und 
mod. 3” gelten, ist jetzt darzuthun. 














TIPTREE Th 











Ausgezeichuete Untergruppen vom Geschlechte Eins. 361 


Bedeutet demnach ¢ entweder 2 oder 3, so miissen wir Zahlen- 
paare a, y nachweisen, die 


® ("7 ")-@)-9 


geben, wihrend y (mod. 7”) einer beliebigen durch i theilbaren, « be- 
ziiglich desselben Moduls einer durch ¢ nicht theilbaren Zahl congruent 


sein soll. Nun ist: 
1 5 a 


und somit fiir irgend ein zu 6 relativ primes a 


Ca )a(@ue 


Wiiblen wir @ nach Vorschrift (mod. i"), was hiernach stets an- 
geht, und setzen sodann: 


y=6+ 62a, 
so kénnen wir « so bestimmen, dass y (mod. i”) einer durch ¢ theil- 
baren tibrigens willkiirlichen Zahl congruent ist, wihrend 


a—y\ («a—6\ _ a (a\ _ 
— F)=659-% ()-@-' 
ist. 
Hat die Forderung (3) Congruenzen (mod. i") zur Folge, so ist 


ry = 1 und die einzige geltende Congruenz lautet : 
a=-+1, y=0, (mod, i). 


§ 7. 
Zahlentheoretische Folgerungen. 

Die Transformation der x‘ Ordnung ausgeiibt auf die Function *) 
u(@) fiihrt zur Kenntniss einer Reihe von Relationen zwischen den 
ganzen Zahlen (5), von denen ich hier ein specielles Beispiel ent- 
wickeln will. 

Versteht man unter » eine zu 6 theilerfremde Zahl und sei 
R,(@), R,(@)... ein zum Schema 


(0: i (mod. 6) 


congruentes Repriisentantensystem, so gilt die Gleichung: 


(1) D4 u(R;(@)) = H(n) - u(o), 


*) Man vergl. die Abhandlungen von Herrn Hurwitz iiber Classenzahl 
relationen, insbesondere Math. Ann, Bd. XXV, p. 189 und Berichte der Kénigl. 
Siichs, Gesell, d, Wissenschaften vom 4. Mai 1885. 











362 Roperr Fricke. 


wo ~(n) die im ne Entwicklungscoefficienten*) des Integrals u() 
auftretende zahlentheoretische Function ist. Somit bedeutet w(m) die 
Summe iiber alle positiven ganzen Zahlen v: 


vn) = D'(2)», 


welche mit beliebigen ganzen Zahlen w Darstellungen von m in der 
Form: 
n=3u?-+ v? 
liefern. 
Setzen wir nun fiir in (1) einen rationalen Zahlwerth “, so 


wird wu (2, (5) identisch mit einer ganzen complexen Zahl 
u (2.(5)) =a: + be, 


wo die a;, b; Zahlen der bislang betrachteten Art sind. Setzen wir 
dann noch 


u(<) =a-+ be, 
so folgen die Identititen: 


(2) > a: = v(n) a, > bi = v(n) db, 


welche schon deshalb aus dem Rahmen der bisherigen Entwicklungen 
hinaustreten, weil in ihnen die Function (mn) enthalten ist. Zur 
weitern Erliuterung fihre ich nur den einen Fall weiter aus, dass » 
eine Primzahl der Form 6h + 1 ist. Dann folgt bei einfachster Wahl 


der Repriisentanten: 
n—1l 


u(n@) +> o(2t"e—) = v(n)- u(@). 


t=0 


Setzt man nun @ = | und vergleicht die Coefficienten von « links 
und rechts, so folgt: 


(7) +S (™—.+") om, 
(=-C"t), 


po eS oS aa ¢ = ¥(n). 


Diese Relation kann man auf eine noch etwas einfachere Form bringen, 
indem man ¢ mod. 3 betrachtet und demnach die eine Summe in 3 
zerlegt: 


*) Ann, XXIX, p, 112, Formel (6). 


oder, da 
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w(n) --> papas " 
--3¢ he es ~_ ‘ — Gi+1) ") 


i=0 
n—A 


~2 e+ 1 — (85+ 2) y: 


Unter piiedes der Recursionsformeln folgt weiter: 


40) Few (7 )+Ze yer 


+3 ee 7 ee tale 





nA 


> in’ ~ ‘ wt (3G ats 
¥(n) = — D'(— 1) . ‘)-2 (—-1) i+ ‘(? (i ; ty 
sa 42m! a 
es ee ie n “ } 


i=0 











In der zweiten und dritten a iindert man in leicht ersicht- 
licher Weise die Bedeutung des Summationsbuchstabens 7. Dann ist 


n—l1l 
es ai 
vm —=— Dy (" a’) Sew Py?) 
i=0 se 
“ 3i—1 
— 2.000 ), 
so dass endlich das Resultat entsteht: ’ 


om=-Sow(y'), 


das iibrigens auch leicht die andere Form: 


-yeovPt) 


#=0 


annimmt. ° 
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Nach einem bekannten Satze der Zahlentheorie giebt es nur ein 


Paar positiver Zahlen u,v, welche die Darstellung der Primzahl » in 
der Form: 


(A) n= 3u? + v? 
leisten. Somit ist: 
y(n) = 2(<) ‘v 


und die Relationen nehmen die Form an: 


. , i-1 . (3i+1 
(3) 2(2)y—=— Sry ("5 y= Yen (Ft ): 
i=0 =0 
Indem ich mich hiernach beziiglich der Definition der Zahlen (°) 


auf die elementare Darstellung derselben durch die Theilnenner der 
Kettenbriiche berufe, giebt uns Formel (3) eine Lisungsart der Glei- 
chung (A) an. 


Zweiter Abschnitt. 


Aufziihlung aller ausgezeichneten Untergruppen des Geschlechts 
p=1. 


$1. 
Das Fundamentalpolygon der Gruppe von u(a). 


Fiir die Gestalt des Fundamentalpolygons einer Untergruppe hat 
man im Allgemeinen die Wahl unter einer grossen Reihe von Méglich- 
keiten; hier, wo es sich 
um eine Untergruppe vom 
Index oo handelt, so- 
gar unter einer unendlich 
grossen Reihe. Um somit 
die Riickverlegung der u- 
Ebene in ein gestaltlich 
wohldefinirtes Fundamen- 
talpolygon der Gruppe 
von «(@) innerhalb der 
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S miissiger Weise die un- 
endlich oft iiberdeckte 
w-Ebene durch ein Schnittsystem derart zerschneiden, dass wir ein 


einzelnes Blatt derselben isdlirt erhalten. In nebenstehender Figur 
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ist ein solches Querschnittsystem angedeutet. Dasselbe besteht aus 
sechs congruenten Sextanten, abgesehen vielleicht von dem Schnitt 
von u=0 bis «=—1. Ueberdies besteht jeder Ausschnitt aus 
zwei symmetrischen Hilften. So z. B. ist der zwischen den beiden 
von w#=1+e¢e und w=2—e ausgehenden Schnitten befindliche 
Ausschnitt symmetrisch beziiglich der reellen positiven u-Axe. Die 
iibrigen diesem Ausschnitt angehérenden Querschnitte laufen dann der 
reellen w-Axe parallel und beginnen jeweilen bei einem Punkte 
u=n+l+tne oder w—2n+1—ne. 

Wir schliessen daraus, dass das Fundamentalpolygon in der - Halb- 
ebene aus 12 abwechselnd symmetrischen und congruenten Streifen 
besteht und es bleibt uns nur noch iibrig, die untere Begrenzung in 
einem derselben zu betrachten. Aber das obere Ufer des Schnittes 
von # =1 bis u«=-+ oo bildet sich offenbar auf ein System 
liickenlos auf einander folgender Halbkreise ab, deren n'*" sich mit dem 
(mn + 1)" in demjenigen reellen rationalen Punkte der @-Axe be- 
riihrt, der dem n'** Niiherungswerthe des fiir die Irrationalitat a 
geltenden Kettenbruchs 


s—Vs _ 1 
» 





co] 


oo] 


zukommt. Somit werden die Halbkreise, in ihren Dimensionen fort- 


~Vs 


i : . ‘ 3 
wihrend abnehmend, sich gegen den irrationalen Grenepunkt — 


2 ” 
den sie nicht erreichen, in’s Unbegrenzte hiiufen. Das untere Ufer 
des eben betrachteten Querschnitts bildet sich auf ein beziiglich der 


imaginiiren @-Axe symmetrisches Halbkreissystem ab, wobei dann als 


a 
Grenzpunkt der Punkt w= et - auftritt. Betrachten wir beide 


Reihen als ein System mit einander zusammenhiingender Halbkreise, 
so diirfen wir unter den Beriihrungspunkten den Punkt @ =O den 
Culminationspunkt nennen. An ihm liegen sechs Doppeldreiecke des 
Polygons, wihrend bei den tibrigen zum Culminationspunkt symmetrisch 
liegenden Bertihrungspunkten jedesmal nur drei Doppeldreiecke der 
Figur verzeichnet sind. Die letztern Punkte besitzen die beiden Grenz- 


punkte @ = -+- LJ und iibrigens decken sich die symmetrisch zum 


Culminationspunkte liegenden Halbkreise vermége der Untergruppe. 
Wort fiir Wort dasselbe gilt fiir den von u—2--¢ ausgehenden 
Querschnitt. Das hierbei auftretende Halbkreissystem wird in der 
That aus dem ersten durch die Substitution: 


V(o) = a5 
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erhalten, Culminationspunkt wird somit nun @ = . , die Grenzpunkte, 
von denen das neue System von Halbkreisen eingeschlossen ist, werden 


3— —V5 
: a bn 


o=> 


118 
Hieraus folgt, dass sich die beiden bislang betrachteten Halbkreis- 
systeme insoweit an einander anschliessen, dass sie nur den einen 





Punkt —. dem sie sich von rechts und links her unbegrenzt 


nahern, offen lassen. Wir wollen diesen Punkt einen irrationalen 
Oeffnungspunkt des Polygons nennen. 

Durch Wiederholung der Substitution V(w) folgt ein drittes Halb- 
kreissystem, welches mit dem zweiten den irrationalen Oeffnungspunkt 
5i—V5 

118 
Betrachtung ohne Ende fortzusetzen ist. Hierbei aber zeigt sich, dass 
die einzelnen Halbkreissysteme, als Ganze betrachtet, selbst wieder 
in ihren Dimensionen fortwihrend abnehmen und von links her gegen 
einen irrationalen Oeffnungspunkt hin verschwinden, der gegeben ist 
durch den Werth des periodischen Kettenbruches 


oi 


? —_— 


~ wae... 


umschliesst, und es ist leicht ersichtlich, dass die nimliche 


d. i. gegen den Punkt 

o=—1+/2. 
Eben dieser ist dann auch der Grenzpunkt des anders gearteten Halb- 
kreissystems, das von o=+ aus nach links sich wendet und das 
untere Ufer des von u=—1-+¢ ausgehenden Querschnitts abbildet, 
so dass wir hiernach das Polygon zwischen =O und @ = im 


iibertragenen Sinne als geschlossen betrachten diirfen. 
Den einzelnen ganzzahligen Werthen 


u=a+be 


entsprechen hierbei im Allgemeinen zwei rationale Punkte @, nur die 
Culminationspunkte entsprechen ihren Punkten u wechselweise ein- 
deutig. Wihlen wir von den fraglichen zwei Punkten, die a+ be ent- 
sprechen, nach Belieben jedesmal nur einen und benutzen tibrigens 
fiir den Ausspruch des folgenden Satzes die von Hrn. Cantor ein- 
gefiihrte Terminologie, so kommt: 

Bei den hier gewiihiten Voraussetewngen erscheint das System der 
ganzen Zahlen 

a+ be 
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vermige der Function u(w) eindeutig abgebildet auf eine abzsdhlbare 
Mannigfaltigkeit P der eweiten Ordnung von rationalen Punkten der 
reellen w-Axe. 
Die erste Ableitung P’ ist gebildet von den irrationalen Oeffnungs- 
punkten, so dass P’ kein Theiler von P ist. Die zweite Ableitung P” 
besteht aus dem Punkte —1-+//2 und den entsprechenden der 
iibrigen Parallelstreifen des Polygons. 
Die explicite Formel, welche dem Punkte a-+- be die ihnen zu- 
kommenden Werthe von @ angiebt, fiihre ich hier ohne Einzelheiten 
ihrer Ableitung an: 





a, e,, 
uf kK+ te < : = &(n+v+1+ ver’), 
2+ ~ i 
Dabei bedeutet: 
(Hy aters 4, tate 


(3 + 2/2)’ =P+ BV2, a, = yy — By. 


§ 2. 
Aufzihlung aller ausgezeichneten Untergruppen des Geschlechts 1. 


Nach den Erliuterungen der Einleitung reducirte sich das Problem 
der Aufziihlung aller ausgezeichneten Untergruppen des Geschlechts 
p= 1 von @-Substitutionen auf die Aufstellung der Gruppen gleicher 
Art gebildet aus linearen u-Transformationen. ‘Um fiir die Lisung 
der letzten Aufgabe einen ersten Satz zu zeigen, bezeichne ich in 
iiblicher Weise mit S* die Substitution 


1, m 
s* = (6° i) , 
Ist dann V(q@) eine beliebige Substitution und 
u(V(@)) = &’u(w) + a+ be, 
so findet man fiir die durch S—* transformirte Substitution: 
(1) u(S*. V-S_,(@)) = e”u(@) + e"(a + be). 
Ist nun V in irgend einer der fraglichen Untergruppen enthalten, so 


gilt dasselbe von der gleichberechtigten Substitution S". V-S—*, also 


auch von dem Producte 
V, = S* VS— V. 
Aber es ist: 


u(S*-V-S-"V(o@)) = e”u(a@) + (e" + 8) (a + be). 
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Wahlt man somit 

n=v-+3, (mod. 6), 
so folgt: 

u(V, - S4"(@)) = u(@). 
Dieses heisst aber V,S*” ist eine Substitution U, der Gruppe von u, 
die aber a priori der fraglichen ausgezeichneten Untergruppe angehort. 
Somit muss auch endlich 

S* = . : U,; 
dieser Untergruppe angehdren, so dass folgt: 
v=0, (mod. 3). 
In analoger Weise gehért der ausgezeichneten Untergruppe mit V 

auch die Substitution 

V,=— V-S*-*V - 8*-3 
an, wahrend: 

u(V,(@)) = &”u(@) + (1 + 4) (a + be) 
ist. Gleiches gilt fiir: 
V,= ¥,- 8. 7-89, 

wihrend : 

u(V;(@)) = &*u(@). 
Somit ist wieder: 


V; " Ss” = U, 
eine der Gruppe angehdrige Substitution, so dass infolge 
S3r — Vy, L U,, 


vy =0, (mod. 2) 
sein muss. Dieses heisst in andern Worten: 

Jede ausgezeichnete Gruppe T des Geschlechis p= 1 von a-Sub- 
stitutionen ist eine Untergruppe der Congruenzgruppe*) sechster Stufe T, 
definirt durch: 

ap + 3By + yd —0, (mod. 6). 
Bilden nun: 
w=—u-ta+tbhe, (¢=—1,2--- cv) 
die Substitutionen einer der fraglichen Untergruppen, so haben die 
Zahlen a; -+ b:¢ offenbar die Eigenschaft, sich durch Addition und 
Subtraction zu reproduciren. Aber die Untergruppe ist ausgezeichnet; 
somit findet sich neben der eben geschriebenen Substitution auch die 


andere: 
uw =u+t e(a; + Je). 


Daraus foigert man fiir das System der ganzen Zahlen a; +- ),¢ leicht, 
die andere Kigenschaft, dass das Product einer beliebigen Zahl m-+-né 


*) Vergl. meine anfangs cit. Arbeit § 2. 
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mit einer Zahl des Systems diesem wieder angehdrt. Das vorliegende 
System von Zahlen bildet ‘also im Sinne von Herrn Dedekind ein 
Ideal*). Da aber im Zahlkérper der aus dritten Einheitswurzeln ge- 
bildeten ganzen Zahlen die gewdhnlichen Gesetze der Division noch 
erhalten bleiben, so sind alle Ideale Hauptideale und somit folgt 
der Satz: 

Alle Substitutionen 


vio)= (5; 6): 
die den Bedingungen: 
aB + 3By + yd =O, (mod. 6), 
(7 » “) + (5) é==0, (mod. a + be) 


geniigen, bilden eine ausgezeichnete Untergruppe des Geschlechts p = 1, 

Wir erhalten alle Untergruppen dieser Art, wenn wir die ganze complexe 

Zahl a+ be alle Zahlen ihres Kirpers durchlaufen lassen. 
Bezeichnet man mit N(a-+ be) die Norm der complexen Zahl 


a+ be 
N(a + be) =a? + ab+ BD’, 
so folgert man leicht aus bekannten Siitzen der Zahlentheorie: 


Der Index, welcher der vermittelst der Zahl a+ be definirten 
ausgezeichneten Untergruppe in Bezichung auf die Gesammtheit de 
linearen Substitutionen zukommt, ist 6 N(a + be). 

In diesem Sinne bezeichne ich diese Gruppe mit [eyja4o.)- EHinige 
von den Gruppen [ sind Congruenzgruppen der 6'" Stufe. In der 
That folgert man aus I, § 5 leicht die Identitiit der Gruppen [5. ni), 
To.wates Ve-weys Me-weqee) resp. mit den Congruenzgruppen 6 Stufe, 
die ich 1. c. § 2 Ty, F,,, F.4, F,, mannte. 

Congruenzgruppen einer andern als der 6' Stufe kénnen sich 
unter den [ nicht finden. Denn gehérte eine derselben der q'* Stufe 
an, so wire auch die Gruppe von w [,, die ja in allen [ enthalten 
ist, Untergruppe einer Congruenzgruppe der qg' Stufe. Dieses aber 
gilt, wie wir nun noch zu zeigen haben, nur fiir g = 6. 

In der That sind g, und q, zwei relative Primzahlen und ist eine 
Untergruppe gegeben, die sich sowohl mod. g, wie mod. q, auf die 
Gesammtheit reducirt d. h. die nicht Congruenzgruppe der Stufe q, 
oder g, ist, so ist sie auch nicht Congruenzgruppe der Stufe gq, - q,. 
Durch Umkehrung dieses Princips finden wir, dass, wenn die Gruppe 
von u [,, tberhaupt Congruenzgruppe ist, sie nothwendig Untergruppe 
einer Gruppe der Stufe p” sein muss, unter p eine Primzahl verstanden, 
Sei nun zuvérderst p > 3, so denken wir uns ein System mod. p” in- 


*) Ct, Dirichlet - Dedekind, Vorlesungen iiber Zahlentheorie § 168. 
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congruenter Substitutionen gebildet und erinnern uns iibrigens an die 
Resultate von I, § 6. Daraus folgt, dass jedesmal von den p” Sub- 
stitutionen des gedachten Systems, die beziiglich des ersten und dritten 
Coefficienten, mod. p” betrachtet, iibereinstimmen, wenigstens eine der 
hypothetischen Congruenzgruppe p’'* Stufe angehdren miisste. Fiir 
ein beliebiges Paar a, y sei diese eine der Gruppe von w und also der 
Congruenzgruppe p’** Stufe angehérende Substitution * 5) dann 
gehéren eben dieser Gruppe zufolge der Higenschaften von w auch die 
Substitutionen 
6:88). a—osne Gen 

an. Reducirt man nun diese p” Substitutionen mod. p’, so erhiilt man 
gerade die simmtlichen p’ Substitutionen des Systems der incongruenten 
Substitutionen, die beziiglich des ersten und dritten Coefficienten « 
und y mod. p” iibereinstimmten. Ist somit eine von ihnen in der frag- 
lichen Congruenzgruppe enthalten, so finden sich darin alle: 

In der ., finden sich Substitutionen von jedem Typus (mod. p’). 

Kine ganz analoge Betrachtung fiihrt fiir p—2 oder 3 zu dem Satz: 

Die l, fiihrt, mod. p" reducirt, auf das System der Substitutionen, 
die der Bedingung 


. ($$) =(029)> (mod. ») 
geniigen. 


Geht man endlich von hier aus wieder zu zusammengesetzten 
Moduln, so folgt der Schluss: 
Die Substitutionen der T,, geniigen nur der einen Congruenz: 


(7, 3) = (0% 1)» (aoa. 6), 


wodurch alle obigen Behauptungen bestiitigt werden. 


§ 3. 
Die Gestalt der Fundamentalpolygone. 


Das Fundamentalpolygon irgend einer ausgezeichneten Unter- 
gruppe [ kann man jedesmal aus sechs mit einander congruenten 
Streifen aufbauen. Aber es ist im Allgemeinen nicht mdglich, den 
einzelnen dieser Streifen aus zwei symmetrisch liegenden Elementar- 
streifen zusammenzusetzen. Es soll sich zum Schluss noch darum 
handeln, diejenigen Fille aufzuziihlen, in welchen dieses dennoch 
eintritt, 

’ Zu dem Ende vergleiche man die beiden vermittelst der conjugirt 
complexen Zahlen a+ be und a+b =—a-+ bd — be definirten [. 
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Die Polygone dieser beiden Gruppen in der u- Ebene kann man offenbar 
so fixiren, dass sie symmetrisch beziiglich der reellen w-Axe sind. 
Demnach werden sie in der w-Halbebene symmetrisch zur imaginiiren 
a-Axe sein. Geniigt somit das einzelne Polygon der anfangs genannten 
Symmetriebedingung der Elementarstreifen, so sind die Polygone der 
beiden [ und also auch diese selbst identisch. Dieses aber heisst: 
Die beiden ganzen Zahlen (a + b) — be und a- be sind associirt. 
Hierdurch gewinnen wir sofort fiir a + be die Einschrinkung auf die 
folgenden sechs Mdéglichkeiten a, a(2 —«), a(l1—e), a(1— 2ée), 
ae, a(1+-«). Hiervon sind associirte Zahlen die erste, dritte und 
fiinfte und ebenso die zweite, vierte und sechste. Da associirte Zahlen 
auf dieselben Untergruppen fiihren, so haben wir das Schlussresultat: 

Der geforderten Symmetriebedingung*) entsprechen nur die Polygone 
der To.w(a) a Tea und der Ven(a+as) —- Visa 


Dritter Abschnitt*™). 
Specielle Untersuchung der [5 y;). 


§ 1. 
Zerlegung der G;,. 
Wenn man die Substitutionen der'f.yjg) mit der Identitiit iqui- 


valent setzt, reducirt sich die Gesammtheit auf eine endliche G,,, die 
wir darstellen kénnen durch die 54 linearen Transformationen von wu: 


w=eP'utatbe, v=0,1---5, a,b=0,1,2. 
Um die Zerlegung dieser G,, in ihre Untergruppen kurz angeben zu 
kénnen, schreibe ich einfacher 
a+ be =(a,b), 
wobei dann a und b nur mod. 3 zu betrachten sind. Zugleich nenne 
ich zwei verschiedene Substitutionen dann von gleichem Typus, wenn 


sie beziiglich der Zahl v iibereinstimmen. 
Die neun Substitutionen 


wu = eu + (a, b) 
sind die Erzeugenden von neun gleichberechtigten Cyklen Ge: 


*) Das zum Primtheiler der Zahl 7, 1-+2¢ gehirende, wnsymmetrische Po- 
lygon giebt Herr Dyck in den gruppentheoretischen Studien (Ann. XX) an. 

**) Ueber Anlage dieses Abschnitts und Bezeichnungsweise vergl, man meine 
mehrfach gen. Arbeit im 29. Annalenbde. 
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uw =eu+(a,b), = &u+(a+2b,a42b), = e&u+(b, 2a+2b), 
= efu+(2a+b,2a+b), =—#u+(2a+2b,a), =u. 
Innerhalb dieser G, finden sich drei gleichberechtigte G, und neun 

gleichberechtigte G,. 

Diese Gruppen sind simmtlich vom Geschlechte p—0; sie be- 
deuten die Drehungen des Polygons um die neun bei J =o ge- 
legenen Punkte, die G, zugleich die Drehungen um die 27 Punkte, 
in denen J = 1 wird. 

Auch die sechs gleichberechtigten Drehungen G,’ um die 18 Punkte 
mit J =0: 

u = eu+(a,b), =s'u+(2b,a+b), =u; aZb, (mod. 3) 
gehéren dem Geschlechte p = 0 an. 

Dagegen haben p = lL die drei gleichberechtigten Cyklen G,”: 

w=u+(a,b), =u+(2a,2b), =u; a2b, (mod. 3) 
und die ausgezeichnete cyklische G,"”: 

u=u+(a,b), =u+ (2a,2b), =u; a=b, (mod. 3), 
welche letztere die in der G,, enthaltenen Substitutionen der [y+ 
zusammenfasst. Ausserdem sind noch folgende nichtcyklische Unter- 
gruppen in der G,, enthalten: 

A. Gruppen mit Substitutionen aller Typen. 

Drei gleichberechtigte G,,, z. B. 

w= eu-+ (a,b), a=b, (mod. 3). 
B. Gruppen aus Substitutionen der Typen mit geradem v. 
1. Eine ausgezeichnete G,,, die Gesammtheit dieser Substitu- 
tionen umfassend. 
2. Kine ausgezeichnete G,: 
u=e'u-+ (a,b), a@=b, (mod. 3). 
3. Zwei gleichberechtigte G,, 2. B. 
u=eut(a,b), = eu+(2b,a+b), a—b=1, (mod. 3) 

im Verein mit der G,”. 

C. Gruppen mit Substitutionen der Typen mit durch 3 theil- 
barem v. 

1, Kine ausgezeichnete G,,, die Gesammtheit dieser Substitu- 
tionen umfassend. 
2. Drei gleichberechtigte G,, z. B. 
w= eu + (a,b), a=b, (mod, 3). 
3. Neun gleichberechtigte G,, 2. B. 
uo = 8"u+ (a,b), b=O0, (mod. 3). 
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D. <Ausgezeichnete G, mit den Substitutionen vom Typus 


u =u -+ (a, bd). 
Andere Untergruppen existiren nicht. 


§ 2. 
Die Hauptmoduln der cyklischen Gruppen G,, G,, G;. 


Den neun gleichberechtigten G, haben wir newn mit einander 
gleichberechtigte Hauptmoduln 1;(@) (i= 0,1---8) an die Seite zu 
stellen, wobei wir insbesondere mit t, oder kurz t den zu der Gruppe 
@ = @-+yv gehérenden Modul bezeichnen wollen. Des Niiheren 
wollen wir t(@) bestimmen durch die Festsetzung: 


r(0)=0, + (5) = > t(ic0) = oo. 
Dann findet man durch functionentheoretische Betrachtungen, 
deren Einzelheiten ich hier itibergehen darf, weiter die in neben- 
stehender Figur angegebene Werthe- 


vertheilung. Bezeichnen 
o =V,(@), (¢=—0,1---8) 


die neun Substitutionen der unter D 
genannten G,, wobei dann V, die 
Identitit sein soll, so diirfen wir fiir 
die gleichberechtigten Functionen t . 
die Darstellung annehmen: 


t;(@) = t(V;(@)). 








Alle neun 1; sind in ihrer alge- ret h OF A of 
braischen Abhiingigkeit von der ab- ) 
soluten Invariante gemeinsam dar- © ake 


gestellt durch: 
(1) J:J—1:1—4 (8— 92?+ 6r—1)8: (4e—1) (e*4-17 r8—302*?+ 144-2)? 
> —272°(38c—1)*. 

Den Fortgang zu den Hauptmoduln y;(@), resp. 7;(@) der Gruppen 

G,, G, bilden wir durch die Wurzelziehungen: 
y= V1 —4t,, a= V1 —3u, 

wobei wir dann die beiden Moduln x, y, oder kurz x, y als Galois’sches 
System vorliegender Untergrappe mit der Relation vom Geschlechte 
pl: 
(2) by? = 425 — 1 
auswiihlen wollen. 
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Dann werden die tibrigen x;y; rationale Functionen auf der C,(2) 
und zwar hier sogar lineare Functionen. Zwischenbetrachtungen, die 
ich hier wieder tibergehe, zeigen folgende Form derselben: 


2i_ ai 2i gi 
yte'—e I+y+2e'x i—y+2e'er 
= a ° ae U;. = — - 9 Yuga 
: ¥ y(e*?—e**)41 » oe 1+y—2e"' 2 ae 1—y—2s"* er’ 
(3) aon = y+ 
r= - +3 —__i— a> Vit = Ld 


ef (1— ety ’ 2"%a y—i+e8's 


Hierbei muss jedoch in der Formel fiir 2 der Factor — 2 rechter 
Hand unterdriickt werden. In der ersten Reihe sind y,, y,, y, jedesmal 
lineare Functionen von einer unter ihnen und gleiches gilt von den 
beiden folgenden Tripeln y,, y,;, y, ete. Dieser Umstand erkliirt sich 
gruppentheoretisch dadurch, dass in den neun G, sich nur drei ver- 
schiedene G, finden. 


§ 3. 
Transformation des Coordinatensystems. 

Das Galois’sche System (a, y) ist deshalb hier vorangestellt, weil 
es sich auch im allgemeinen Falle der [gy in ganz iihnlicher Weise 
ansetzen liisst. Daneben haben wir hier ein specielles System, das 
nicht minder wichtig ist. Wir setzen 


(1) ae bby 


a= se? 





Dann zeigen die Umkehrungen: 
hank ga S—% 

+ 2%” y+ 2," 
dass z, und g, ebenfalls ein Galois’sches System bilden. Dabei geht 
die C,, wie man aus (1) sofort berechnet, in die Form: 
(2) ; 2,> + 2,> = 1 
iiber, so dass durch (1) der Uebergang vom kanonischen zum singu- 
liven Coordinatensystem*) bewerkstelligt ist. Hierbei hat 2; noch 
eine ganz besonders einfache Bedeutung. In der That berechnet man 
aus dem vorhergehenden Paragraphen: 


y@+1)—=—y(@), zso+1)—«-2(a), 
sodass : 


(A) 2°(@ + 1) = 2,5(@) = 1 — 2,5(@) 
ist. Weiter sind in der Tabelle (3) § 2 auch die Formeln: 


x 


*) Cf. Klein, ,,Ueber die elliptischen Normalcurven der ne" Ordnung etc.“, 
Abhandlungen der math,-phys. Classe der Kgl. Siichs. Ges. d. Wiss. Bd, XIII, Nv. 4. 
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—i\ %+y+1 hem Nec - 0 gee Bii tly: 
v(— )—- SSS z (= “ae -2a+y+1? 
enthalten, die hier zur Folge haben: 
a .. eet . 
z,(- 1) = — —eet+yti etx 
“t “i oom _ Le. — t—y? 
—2e@+y+I 
oder: 
a es oN 
(B) “" ( of &3(@) 


Durch (A) und (B) charakterisirt sich 2,°> als Hauplmodul zweitér 
Stufe 4(@), so dass das Resultat entsieht: 

(3) =a, 2 =—Vl—a. 

Die 1,4 ist die Gruppe von V2, V1 —A. 

Eine Reihe von Relationen zwischen Gréssen 2;, die sich ihrer 
Kinfachheit wegen bemerkenswerth machen, fiihre ich hier an, weil 
die Function A4(@) mit in dieselben eingeht: 

1 1 1 
sn * Unti' Mae2=1, —=-+——-+ 5— <1, (»=—0, 1, 2), 
TS v3 41 T3n42 


2 @ 5 a 
1 1 3 1™N\7 1 4—1\s 
feat jw. 
i=0 ¢ i=3 s 
a 


i eo Gar" (a = 1, 2). 


=—6 


§ 4. 
Construction der Punktgruppen mit J=—1 und J—oco auf der C,. 


Gebrauchen wir a;, y; wieder in der Bedeutung des § 2 und 

setzen in: 
wom e.g, y msie.y,; 
rechts die linearen Ausdriicke in x, y ein, so wird hierdurch die C, in 
dy? = 423 — 1, 

d. h. in sich selbst transformirt. Lassen wir uw, v,i unabhiingig von 
einander Reste resp. mod. 2, 3, 9 durchlaufen, so erhalten wir im 
Ganzen 54 derartige Collineationen der C, in sich, dem bekannten 
Satze entsprechend, dass bei verschwindender Invariante g, die Anzahl 
der Collineationen der Normalcurve C, in sich in der That 54 ist. 

Bei der geometrischen Interpretation dieser Collineationen, bei 
der iibrigens die transcendente Theorie entbehrt werden kann, haben 
wir zu beachten, dass gleichberechtigte Collineationen, entsprechend den 
25* 
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gleichberechtigten a-Substitutionen, geometrisch denselben Charakter 
haben, eine Folge des Umstandes, dass nur Collineationen auftreten. 
Ich betrachte somit als Beispiele fiir die G, und G, resp. die Er- 
zeugenden S und 7. 
Die Wirkung von S auf die homogen geschriebene C,: 
42z,° — 32z,°2, — 2,5 =0 
ist angezeigt durch: 
Qu, = 82,, Oy =— 2, OX, = Xp. 

Die drei festbleibenden Punkte dieser Coliineation sind die drei 
Ecken des Coordinatendreiecks , von denen aber nur die eine, in welcher 
x, und z, verschwindet, auf der C, gelegen ist. Achten wir somit 
im Speciellen auf die Verschiebung der Punkte dieser Curve, so er- 
halten wir den Satz: 

Bei der Erzeugenden einer einzelnen der neun gleichberechtigten G., 
bleibt jedesmal nur ein Punkt der C, erhalten. Diese neun fest- 
bleibenden Punkte bilden das System der Wendepunkte und entsprechen 
cugleich den neun Punkten mit J = oo. 

Die Substitution 7’ war in nichthomogener Form: 

, y—1 22-+y+1 
oS Rey Ft! —Ba+y+i" 

Die festbleibenden Elemente dieser Collineation erhilt man durch 
die Substitution 2’ = #, y’ = y aus den Gleichungen: 

(«—1)@a@—y+1)=0, (Yt 1) 2@e—y+1)=0. 

Hieraus geht hervor, dass ausser dem Punkte «=—1, y= — 1 
die gerade Linie 





y=- 


2z—y+1=0 
und zwar Punkt fiir Punkt bei der fraglichen Collineation erhalten 
bleibt. Die beiden collinearen Systeme befinden sich in perspectivischer 
Lage; das Centrum der Collineation ist «=—1, y=—1, die Axe 
die soeben gekennzeichnete Gerade. Man beachte weiter, dass die 
Substitution Z der Periode zwei angehért, so dass zwei Punkte sich 
wechselseitig entsprechen. Die beiden Fluchtlinien fallen iibereinander 
und je zwei zugeordnete Punkte liegen derart mit dem Collineations- 
centrum auf einer Geraden, dass sie harmonisch getrennt sind durch 
eben dieses Centrum und den Schnittpunkt ihrer Verbindungslinie mit 
der Axe. 

Indem wir nun wieder zur C, zuriickkehren, bemerken wir, dass 
das fragliche Centrum ein Wendepunkt, die Axe die ihm zugehdrige 
harmonische Gerade ist. Hieraus folgt auch noch rein geometrisch, 
dass die C, in der That durch die fragliche Operation in sich selbst 
iibergeht und dass je zwei Punkte derselben einander zugeordnet sind, 
die mit dem Wendepunkt auf einer geraden Linie liegen. 








n 
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Die festbleibenden Punkte der C, sind ausser diesem Wendepunkt 
noch die drei Beriihrungspunkte der von ihm aus mdéglichen Tangenten 
d. h. die drei Schnittpunkte mit der zugehdrigen harmonischen Geraden. 

Durch die erlaubte Verallgemeinerung folgt dieses Resultat: 

Die 4-9 bei den neun G, festbleibenden Punkte sind erstens wieder 
die neun Wendepunkte, zweitens die 27 Schnittpunkte mit den neun 
harmonischen Geraden, welche bekanntlich die sextactischen Punkte der 
C, sind. In den leteten 27 Punkten wird J = 1. 


§ 5. 
Die Hauptmoduln der G,’. Die Punkte mit verschwindendem J. 


Unter den cyklischen Untergruppen waren auch noch die G,) vom 
Geschlechte y = 0, so dass wir ihnen entsprechend noch sechs gleich- 
berechtigte Hauptmoduln ¢(@) zu 
notiren haben. Ein Beispiel ist der 
zu nebenstehendem Polygon gehirige 
Modul 6(@), der vollstiindig fest- 
gelegt ist durch die Bestimmung: 


G(ico) = 1, 6(0)=— 6(3) = 0, 
(1) 6(1) = 6(2) = co. 


Die Function 6(@) ist auf dem 
Polygon der [,, dreiwerthig, lisst 
sich aber dennoch nicht als lineare 
Function auf der C, darstellen. Um 
demnach den rationalen Ausdruck 
von 6 durch w und y in Erfahrung 
zu bringen, verfahre man, wie folgt. 
Die Functionen x(@) und 6(@) bilden ein volles Modulsystem der 
f,, und gehen in Folge dessen eine algebraische Relation mit ein- 
ander ein, von der man von vornherein auch noch aussagen kann, 
dass sie fiir 6 vom zweiten, fiir x vom dritten Grade ist. Die Heran- 
ziehung der Werthevertheilung (1) und der Verzweigung der beziig- 
lichen Flaichen giebt als explicite Form dieser Relation: 
(2) oa(a? ++ 2+ 1) — (22° — 22° + 2 —1) 4+ 2(¢@— 1? = 0. 
Die Auflésung dieser fiir 6 quadratischen Gleichung muss unter 
Heranziehung der Grosse y rational geschehen kéunen. In der That ist: 





(2a? 1)(@—1) _ 4 | / (425 — 1) (@ — 17 

2a(at+ae+1)  — } 4a%(a®-+a-+1)* ’ 

d. h. nach leichter Bestimmung des fraglichen Vorzeichens : 

x% —1)(2a*—iP3y+ 1) | 
2a(a* + 2+ 1) 


o6— 





6(@) = ( 
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Aber auch diese Form lisst noch eine Vereinfachung zu und fihrt 
endlich fiir o auf die rationale I’unction zweiten Grades, definirt durch: 
(3) (2e?a + 2ety + y + 1) (Zeta + 2ety + y + 1) 

+ 62a + 2ey + y+ 1) 2r+ 2ety+y+1)=0. 

Die allgemeinere Auffassung dieser Gleichung, welche uns 6 als 
Parameter eines Kegelschnittbiischels in der Ebene x, y erkennen liisst, 
giebt uns durch geometrische Interpretation des erhaltenen Resultates 
ein Mittel, dasselbe gleichmiissig auch auf die iibrigen mit 6 gleich- 
berechtigten Moduln auszudehnen. 

Die vier in (3) auftretenden linearen Factoren sind niimlich Wende- 
punktslinien, die folgende eigenartige Lage zu einander darbieten. 
Durch den den beiden ersten Linien gemeinsumen Wendepunkt der C,: 


(A) r=, y= ee. AB ale 


geht auch die vierte Linie: 


2a+2ey¥+y+1=—0 
hindurch. Die dritte Linie 


2a+2ey¥+y+1=—0 
verbindet zwei von (A) verschiedene resp. auf der ersten und zweiten 
Wendepunktslinie liegende Wendepunkte, schneidet aber die vierte Linie 
in einem Punkte, der nicht zugleich der C, angehdrt. Das Kegel- 
schnittbiischel ist geometrisch definirt durch drei Punkte (Schuittpunkte 
der ersten und zweiten, der ersten und dritten, der zweiten uud dritten 
Linie) und die Tangente im ersten: 


2a+2ey+y+1=—0. 
Zugleich sieht man, dass das Kegelschnittbiischel mit der C, nur 
noch drei bewegliche Punkte gemein hat, wie es ja sein muss. 

Wenn wir nun durch lineare Transformation der Gleichung (3) 
zu den gleichberechtigten Moduln tibergehen, so miissen wir vorab 
bedenken, dass bei den 54 Collineationen dér C, in sich das einzelne 
Wendepunktsdreieck als solches erhalten bleibt. Dieser Umstand ist 
deshalb von Wichtigkeit, weil gerade eines der vier Wendepunkts- 
dreiecke sich mit keiner einzigen seiner drei Seiten an dem Aufbau 
der Gleichung (3) betheiligt. Dieses ist das Dreieck der drei Wende- 
punktslinien : 

(B) z=0, y—1=0, y+1=0, 


welches oben das Dreieck des singuliiren Coordinatensystems war. 
Nach diesen Vorbemerkungen wird man im Stande sein, die 

nachfolgende Verallgemeinerung des obigen Resultats sofort zu iiber- 

blicken: 

















Ausgezeichnete Untergruppen vom Geschlechte Eins, 379 


Um die sechs gleichberechtigten Functionen 6 gleichmiissig dar- 
zustellen, gehen wir von einem einzelnen der 9 Wendepunkte aus. 
Von den vier von ihm ausgehenden Wendepunktslinien gehért eine 
dem Dreieck (B) an. Diese schalte man aus und nenne die drei 
iibrigen abgekiirzt: 

a,=0, b,=0, & =O, 

Auf jeder dieser Linien befinden sich ausser dem gemeinsamen 

Wendepunkte noch je zwei andere: 


Pay Pa} Pb) Pos Pes Pos 


Man betrachte nun gesondert das Paar der Linien a,=0, b, =0. 
Von den vier Verbindungslinien der Punkte resp. 


(Pas Po), (Pay Po)> (Par Ps), (Par Po), 
die dem ausgewihlten Paar entsprechen, schneiden zwei die dritte Linie 
¢,=0 resp. in den beiden Punkten p,, p,; die beiden tibrigen schneiden 
¢, = 0 in Punkten, die nicht auf der C, liegen. Diese beiden letzten 
Linien nenne ich: 

Cc, =0, c =I, 

und definire die Linien a,’ =0, a,” =0, b,’ =0, b,” = 0 in durchaus 
analoger Weise. Dann ergiebt sich endlich das Resultat, bei dem ich 
die sechs 6 durch doppelten untern Index unterscheide: 


(4) e+ be + G0,:¢e- ch =0, da + Co + Grebe - DY = 0, 
be + Ce + 62, ; a, a" =0(0, (i=—1, 2). 
Um ein ausfiihrliches Beispiel anzufiihren, so sind die vier von 


dem @ = ico entsprechenden Wendepunkte ausgehenden Wende- 
punktslinien 


z=0, 2—1=0, t—-#&=0, «—et=0, 


von denen die erste auszuschliessen ist. Wir kénnen die sechs 6, ; 
daun durch folgende Gleichung, die nur scheinbar dem dritten Grade 
angehért, gemeinsam darstellen: 

<i nee cgi 

(a — e*)*(2e*atee'yty+i)’ 
(K=0,1,2; i—1, 2). 


(5) —-V.K.= 


Die iibrigen acht Wendepunkte fiihren in durchaus gleicher Be- 
handlungsweise entweder zu den 6;,; direct zurtick oder zu den linearen 
Functionen: 


1 o, 1 


? 
1— G ; 7 
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Fiir die Lage der 18 Punkte mit J = 0 folgt endlich noch dieses 
Resultat: 

In dem einzelnen der sechs Kegelschnittbiischel (3) finden sich stets 
drei Kegelschnitte, welche die C, osculiren. Die 18 so entstehenden 
Osculationspunkte bilden die Gruppe der Punkte mit verschwindender 
Invariante J. 


Vierter Abschnitt. 


Genaue Untersuchung der [¢ i). 


§ 1. 
Zerlegung der Gruppe G,,. 


Betrachten wir nun die Zahlen a, b der Substitution 
w = eu + (a, b) 
mod. 4, so reducirt sich die gesammte lineare Gruppe auf eine end- 
liche G,,, die zuvérderst aus den folgenden cyhlischen Untergruppen 
besteht. 
Alle Substitutionen vom Typus 
u = eu + (a, b) 
sind mit einander gleichberechtigt und erzeugen 16 gleichberechtigte 
Cyklen G,: 
u=eu-+(a,b), =#?u+(a—b,a+2b), =8u+(—2b, 2a+2b), 
= é!u-+(—a—2b, 2a+b), =e u-+(—a—b, a), =u; (a,b=0,1,2,3). 
Bei den Erzeugenden dieser G, bleibt jedesmal ein Punkt mit J = co 
des zugehérigen Fundamentalpolygons an seiner Stelle. Die sechszehn 
G, enthalten iiberdies alle Substitutionen vom Typus 
u =e" u + (a, b), 
die sechszehn gleichberechtigte G, bilden. Bei den letztern Gruppen 
bleiben abgesehen von dem einen Punkte bei J =o noch je zwei bei 
J = 0 gelegene Punkte an ihrer Stelle. Substitutionen vom Typus: 
wu = eu + (a, b) 
zeigen sich nur vier verschiedene in den G,. Diese geben Veran- 
lassung zu vier gleichberechtigten G,, bei deren einzelner dann immer 
vier bei J = co gelegene Punkte fest bleiben. Uebrigens sind diese 
simmtlichen Untergruppen dem Geschlechte p = 0 zugehdrig. 
Dasselbe gilt von zwélf gleichberechtigten G,: 
u = — u-+ (a,b), 
bei denen wenigstens eine der Zahlen a, b ungerade ist. Diese G, 
drehen das Polygon um die 48 bei J = 1 gelegenen Punkte. 
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$ Dem Geschlechte py = 1 gehéren die nachfolgenden drei Arten von 
Cyklen an. 

; Drei gleichberechtigte G, erzeugt aus: 

| w=u+ (1,0), =u +0, 1), =u + (1,3). 


Drei gleichberechtigie G, erzeugt aus: 
wut (1,1), =u+(1,2), =v+(, 1) 
und endlich in beiden Arten von Gruppen zugleich enthalten : 
Drei gleichberechtigte G,: 
u =u-+ (2a, 2b). 


Weiter folgt eine gréssere Reihe nichtcyklischer Untergruppen 


und zwar 

A) Gruppen, in welchen sich Substitutionen aller sechs Typen 
finden: 

Vier gleichberechtigte G,, z. B. 


w = su -+ (a,b), a==b=0, (mod. 2). 
B) Gruppen mit Substitutionen der Typen: 
w= eu + (a, b). 
1) Ausgezeichnete G,,, alle Substitutionen dieser Form umfassend 
2) Vier gleichberechtigte G,, z. B. 
w == &” uw + (a, dD), a==b=0, (mod. 2). 
©) Gruppen aus Substitutionen vom Typus: 
w =-+-uw-+ (a, db). 
1) Die Gesammtheit derselben umfassend eine ausgezeichnele G,, . 
2. a) Drei gleichberechtigte Gy. 
w= + u + (a,b) 
resp. entsprechend den drei Congruenzen : 
a==0, b=0, a=b, (mod, 2). 
b) Drei gleichberechtigte Gig 


u=u+(a,b), =—u+(e, d) 
bez. entsprechend den drei Congruenzen : 
b=0, d=1 


a==0, e==1 } (mod 2). 
a=b, ¢ Z d 
3. a) Sechs gleichberechtigte @,, in den G,, enthalten z. B. 
wu =-+u-+ (a,b), b=0 (mod. 4). 
b) Sechs gleichberechtigte G,', in den G,, enthalten z. B. 
u =u- (a, b), =—u+(cd), 
b=2a, d=2e+2, (mod. 4). 
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c) Sechs gleichberechtigte G,", in den Gy, enthalten z. B. 
w=u-+ (a,b), =—u+(¢,d), 
b=0, d=1, (mod. 4). 
d) Sechs gleichberechtigte G,’", in den Gy enthalten z. B. 
u=u+(a,b), =~—u+(,4d), 
b=2a, d=2e+1, (mod. 4). 
e) Drei gleichberechtigte G.”, z. B. 
uw =u -+ (a,b), =—u+(c4), 
a=b=c=0, .d=1, (mod. 2). 
f) Ausgezeichnete G,: 
u=+u+(a,b), a=b=0, (mod. 2). 
4. a) Sechs gleichberechtigte G," z. B. 
w=u-+(a,b), =—u+ (c,d), 
a==c==0, (mod. 2), 
b==0, d=l1, (mod. 4). 
b) Sechs gleichberechtigte G,” z. B. 
w=u-+ (a,b), =—u+(ed), 
a=0, c=1, (mod. 2), 
b=d=0, (mod. 4). 
c) Sechs gleichberechtigte G, 2. B. 
w—ut(a,d), ——ut+(od), 
a=0, c=1, (mod. 2), 
b=0, d=1, (mod. 4). 
d) Sechs gleichberechtigte G,® z. B. 
u=+u+(a,b), 2a=b=0, (mod. 4). 
D) Gruppen mit Substitutionen vom Typus: 
wu =u -+ (a, db). 
1) AlleSubstitutionen dieser Form umfassend eine ausgezeichnete Gi; . 
2) Drei gleichberechtigte G,® z. B. 
u=u-+ (a,b), b=0, (mod, 2). 
3) Ausgezeichnete G,: 
u=u-+(a,b), a=b=0, (mod, 2). 
Andere Untergruppen existiren nicht. 
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§ 2. 
Die Hauptmoduln der Gruppen G,, G,, G,. 


Definiren wir genau, wie in § 2 des vorigen Abschnitts, eine zur 
Tey) gehdrige Function +) dadurch, dass wir verlangen, sie solle 
auch bei der Substitution @’ —@-+ 1 erhalten bleiben, so kénnen 
wir dieses ct”) durch eine Kette von biquadratischen Gleichungen aus 
der absoluten Invariante J berechnen. Es ist nimlich, wie man durch 
functionentheoretische Betrachtungen zeigt: 


1). (2 4-8)° 

(1) t—)) = “eae —1)°” 
wobei dann t® mit J identisch ist. 

Gegenwiirtig handelt es sich um t” oder kurz t, einen Hauptmodul, 
den wir durch eine leichte Substitution auch direct als algebraische 
Function von J definiren kénnten. 1(@) bildet 
seine negative Halbebene auf einen Complex 
von Dreiecken ab, der in der u-Ebene die neben- 
stehende Gestalt darbietet. Dabei herrscht dann 
insbesondere in den mit Buchstaben bezeichneten 
Ecken die nachstehende Werthevertheilung: 


W-Lo 
a 








— —— w od 4 ZZ , 
3) b 
t(b)=(1+/3)’, 
t(c)=1, 
~1-Vi+V6V3)" 
(2) (d= ( io )’, 
t(e) =0, | 
j 5)3 c 
t(f)=(1—/3)’, ; a 
t(g)=—8, t(h) =- ee a, 


o~ (Tan) 


Um die sechszehn mit t(@) gleichberechtigten Hauptmoduln dar- 


zustellen, bezeichne ich die 16 Substitutionen 5) der ausgezeichneten 
Gig mit V;, und zwar sei dabei: 


=(5"). 6) 


so dass i, & Zahlen aus der Reihe 0, 1, 2, 3 bedeuten und Vo, die 
Identitiit ist. Dann sind die fraglichen Functionen dargestellt durch: 


T,n(@) = t(Vir(@)), (¢, k=—=0, 1, 2, 3). 
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Durch die Wurzelziehungen : 


Lik = V tie, LS ed V tie —- 1 
gelangen wir sodann zu den Moduln der G, und G, und wiihlen aus 
denselben die beiden 2,0, Yo,o oder x, y als Galois’sches System der 
T,, aus. Dieselben sind dann verbunden durch die Relation: 
3) y= a — 1. 

Da G, nur eine unter vier gleichberechtigten Gruppen ist, so miissen 
sich die sechszehn 2, derart viermal zu je vier ordnen, dass jedes 
%,x linear abhingig ist von irgend einer demselben Quadrupel ange- 
hérigen Function. In diesem Sinne haben wir: 


2 Qs! 2 
(4) %2,0(@) = te »  %o,2(@) = i »  2,2(@) = aot 








Dem gegeniiber sind 2, 21,9, %,1, %,3 vier Functionen, von denen 
keine einzige linear von irgend einer unter ihnen abhiingt. Diese vier 
2x kénnen wir somit als Hauptmoduln der vier G, ansehen, folgern 
iibrigens aus der Form dieser Gruppen auf Grund des Abel’schen 
Theorems, dass die fraglichen Hauptmoduln lineare Functionen auf der 
C; (3) sind. In der That findet man durch eingehendere Betrachtung: 


- 24,00) = . + —)Vo+6 Vs : 
+i —(—1)V9+6 V8 
ethos V9+6V3 
—(ste—1)V9+6V3 ° 
1 P «4 (te_nV ERAT 
——--=- @) = €&"*- —--- ——— ~- — < 
1+V3 0,3 ( ) y —(e&e—1)V9+6V3 
Fiir die y;,, gilt der allgemeine Satz, dass dieselben Functionen zweiten 
Grades auf der C, sind, wie sich solches analytisch aus Formeln des 


§ 4 dieses Abschnitts sehr leicht ergeben wird. Indessen ist die Form 
dieser Functionen ziemlich pa Einfach sind nur die drei: 


(5) 


X3,1(@) = &- 


1 
1+V3 


3 
(6) ~~ Gye (@) = Wor » —Yo.2 (@) = ero 
qa 


— ¥2,2(0) = =a)" 


§ 3. 
Die Hauptmodula der G,’. 


Die zwilf gleichberechtigten G,’ gehéren ebenfalls dem Geschlechte 
p =O an und liefern somit zwdlf neue Hauptmoduln, welche ich mit 
6;(@), (i=0, 1,...11) bezeichne. Die allgemeine Form der zugehérigen 
Substitutionen ist: 
wu’ == — u + Const. 
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Somit lehrt auch hier das Abel’sche Theorem, dass die 6;(@) lineare 
Functionen auf der C, sind und fihrt uns auf folgende zusammen- 
fassende Form fiir dieselben: 


yt Oh Vor6Vs 


©) 6(@) = > POS) 


§ 4. 
Anderes Galois’sches System der [,,. 


Man setze 2,(@), 2,(@), %,(@) folgenden rationalen Functionen 
von « und y gleich: 


a — 24—2 a? — 2etax — 284 
(1) % (@) a er ly a ae (a) = “ian te —~—, 
2 Ogty — 2 
#,(@) = = — "Fee, 


so sind die g; als rationale Functionen auf der C, Moduln der [,,. 
Durch Zusammenfiigen der drei Gleichungen folgt: 


sowie 
3 
Sy + ef2, + &e, = — =: 


Daraus folgen die Umkehrungen der Gleichungen (1): 





¢ _ & ++ 812, + 8° ey as alia Bie -. a 
@) satin By 8 By + et ey’ ~— By f+ 8% 2, + #8zq” 
d. h. %, 2, % bilden ein Galois’sches System der [y,. 

Dieses Modulsystem besitzt einige Vorziige vor dem System 2, y. 
Um zuniichst die zwischen den 2; bestehenden Relationen aufzustellen, 
schreibe man zusammenfassend: 
w* — 25°! — oe 


2;(@) = “ey — 





Dann folgt: 
x (a®+-8) — 467! (@3—1) 
i a. 


9 


&j 


so dass mit Riicksicht auf die zwischen 2 und y bestehende Relation 
sich der Ausdruck: 


cae V(@I+8) 
c+ e= “4 (a@*—1) 


von ¢ unabhiingig und somit fiir alle drei 2; als gleichgross erweist. 
Also heisst die gesuchte Relation: 


(3) a pl aap emer te, 
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so dass das Polygon der [,, vermége des Systems der 2; eindeutig auf 
eine Raumceurve der vierten Ordnung bezogen erscheint, die durch die 
Gleichungen (3) dargestellt wird. Der gemeinsame Ausdruck von 
2° + &* liisst sich auch als Product der vier Functionen 2; ;: 


e+e x + 2e! x + 2 


> @—1? e¢7—-1? #e#e—1 





auffassen und bleibt als symmetrische Function dieser vier Gréssen 

nach § 2 (4) bei derjenigen Gruppe von @ Substitutionen unveriindert, 

die auf das Integral « den folgenden Einfluss ausiibt: 
u=-+u+ 2a+ 2be. 

Dies ist aber nach friiheren Auseinandersetzungen die Gruppe der 
mod. 3 der Identitiit congruenten Substitutionen. Die Summe 2; + &# 
ist somit ein Modul der dritten Stufe und erweist sich direct als 
Tetraederirrationalitat a. Somit ist: 

(4) 4 =Va—1, 4—p~a—#, 2,—YVa— sé’. 
Die Ty, ist die Gruppe, welche durch Simultanstellung von Ya—1, 
Va—#, Va—e' definirt ist. 

Das Modulsystem der 2; zeichnet sich namentlich deshalb vor dem 
anderen System x, y aus, weil die C, (3) entsprechend den 96 nicht- 
iiquivalenten Substitutionen 96 Collineationen*) in sich zuliisst, wiihrend 
fiir die C, ein Gleiches nicht giiltig ist. In der That entsteht die 
Gruppe der 96 fraglichen Collineationen fiir die homogen geschriebene C,: 

By? + 8? = 2, + 82, = 2,’ + e42,” 
aus den beiden erzeugenden Operationen: 


, , , 


Bq 2 8, 2 By 2 By = 8,3 By i Bq: E8s, 
; re 
Be Shy 3 Be 2 By mi 2 +6/V3-4,:(1+ V3 —&)2,:(1+ V3 — )z, 
V 3423 %, 


BR ee 3 0, —1 
welche bez. den w-Substitutionen (0 a1 (; 0) entsprechen. 
? y, J 


g 5. 
Construction der Punktgruppen fiir J — 0, 1, oo. 
Einem festen Werthe der Invariante J entsprechen im Allgemeinen 


96 discret liegende Punkte sowohl auf der C,, wie auf der C,. Nur 
fiir J = oo fallen die 96 zugehérigen Punkte zu je 6 in 16 Punkte, 





*) Hieraus folgt dann noch im Verein mit Gleichung (1) die Behauptung, 
welche friiher beziiglich der mit y gleichberechtigten Moduln gemacht wurde. 
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fir J—1 zu je 2 in 48 und fiir J =O zu je 3 in 32 Punkte zu- 
sammen. Diese drei Systeme von Punktgruppen kann man auf der 
einen, wie auf der andern Curve durch lineare Constructionen finden, 
nur fallen dieselben fiir die Raumecurve symmetrischer aus, als fiir die 
ebene C,. Uebrigens beweist man die folgenden Behauptungen stets 
vermége des Abel’schen Theorems. 

Auf der ebenen C, markire man zunichst die drei Wendepunkte, 
welche die y-Axe ausschneidet. Einer derselben liegt unendlich fern 
und in ihm wird J=oo. Von dort aus gehen noch drei von der 
Wendetangente verschiedene Tangenten an die C,, welche dieselbe in 
drei Punkten beriihren, die dann ebenfalls J = co tragen. Aber diese 
drei letzten Punkte sind gewéhnliche Punkte der C,, so dass von jedem 
derselben aus nun vier neue Tangenten an die C, gelegt werden kénnen. 
Die 12 solchergestalt entstehenden Beriihrungspunkte vervollstiindigen 
die Gruppe der Punkte die dem Werthe J — oo entsprechen. 

Die 12 zuletzt erhaltenen Punkte machen wir aufs neue zu Aus- 
gangspunkten von je vier Tangenten. Dann erhalten wir in den 48 
Beriihrungspunkten derselben die Gruppe der Punkte, in denen J der 
Einheit gleich wird. 

Die beiden andern auf der y-Axe gelegenen Wendepunkte tragen 
J=0(. Die sechs von ihnen ausgehenden Tangenten beriihren die C, 
in sechs neuen Punkten mit J = 0. Die 24 Beriihrungspunkte, welche 
man dann durch nochmaliges Tangentenziehen von den letzten sechs 
Punkten aus erhiilt, ergiinzen die Gruppe der Punkte mit verschwin- 
dender Invariante. 

Um nunmehr die gleiche Aufgabe auch fiir die C, zu lésen, denken 
wir dieselbe, wie am Schluss des vorigen Paragraphen, auf ein homogenes 
Coordinatentetraeder bezogen. Die sechszehn Punkte, in denen die 
vier Coordinatenebenen dann die C, schneiden, sind die 16 Wende- 
beriihrungspunkte der C, und zugleich die Punkte mit J = oo. 

Jede der Coordinatenebenen wird von den vier Wendeberiihrungs- 
ebenen, die zu den in thr liegenden Wendeberiihrungspunkten gehéren, 
in vier geraden Linien geschnitten, so dass im Ganzen 16 gerade 
Linien in der gedachten Art entstehen. Wir machen dieselben zu 
Trigern von ebensoviel Ebenenbiischeln. Die Ebenen des einzelnen 
Biischels schneiden auf der C, noch drei bewegliche Punkte aus, die 
dann im Allgemeinen von einander getrennt sind. Nur zweimal kommt 
es, abgesehen vom Wendeberiihrungspunkt selbst, im einzelnen Biischel 
vor, dass die drei beweglichen Punkte in einen zusammenriicken. Die 
2-16 so entstehenden Punkte sind die Punkte mit verschwindendem J. 

Zur Construction der 48 Punkte, in denen J der Einheit gleich 
wird, verfihrt man endlich, wie folgt. Man verbinde einen beiiebigen 
Wendeberiihrungspunkt der C, durch 12 gerade Linien mit denjenigen 
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zwolf Wendeberiihrungspunkten, die mit dem ersteren nicht derselben 
Coordinatenebene angehéren. Irgend eine Ebene durch eine dieser 
zwolf Linien schneidet dann die C, noch in zwei neuen Punkten. Aber 
durch jede dieser 12 Linien gehen vier gewéhnliche Tangentialebenen 
der C,, fiir welche also die beiden eben gemeinten Punkte in einen 
zusammenfallen. Die 4-12 so entstehenden Beriihrungspunkte bilden 
die Gruppe der Punkte fiir J = 1. 


Finfter Abschnitt. 


Genaue Untersuchung der [%y;,) fiir eine Primzahl der Form 
p= 6h-+ 5. 


§ 1. 
Zerlegung der G,,>. 


Versteht man unter p eine Primzah] im Kérper der reellen ganzen 
Zahlen, so ist fiir die Untersuchung der zugehérigen [ey der Fall, 
dass p die Form 64+ 5 hat, von dem andern p—6h-+1 von 
vornherein zu trennen. Ersterer gestaltet sich deshalb um sehr viel 
einfacher, weil die Primzahlen der Form 6h + 5 auch im Zahlkérper 
der aus dritten Einheitswurzeln gebildeten ganzen Zahlen den Prim- 
zahlcharakter behalten, wiihrend dieses nicht von den Primzahlen der 
andern Form gilt. Ich beginne daher zuniichst mit dem einfacheren 
Fall p=6h+ 5. Zur Aufstellung simmtlicher Untergruppen der 
endlichen G;,» gelangt man leicht durch folgende Siitze: 

Alle p? Substitutionen vom Typus: 

u = eu -+ (a, b), (a, b=0, 1...(p—1)) 
sind mit einander gleichberechtigt. 

In der That wird die Substitution u’ = ew vermige: 

u = eu + (a, b) 
in die andere: 

u’ = eu + (a, b) 
transformirt. Somit haben wir: 

p” mit einander gleichberechtigte cyklische G,: 
u=eu-+(a,b), =@u+(a —b,a+2b), =e u+(— 2b, 2a+2b), 
=etu-+(—a—2b, 2a+b), =e u+(—a—b, a), =u. 

Weiter zeigt man leicht, dass die p” hier aufiretenden zweiten Potenzen: 
u = eu+ (a—b, a+2b) 
alle von einander verschieden sind, so dass sich in den G, p? gleich- 
berechtigte G, finden. In gleicher Weise bestimmt man auch die Zahl 








ie A. ee ee 
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der in den G, enthaltenen cyklischen Untergruppen eweiter Ordnung G, 
cu p*. Alle diese Gruppen sind vom Geschlechte Null und lassen sich 
iibrigens leicht mit den Drehungen des zugehérigen Fundamental- 
polygons um die Punkte bei J = 0, 1, oo identificiren. 

Hieriiber hinaus haben wir nur noch Substitutionen vom Typus 


vu + (a, b), 
deren Gesammtheit eine ausgezeichnete Untergruppe der Ordnung p* 
G,» bildet. Was die hierin enthaltenen Cyklen angeht, so beachte 
man, dass die obige Substitution eine ist unter sechs gleichberechtigten : 


w=ut(ad) , w=u+(—a,—d), 
w=u+(—ba+b), w=—u+(b,—a—D), 
u=u+t(—a—b,a), w=—u+(a+bd, —a). 
Schliessen wir die Identitit a — b—O aus, so gelten hier folgende 
Siitze : 

Je zwei neben einander stehende Substitutionen sind zu einander 
invers oder die eine ist mod. p betrachtet die (jp — 1)” Potenz der andern. 
Durch Iteration der drei in der ersten Columne stehenden Substitutionen 
erhiilt man drei verschiedene, aber gleichberechtigte Cyklen der Ordnung 
p G,. In der That wiiren etwa die ersten beiden G, einander gleich, 
so miisste die Substitution: 


u =u -+ (—b, a+b) 
u' =u + (a, b) 


eine Potenz von: 


sein, d. h. es wiire 
—b=na, a+b=nb (mod. p) 
oder 
a’ +ab+b?=0 (mod. p), 
was bei der hier vorausgesetzten Form der Primzahl p nicht angeht. 
Abgesehen von der Identitit giebt es (y?—1) Substitutionen der Form: 


u =u -+ (a, b). 

Von diesen enthalten drei gleichberechtigte G, obiger Form 3(p— 1) 
verschiedene. Somit folgt das Resultat: 

Die in der G, enthaltenen Cyklen bilden ptt Systeme von je drei 
gleichberechtigten Gy. 

Die nichtcyklischen Untergruppen anlangend haben wir folgenden 
ersten Satz: 

Eine Gruppe, in der zwei verschiedene G,, enthalten sind, [allt mit 
der Gesammtheit zusammen. 

In der That wiire eine solche Gruppe gegeben, so kénnten wir 
zu einer mit ihr gleichberechtigten gehen, in welcher die beiden frag- 
lichen G, die folgenden sind : 
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u = EU > =m atu vee 
u=eu+(a,b), =—&#&u+(a—b,a+2b)... 
Hiernach finden sich in der fraglichen Untergruppe auch die beiden 
G,, deren Erzeugende: 
u=u-+(a,b), w=—u+(a—b, a+2b) 
sind. Diese beiden G,, die man leicht als von einander verschieden 
nachweist, erzeugen mit einander verbunden die G,:, welche dann im 
Verein mit der G, , ‘ 
=m eu, = su... 

auf die Gesammtheit fiihrt. 

Alle Substitutionen vom Typus: 

u = &”u + (a, b) 

bilden eine ausgezeichnete Gs,>. 

Jede Untergruppe, welche zwei verschiedene G, enthiilt, fillt mit 
der Gs,» gusammen. 

Diesen letzten Satz zeigt man genau, wie soeben den analogen 
fiir die Ge». 

Alle Substitutionen vom Typus: 

w= +u-+ (a,b) 
bilden eine ausgezeichnete Gy». Weitere Untergruppen dieser Go,» 
kénnen héchstens der Ordnung 2p angehéren, sofern dieselben nicht 
eyklisch sein sollen. In der That aber bildet eine beliebige G,: 
u =u-+ (na, nb) 
im Verein mit der G, 
u=—u+(e,d), =u 


eine Gap: 
u=u+t (na, nb), w=—u+ (nate, nb+d) 
und man zihlt leicht ab, dass in dieser Weise tiberhaupt ” + : Systeme 


von je 3p gleichberechtigten Untergruppen der Ordnung 2p Ge, existiren. 


§ 2. 

Die Hauptmoduln der G,, G,, G,. 
Die p* gleichberechtigten Cyklen G, definiren ebensoviele gleich- 

berechtigte Hauptmoduln, von welchen ich wieder den zur Gruppe: 

a=—-a+l1... 

gehérigen mit t(@) bezeichne. Die Function t(@) bildet dann ihre 
negative (oder positive) Halbebene auf einen Complex von Dreiecken 
ab, die innerhalb der u-Ebene ein grésseres Dreieck mit den Winkeln 








wly 


= 
to 
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P14 b 4 
2’ 3? 
der Function t = 1, 0, oo angehdren. 

Das der Function t(@) zukommende Fundamentalpolygon enthilt 
p® Doppeldreiecke, von denen eines, dem Werthe t = 00, @ =tco 
p?— 
— 
Pankten @ = 7 in Cyklen zu je sechs zusammenhiingen. Ist fiir den 


4 . : 
~ wusammensetzen. Diesen Ecken sollen resp. die Werthe 


entsprechend, isolirt verliiuft, wihrend die tibrigen an ~ rationaler. 


einzelnen dieser rationalen Punkte 


= (7), t= (), 


so sei der numerische Werth der Function t in eben diesem Punkte 
bezeichnet durch ¢;,,. Denken wir uns dann i, k als Coordinaten 
complexer Zahlen i + ke, und bilden die mit der eben geschriebenen 
Zahl associirten, so folgt unter Beachtung der Kigenschaften von t(@) 
die Identitiit 
Cb = Ck i4k = Cyt SH * 8 
sowie der Satz, dass die Groéssen 
Ciky Ci4k,—k 

conjugirt complex sind. 

Die Substitutionen der ausgezeichneten G,: (% 6) bezeichne ich 


: oe n* 
wieder mit V;,(@), wobei wie oben: 


i-(7*), #6) 


zu setzen ist. Dann sind: 
(1) Ti,x(@) = t(Vi,n(@)) 
die p* mit t(@) gleichberechtigten Functionen. 
Zu den Hauptmoduln der G, und G, gehen wir wieder durch 


einfache Wurzelziehungen und definiren dabei insbesondere als Galois’- 
sches System der Tg): 


a(a)=j/t, y(o)=yfr—1 
mit der Relation: 
(2) y= —l. 


Die Werthe von z, y im rationalen Punkte o = sind dann 
einfach: 


oe 

t=Vor, y=Von—1, 
wobei sich die zu wihlenden Hinheitswurzeln nach der Festsetzung, 
dass « und y auf der imaginiiren @-Axe reell und positiv werden sollen, 
allein durch die untern Indices 7, k bestimmen. 


26* 
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Beziiglich der mit a gleichberechtigten Functionen gilt nun der 
Hauptsatz : 

Jede Function 

%i,n(@) = % (Vix (@)) 
ist auf der C,: 
y? = 3 — 1 

eine lineare Function. 

In der That zeigt man leicht, dass x;,, Hauptmodul der G,: 

u = — u + (—2i, —2k) 

ist. Gleiches gilt aber nach dem Abel’schen Theorem auch von 


brand -V %i,2n—1 2k 


“a 
lt: Feiss 2k 


3) Re Ee eh hn em 
C(y— V i, 2k— \)+D@—Vex, a 
Hier bedeuten A, B... Constante, die man durch Substitution spe- 
cieller Werthe gleichfalls durch die ¢ ausdriicken kann. 
Eine zweite Art, die 2;, darzustellen, fiihrt auf eine rationale 
Function zweiten Grades auf der C,, die indessen nur eine einzige 
Constante ¢ enthilt. Man setze nimlich: 


U;,x(@) = 3 + Vir(@), 
a(U;,x(@)) = x (V;,.(@)) 





so dass der Ansatz gilt: 


dann ist: 


und andererseits : 
«(U;,.(@)) = — u + (i, k). 
Bei dieser letzten Substitution bleibt die Function 
y+ 9tVGx— :— 3 
x — a Voy Ch x 
ungeiindert und bildet zugleich einen Hauptmodul der zugehdrigen G,: 
a = U;,(@), o =o. 


a(w) - «(U;,x(@)) 
bleibt gleichfalls bei der eben angegebenen G, erhalten und muss eine 
rationale Function zweiten Grades vom Hauptmodul derselben sein. 
Dieser Ansatz fiihrt durch Substitution der Specialwerthe: 


=Vixoo; c=0, y= ti 


(4) 


Das Product: 


auf die Form: 
(5) ines we ROA Ss = 8 9 


(x— V C4). 














er 
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Fiir die Functionen y gilt als Hauptsatz: 
Jede mit y gleichberechtigte Function: 
yi,x(@) = y (Vix (@)) 

ist eine rationale Function zweiten Grades auf der C,. 

Es ist niimlich: 

y(U;,x(@)) = — y (Vin (@)), 

sowie nach (4): 
IT .O)FV Gx — k— my _ YO+V G2 —1 ’ 





6 

( a(U; ,(@)) — Voir x (@) — ~— @(o) — Ve; 5 

Durch Substitution des linearen Ausdrucks (3) fiir 
«(Vi,x(@)) = &(U;,,2(o)) 


in diese letzte Gleichung ist somit die Behauptung dargethan. 


§ 3. 
Die Hauptmoduln der Untergruppen G;:,. 


Die am Schluss von § 1 genannten Untergruppen 2p‘ Ordnung 
Gz, gehéren gleichfalls noch dem Geschlechte Null an. Wollen wir 
somit alle zur [;,» gehdrigen Hauptmoduln kennen lernen, so restirt 
noch die Behandlung dieser G:,. Aber es ist in allen Fallen leicht, 
aus den Functionen x; durch Productbildung den Hauptmodul einer 
vorgegebenen Gz, zu bilden, so dass wir uns beziiglich der rationalen 
Darstellung dieser Moduln auf der C, dann auch sogleich auf die Ent- 
wicklunyen des vorigen Paragraphen berufen konnen, 

Bedeuten a, b, c, d irgend welche Zahlen aus der Reihe 0,1...(p—1), 
so bleibt das Product: 

= 


(1) X(@) — | | Znatc, nb-+dy 

n=0 
in welchem wir die untern Indices nur mod. p nehmen, bei der Gruppe 
der Ordnung 2p: 
(2) u =u+(na,nb), w=—u+ (na—2c, nb—2d) 
unverdndert. Da ferner X(m) auf dem Polygon der [s,: 2p mal un- 
endlich wird, bildet diese Function zugleich den Hauptmodul der durch 
(2) bezeichneten G,,. Somit folgt als Resultat: 

Indem wir in (1) die Zahlen a, b, c,d in jeder Weise auswihlen, 
kommen wir im Ganzen auf p(p-+1) verschicdene Functionen X(o), 
die sich in ert Systeme von je 3p gleichberechtigten Functionen an- 
ordnen wnd in dieser Anordnung den Gz, des § 1 als Hauptmoduln 
angehoren, 
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§ 4. 
Bestimmung der Constanten c;, fiir den Fall p = 5. 


Aus den vorangehenden Erérterungen wird man ersehen, dass 
die explicite Darstellung der zu einer bestimmten [,,: gehérenden 
Hauptmoduln jedesmal dann obne Schwierigkeit geliefert werden kann, 
wenn es méglich gewesen ist, die numerischen Werthe der Constanten 
¢,x zu bestimmen. In den Anfangsfillen wird die hierdurch angezeigte 
Rechnung durchfiihrbar und ich komme hier um so lieber noch auf 
den Fall py = 5 ausfiihrlich zuriick, als gerade dieses Beispiel zweck- 
miissig eine Schlussweise illustrirt, die auch oben bei den analogen 
Rechnungen zum Ziele fiihrte. 

Die Function t(m@) des § 2 bildet ihre negative Halbebene auf 
einen Complex von Kreisbogendreiecken ab, dessen Lage in der w-Ebene 
durch nebenstehende Figur angegeben ist. 
Die fraglichen Werthe von rt in den vier 
Punkten mit J = oo seien der Kiirze wegen 
jetzt durch a, B, y, 0 bezeichnet. Dann 
sind siimmtliche vier Zahlen reell und zwar 
ist des Niheren: 


<0 ycl<pK<a. 
Zugleich kénnen wir t als diejenige Func- 
tion von u auffassen, welche die Abbildung 
einer Halbebene auf ein geradliniges Dreieck 





mit den Winkeln > — _ vermittelt, so 
zwar, dass in den Ecken des Dreiecks die 
2 Werthe t = 1, 0, co statthaben. Dann sind 
**? die Zahlen a,..., 8 die Werthe der Ab- 
bildungsfunction in gewissen rationalen Theilpunkten der Seiten. Bei 
dieser Auffassung ist die Dimension des rechtwinkligen Dreiecks in 
der u-Ebene gleichgiiltig. 

Nun gehore zur [¢.1 die Function ¢(@) genau so, wie t(@) zur 
T>..53 dann ist zuvorderst:*) 

t(¢-+-8)® 

(1) © ea 
Zugleich sind die Dimensionen des zu ¢ gehdrenden rechtwinkligen 
Dreiecks gegeniiber dem obigen gerade die doppelten. Dieser Umstand 
hat insbesondere zur Folge, dass in dem rationalen Theilpunkte der 
Seite, in dem ¢ =a ist, t= 6 wird. Desgleichen miissen auch um- 
gekehrt die Werthe ¢ = 6, t = @ in Formel (1) einander entsprechen. 











*) Cf. Formel (1) pag. 383. 
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Die Fortsetzung der Betrachtung zeigt dann, dass durchaus in der- 
selben Weise den Werthen ¢ = y, 0 resp. die Werthe t = 0, y in (1) 
entsprechen miissen. Der hieraus entspringende Ansatz: 


6(B + 8)* p= at (a + 8) 


“= e4(@—1)? @4(@—1)? 
aes. tua. 
64(0 —1)8? ~ 64(y—1)8 


zeigt sich fiir die Bestimmung der vier Zahlen «, 8, y, 0 hinreichend, 
was wir zuniichst fiir « und 6 durch die nachfolgende Rechnung be- 
weisen. 

Aus dem Product der beiden ersten Gleichungen folgt durch Aus- 
ziehen der dritten Wurzel unter Riicksicht auf die fiir a, B geltende 
Ungleichung die nachfolgende symmetrische Beziehung: . 

(a+ 8)(B+8) _ 4 
ié(e@—1N@—)~ 
welche sich noch einfacher in der Form: 
(A) 5ap = 8(a+f) + 16 
schreibt. Desgleichen folgt aus den beiden ersten Gleichungen: 
(6? — 208 — 8)* —le (a? — 20 — 8)? 
64(B—1)> ’ 64(a—1)> ’ 
so dass hier durch Elimination des Productes («#—1) (6—1): 


—20a—8 6? — 208 —8 
eT 2 eee 








a—l=<= 


folgen wiirde. Ueber das doppelte Vorzeichen entscheidet die Be- 
merkung, dass die Function t in der Mitte der grésseren Kathete den 


Werth*) 10+ 6/3 annimmt, so dass fiir a, 6 die Ungleichung gilt: 
B< 10+ 63 <a. 
Nun kann man die letzte Gleichung auch in die Form setzen: 


(ce — 10 — 6V3) (#104 6V3) 4 22S 10+ 6V3) 
a—l ioe 
woraus sich das untere Vorzeichen als das richtige ane Hierdurch 
erhalten wir eine zweite in « und B symmetrische Gleichung, die sich 
in geordneter Form so darstellt: 


(B) — @B[(a+8) — 38] — (+8)? + 12(@-++f) + 16 = 0. 
Aus (A) und (B) folgt fir (#+ 8) die quadratische Gleichung: 
(0) (a+)? — 16(a4+) — 176 = 0, 

aus welcher sich die positive Grosse 


*) Cf. Formel (2) pag. 383. 
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a + B = 38 + 1875 =—{— -(14 5)’. 


ergiebt. 
Mit Hiilfe von (A) findet sich dann weiter: 


— 16 % zy) _ (1+V5)° 
a- p= Vs (9+4/5) = aVs ? 


so dass « und # die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung: 


STS (0.4.95) 2+ OFT)" 9 


—_— ine th! 


2 


sind. Dieses fiihrt endlich zum Resultat: 


» & p= A )'[-1 43754376 / 416 | 


oder «tes 
— 194+ 9754+ 2+ V/6-+. 


wobei fiir « jedesmal das obere Zeichen gilt. 

Die Berechnung von y und 0 weicht von der soeben gegebenen 
Entwicklung nur dadurch ab, dass wir an einer einzigen Stelle das 
entgegengesetzte Vorzeichen zu wihlen haben. Man kommt dann zu 
dem Schlussresultat: 


7 (2=%)' [- a 


at 9 V5 Fo 
y, 6 =19—9/54 ; s+ Vi’ 





oder 


wobei das obere Vorzeichen der Zahl y angehirt. 


Sechster Abschnitt. 


Genaue Untersuchung der [;y;,) fiir eine Primzahl der Form 
p=6h+1. 


§ 1. 
Zerlegung der G¢,-. 
Die Structur der Gruppe Gs,» ist im gegenwiirtigen Falle, wo 
p = 1 (mod. 6) ist, etwas complicirter, wie solches bereits bei Gelegen- 
heit der cyklischen Untergruppen der G,,> hervortritt. Unveriindert 
zwar iibertragen sich die Angaben iiber die G,, G,, G,, indem wir 
auch hier p? gleichberechtigte G, und darin ebensovicle gleichberechtigte 
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G, und G, haben, die dem Geschlechte Null angehdren und sich leicht 
mit den Drehungen des Polygons um die Punkte bei J = 0, 1, 00 
identificiren lassen. Anders indessen werden die Verhiiltnisse fiir die 
Cyklen aus Substitutionen vom Typus: 
w=u-+ (a, b), 

da jetzt die Congruenz: 
(A) a’ +ab+b?=0, (mod, p) 
Lésungen zuliisst. 

Man bezeichne nun die beiden complexen Primfactoren von p 
durch s, + ¢,¢ und s, + é,é: 

Pp = (3, + 4 €) (+h 8) 
und betrachte die beiden Gruppen der Ordnung p G,: 
u =u+ (ns;, nt), 

so geniigt das Zahlenpaar (ns;, n¢;) der Congruenz (A), wiihrend zu- 
gleich: 
: S=5 +4, = —ft, 
ist. 

Aus diesen letzten Bedingungen folgert man leicht, dass die beiden 
G, von einander verschieden siud, sowie den weitern Satz, dass jede 
mit einer Erzeugenden : 

vu + (si, ti) 
gleichberechtigte Substitution eine Potenz derselben : 
uo = ut (vs,, vb) 

ist. Auf Grund dieses letzten Satzes sind die beiden G, ausgezeichnete 
Untergruppen ; (sie geben offenbar den Antheil an, welchen die Fe y(.; + ¢, « 
an der Gg,» haben). 

Durch die beiden G, werden die 2p — 1 verschiedenen incongruenten 
Liésungen der Congruenz (A) erschépft. Die restirenden Zahlenpaare 


lassen dieselbe Behandlung zu, wie im Falle p= 6h + 5 und fihren 
auf ” = 

Auch die Anzahl der nichtcyklischen Untergruppen ist bedeutend 
grosser. Wir haben zuniichst 

A) Untergruppen mit Substitutionen aller Typen: 

Zwei Systeme von je p gleichberechtigten Gop, 2. B. 

w=eu+ (a,b), a+be=0 (mod. 5+). 
B) Untergruppen mit Substitutionen der Typen 
u = ey + (a, db): 
1. Ausgezeichnete Gs,», die Gesammtheit dieser Substitutionen 

umfassend. 


Systeme von je drei gleichberechtigten Gy. 
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2. Zwei Systeme von je p gleichberechtigten Gs,, z. B. 
u=8u+t+(a,b), a+be=0 (mod. s;+ 48). 
C) Untergruppen mit Substitutionen der Typen 
u =+u-+ (a,b): 
1. Aus der Gesammtheit derselben bestehend eine ausgezeich- 
nete Gz,. 
2. 2 z Systeme von je 3p gleichberechtigten G., 
u=u+(na,nb), w=—u+ (nate, nb+d) 
a+tab+ 20, (mod. p). 


3. Zwei Systeme von je p gleichberechtigten Gz,, z. B. 
w=+u+(a,b), a+be=0 (mod. 5;+42). 
D) Untergruppen mit Substitutionen vom Typus: 
u =u -+ (a, b): 


Ausgezeichnete G,:, die Gesammtheit derselben umfassend. 


§ 2. 
Die Hauptmoduln der Gruppen des Geschlechtes Null. 


Die Entwicklungen der §§ 2,3 des vorigen Abschnitts iibertragen 
sich m. m. sofort auf den gegenwiirtigen Fall; neu hinzu kommen 
nur die Hauptmoduln der unter A), B.2), C.3) genannten Gruppen 
des Geschlechtes Null. Aber man kann nach Analogie der Aus- 
fiihrungen in § 3 des vorigen Abschnitts die Hauptmoduln dieser 
Gruppen 7", YY), X (¢=1, 2; K—=1, 2...) als Producte der 
zu den G,, G,, G, gehérenden Moduln 1, y, 2 in folgender Form 
angeben : 


p—l 
T® =|]: (Vas; +c, nt; + a{@)), 
n=0 


p—l 


(1) Y= J Py (Vor+oni+e(@)), 


“n=0 

p—l 
X=] ] x ( Vas; +0, nt; +a(@)) ’ 

n=v 


wo dann die Substitutionen V(w) wieder in der friiheren Bedeutung 
gebraucht sind. 





Ausgezeichnete Untergruppen vom Geschlechte Eins. 399 


Diese Modulu nehmen offenbar gegeniiber der Gruppe [ey (5, + ¢;«) 
genau dieselbe Stellung ein, wie die t, y, « gegeniiber der [¢,. Ins- 
besondere kénnen wir als Galois’sches System der Cey(s,+1;2) die beiden 
Moduln: 


Y; = T] yu. » ne; (@)), 
; (2) cand 
Xi= J [2(Von,, 0,0) 


n—0 


annehmen und setzen zugleich 


T, = T] eu. ns, (@)) 


: n=0 
Dann ist: 


T(@+1)=—T(@), Y(@+2)— Y(@), X(@+3)=— X(o), 
Formeln, die fiir beide Indices ¢ gleichmiissig gelten. Um das Ver- 
halten von Y und X bei der Substitution @’ = @ + 1 in Erfahrung 
zu bringen, schreibe man z. B. 


¥(@) = y(@) -[ [y(Vas0(o)). 


r s=1 
Dann ist: 


¥(o+1) = — yo) +f Ju(Vas 8). 


Nun ist bei beliebiger Substitution U: 
y(S+- U(@)) = — y(U(@)) 


und da die Factorenanzahl des letzten Productes gerade ist, so folgt: 


¥(o+1) = — y(o)f [y(S-* Vas ne S(@)). 


n=1 
Aber die Gruppe der V,,,, ist ausgezeichnet, mithin sind die Sub- 
stitutionen S-!VS von der Reihenfolge abgesehen mit V identisch, 


so dass 
sein muss. In gleicher Weise findet sich: 
(4) X(o+1) = #'X(@), 


so dass die Potenzen Y?, X° rationale, hier sogar lineare Functionen 
des Hauptmoduls 7’ werden: 


> a+b 5. «f +6 
Paes © ree 
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Die Substitution von @ = ico giebt dann weiter: 
Y’=aT+b, X=, 
sodass X und Y durch die folgende algebraische Relation mit einander 
verkniipft sind: 
(5) Y?=—aX3+b. 
Zum Schlusse zeigt man noch durch die gruppentheoretischen 
Resultate des vorhergehenden Paragraphen, dass in dem System der 


Moduln (1) simmtliche Hauptmoduln aufgeziihlt sind, die zu der Gruppe 
Tenis; + 4° gehoren, 


Braunschweig, Ende April 1887. 














Ueber einen Satz des Herrn Noether. 
Von 


L. StickELBERGER in Freiburg i. Br. 


Der Zweck dieser Note geht dahin, den von Herrn Voss (Bd. 27, 
S. 528—532 dieser Ann.) gegebenen Beweis des Noether’schen 
Fundamentalsatzes in Bd. VI, 8. 351 der Annalen in einem Punkte 
weiter auszufiihren, wo sich der Verfasser mit einer Andeutung be- 
gniigt hat. Die hierbei gebrauchten Siitze iiber Potenzreihen von zwei 
Veriinderlichen, welche weniger bekannt zu sein scheinen, sind in § 1 
zusammengestellt; § 2 behandelt eine Interpolationsaufgabe; in § 3 
wird der Uebergang von den Noether’schen zu den Voss’schen Be- 
dingungen durchgefiihrt, und damit der in Rede stehende Satz neu 
bewiesen. Veranlassung zur genaueren Ausfiihrung dieser Betrachtungen 
gab ein Briefwechsel mit Herrn Noether, vorziiglich aber Besprechungen 
mit Herrn Liiroth, welcher selbst vor liingerer Zeit den Noether’schen 
Satz in iihnlicher Weise bewiesen hat. 


§ 1. 
Hilfssitze aus der Functionentheorie. 


Die im Folgenden zu benutzenden Hilfssiitze iiber Potenzreihen 
von zwei Variabeln sollen hier kurz abgeleitet werden im Anschluss 
an die Abhandlung des Herrn Weierstrass ,,Einige auf die Theorie 
der analytischen Functionen mehrerer Veriinderlichen sich beziehende 
Siitze“ *), 

1. Sei O(a, y) = © eine in der Umgebung von t=—0, y=0O 
regulire (holomorphe) Function der Veriinderlichen x,y, welche also 
fiir kleine Werthe dieser Variabeln durch eine nach ganzen positiven 
Potenzen derselben fortschreitende convergente Reihe definirt wird. 
Kiir « = 0 mige diese Reihe mit dem Gliede ay" beginnen, wo n>0 
und a eine von Null verschiedene Constante ist. Setzt man dann 


*) Abhandlungen a. d, Functionentheorie 8, 107 ff. 
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O(z, y) = ay"(1 + ), 


. , P 1 - . 
so ist w eine Potenzreihe von 2, y, = welche aber fiir « = 0 sich 
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auf eine solche von y allein, und zwar ohne constantes Glied, reducirt. 
Aus dieser Form von w ergiebt sich leicht die Méglichkeit, drei positive 
Gréssen G, H, H, so zu bestimmen, dass |w| <1 wird fiir 
H,<\|y|< H, |x| < G; und zwar kénnen alle drei Gréssen be- 
liebig klein angenommen werden, wiewohl sie nicht vollkommen un- 
abhiingig sind. In Folge dessen sind die Reihen 


1 1 
w —zyw+ zw —---—log(l + w), 
1 
1+ w 


fiir die genannten Werthe von 2, y gleichmiissig convergent, und 


1—w+w— wt... 


kénnen daher wieder als Potenzreihen von 2, y, = dargestellt werden, 


welche ebenfalls fiir «0 sich auf solche von y allein reduciren, 
deren constante Glieder resp. gleich 0 und 1 sind. In dem besonderen 
spiter vorkommenden Falle, wo ® — ay” ein Polynom (m— 1)" Grades 
in y darstellt, enthalten diese Reihen, abgesehen von dem Anfangs- 
gliede der zweiten, nur negative Potenzen von y. 


Wir verweilen zuniichst bei der ersten Entwicklung, 


log O(a, y) = log y + log a + log(1 + ) 


=n log y+ y 4 Xiy-* + P(x, y), 
1 


und schreiben 


wo 43(a,y) wieder eine gewdhnliche Potenzreihe bedeutet. Daraus 
folgt sofort 
O(a, y) BU am ye PV 

Entwickelt man beiderseits die Exponentialgréssen in Potenzreihen, 
was keine weitere Beschriinkung der Veriinderlichen erfordert , so erhiilt 
man links eine gewohnliche Potenzreihe, rechts cine solche, die keine 
héhere Potenz von y als die n° enthilt. Da aber die Coefficienten 
entsprechender Potenzen von y auf beiden Seiten gleich sein miissen, 
so reduciren sich in Wahrheit beide Reihen auf ein Polynom n'" Grades 
in y, welches p(z, y) heisse. Fiir c=0 wird dann X,=—0 (A=—1,2,...) 
und folglich p(0,y) = y". Hingegen wird ce?” = Q(x, y) fiir 
2 =0, y=O0 den Werth a annehmen. Die erhaltene Gleichung 


(1) O(z, 9) = 9(@, 9) Q(, 9) 
gilt tiberhaupt fiir |2|<G, |y|< H, da negative Potenzen von y 
in ihr nicht vorkommen. 











ch 


ve 
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Es ist leicht zu zeigen, dass durch diese Kigenschaften die Func- 
tionen m, Q vollig bestimmt sind, dass sie also z. B. von der Wahl 
der Gréssen G, H, H, nicht abhangen. Hat man niimlich eine andere 
derartige Zerlegung 

o = g*O*, 
wo g* ein Polynom in y bedeutet, in welchem der Coefficient der 
héchsten Potenz von y gleich Eins ist, die folgenden Coefficienten hin- 
gegen regulire durch « theilbare Functionen sind, wiihrend Q* als 
Function von 2, y regulir ist und fir «—0, y=O nicht ver- 
schwindet, dann ist zuniichst der Grad von g* gleich n, weil fiir 
x = () 

—— o .O* atayt+--- 

sein muss. Ferner ist fiir alle hinreichend kleinen Werthe von 2, y 

9 Q 


=o 
Nun kann man aber die oben fiir die Function ® durchgefiihrten 
Betrachtungen in analoger Weise auf gm anwenden; bei geeigneter Be- 


schriinkung von 2, y wird somit 


> =yt t+ Xy*' + Xy "t+: 


* . o“ 
S=1+, g* + Zy*+:- 


wihrend gleichzeitig der Quotient OQ: OQ* als Potenzreihe von x, y 
darstellbar ist, Durch Vergleichung entsprechender Coefficienten wird 
ersichtlich, dass sich beide Reihen auf das constante Glied 1 reduciren. 
Daher ist p* = op, OQ = Of. 

Lisst man die Bedingung fallen, dass fir z= 0, y=0 * von 
Null verschieden sei, so lehren iihnliche Schliisse, dass m als ganze 
Function von y algebraisch theilbar sein muss durch g’*. 


Die soeben gebrauchte Entwicklung von > erhilt man iibrigens 


bei der oben angegebenen Definition von g aus der Gleichung 
g— om y-" ea 

I. Eine gewihnliche Potenzreihe von x, y, welche fiir x = 0 mit 
der Potenz y" beginnt, kann dargestellt werden als Product aus einem 
Polynom (x,y) = y" + Xyy™" + Xa y"™*® +--+ + Xa, dessen 
Coefficienten durch x theilbare Potenercihen von «x sind, in eine ge- 
wihnliche Potenzreihe von x und y, welche fiir x=—O0, y=O0 nicht 
verschwindet. Diese Zerlegung ist eine villig bestimmice. 

Anm. Fiir unendlich kleine Werthe von x hat die Gleichung 
®=0 wm gleiche oder ungleiche unendlich kleine Wurzeln, niimlich 
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die Wurzeln der algebraischen Gleichung (x,y) = 0; die ganzen 
symmetrischen Functionen derselben sind also reguliire Functionen 
von 2. Bekanntlich zerfallen diese Wurzeln in Cyklen von solchen, 
welche bei Umkreisung von z= sich ineinander umsetzen; jedem 
solechen Cyklus entspricht ein Divisor von g(a, y), welcher die niim- 
liche Form wie g hat, aber nicht weiter in Factoren derselben Art 
zerlegbar ist. Fiir die gegenwirtigen Betrachtungen kann jedoch von 
dieser Zerlegung und um so mehr von den Entwicklungen der Wurzeln 
selbst nach gebrochenen Potenzen von x abgesehen werden; ja man 
braucht die Wurzeln gar nicht in die Rechnung einzufiihren. 

2. Wir werden nunmehr untersuchen, wie weit eine zweite Potenz- 
reihe ¥(z, y) mit Hilfe von O(a, y) reducirt werden kann unter Be- 
schrinkung auf kleine Werthe von z,y. Anstatt mit ® operiren wir 
aber zuniichst mit der vorhin definirten Function g(x,y), oder viel- 
mehr mit einem Polynom 


P(t, y) = Xoy* + Xyy* +--+ + Mrs 
dessen Coefficienten Potenzreihen von x und mit Ausnahme von X, 
durch # theilbar sind. Wir wiihlen die oben gebrauchten Grdssen 
G, H, H, so, dass die Stelle z= G, y = H dem Convergenzbereiche 


der Reihe ¥ oder doch dessen Begrenzung angehért. Dann ist als 


: 1 y 1 
Potenzreihe von z, o und = als soleche von 2, y, : darstellbar. 


Trennt man iihnlich wie oben: 


Vie, y) a= D5 Yay -{- Q(z, Y), 


; 9 (£,y) 
so wird 


\) »: 
¥(x, ¥) — 9(@, y) 2, (@, y) = H(z, 9) Py Xay*. 
i 


Die schon zweimal angewandte Schlussweise lehrt, dass beide 
Seiten dieser Gleichung sich auf ein Polynom (m— 1)" Grades (x, y) 
in y reduciren, also 


(2) ¥ (a, 9) = ¥(@, ¥) + 9(#, 9) D4 (2, 9) 

gesetzt werden kann. Giibe es eine zweite Darstellung dieser Art: 
Y= y* + 9Q,*, 

so wiirde 


(vy —¥*)— = 0,79, 


sein, woraus in bekannter Weise Q* = Q, y* = wp folgte. 

Die hiernach véllig bestimmten Functionen ~, Q, nennen wit den 
Rest und Quotienten der Division von ¥ durch @ (fiir die Umgebung 
der Stelle x=—0, y=0). Die Function ¥ heisst theilbar durch g, 























Ueber einen Satz des Hrn, Noether. 405 


wenn der Quotient fiir kleine Werthe von xz, y regulir ist; die Be- 
dingung dafiir ist nach dem Gesagten das identische Verschwinden des 
Restes. Nennt man ferner zwei Functionen ¥,, ¥, congruent nach 
dem Modul g, falls ihre Differenz durch  theilbar ist, so ist die 
nothwendige und hinreichende Bedingung der Congruenz die Ueber- 
einstimmung der Divisionsreste, Fir diese Theilbarkeit und Congruenz 
gelten die gewohnlichen Siitze iiber Addition, Subtraction und Multi- 
plication. 

Ist Y selbst ein Polynom m‘ Grades in y, so wird der Quotient 
Q, ebenfalls ein Polynom, und zwar m — n'" Grades; er verschwindet 
fiir m <n. Fiir soleche Polynome fiallt also dieser Begriff der Theil- 
barkeit und Congruenz mit dem gewdhnlichen algebraischen zusammen. 

Man kann einen Schritt weiter gehen und die hier betrachtete 
Congruenz (mod. gm) als eine solche nach dem Modul ® auffassen ; 
dabei ist Y als theilbar durch ® anzusehen, wenn der Quotient 
Y:® als Potenzreihe von x, y darstellbar ist. In diesem Sinne sind 
die unter 1. betrachteten Functionen ®, » gegenseitig durcheinander 
theilbar; jede Function, die fiir kleine Werthe von z,y reguliir ist 
und im Nullpunkte einen von Null verschiedenen Werth hat, ist als 
Kinheit des betrachteten Gebietes aufzufassen. 

In dem Falle, wo ® ein Polynom m' Grades ist, kann nian 
durch Reihenentwicklung des Quotienten ¥:® mit Leichtigkeit ein 
Polynom (m — 1)'" Grades finden, weleches == ¥ (mod. ) ist. Dieser 
Rest kann zwar in manchen Fiillen den friiher definirten vom Grade 
n — 1 vertreten; da er indessen durch die Gradbedingung bei weitem 
nicht bestimmt ist, so lisst sich auf ihn kem brauchbarer Theilbarkeits- 
begriff basiren. 

Il. In Bezug auf die unter 1. charakterisirte Function ® als Modul 
ist jede Potenzreihe von x,y congruent einer und nur einer solchen, 
welche keine hihere Potenz von y als die (n — 1)” enthiilt. 


§ 2. 
Die Hermite’sche Interpolationsformel. 


Aus der Lehre von der Elimination einer Variabeln aus zwei 
ganzen rationalen Functionen derselben ist folgender Satz bekannt, 
welcher die Grundlage des Folgenden bildet: 

Bedeuten gp, ®, » Polynome in y von den Graden n, m, m-+-n—1, 
und ist die Resultante R der beiden ersten von Null verschieden, 
dann giebt es zwei véllig bestimmte Polynome 7, X der Grade n — 1, 
m—1, welche die Gleichung 


Ry = 740+ Xp 


Mathematische Annalen, XXX, 











406 L. SrickerBerGEr. 


identisch befriedigen; die Coefficienten derselben sind ganze Functionen 
von denen der gegebenen Polynome. 

Ausserdem sei daran erinnert, dass die Resultante von » mit dem 
Producte von mehreren Polynomen gleich ist dem Producte der Resul- 
tanten von g mit den einzelnen Factoren dieses Productes, 

Nun seien h Polynome q,, 9, ..., m, von den Graden m,, 9, ..., % 
gegeben; ferner werde 


(1) m=, + M+ --- + Mm, 

D = Pi Po ++ > Pi = Hr, (k= 1,2,---+,h) 

gesetzt. Sind die Polynome gq, theilerfremd, d. h. sind die Resultanten 
von je zweien derselben siimmtlich von Null verschieden, dann gilt 
dasselbe von der Resultante von g, mit @,, welche wir durch R, be- 
zeichnen. Bedeuten daher y,, %,, ..., Ya beliebige Polynome vom 
Grade »— 1, so kann man nach dem Vorhergehenden setzen 


(2) Ride = 2% + Xige.- 
Die durch die Gleichung 
€ z € 
(3) v= > & %, (k=—1,2,...,h) 


d@inirte Function y ist dann ein Polynom (nm — 1)'*" Grades in y, 
welches die h Congruenzen 
v = y (mod. Mx); (k=1,2,--., h) 

befriedigt. In dem besondern Falle, wo die Functionen g, alle vom 
ersten Grade sind, reducirt sich die Gleichung (3) in Verbindung mit 
(2) auf die Lagrange’sche Interpolationsformel; im Hinblick auf die 
Arbeiten von Herrn Hermite*) méchte ich die Gleichung (3) als 
Hermite’sche Interpolationsformel bezeichnen. 

Il. Sind —,, Qo, ---, pa theilerfremde Polynome in y von den Graden 
My, My, -+ 9 MA, SE M— MN, + N,+----+ Mm, Sind ferner Wy, Vo -.4 Vi 
irgend welche Polynome (n—1)”" Grades, dann kann man cin Polynom 
(mn — 1)" Grades w bilden, welches nach den h Moduln g, der Reihe 
nach den Functionen y, congruent ist; die Coefficienten von w sind 
rational aus denen der gegebenen Polynome gebildet derart, dass der 
Nenner das Product der stimmilichen Resulianten aus je zweien der 
Functionen , darstelit. 

Dureh die bisherigen Annahmen ist die Méglichkeit nicht aus- 
geschlossen, dass eine, aber auch nur eine, der Functionen gy, in 
Wirklichkeit von niedrigerem als dem angegebenen Grade sei; ist dies 
der Fall, so ist die in Satz III erwihnte Function durch die ange- 
gebenen Bedingungen nicht vdéllig bestimmt; setzt man hingegen voraus, 


*) Crelle-Borchardt’s Journal 84, S. 70ff., sowie Cours d’Analyse I (1873), p, 265 ff. 
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dass jede der Functionen g, wirklich vom Grade m sei, dann giebt es 
keine andere Function (nm — 1)'" Grades, welche die h Congruenzen 
befriedigt. 

Im Folgenden kommt der Fall in Betracht, wo die Coefficienten 
der Polynome g;, ¥ fiir kleine Werthe von z reguliire Functionen 
von « und ausserdem fiir z = 0 die Polynome selbst theilerfremd sind; 
dann sind auch die Polynome y% und die Resultanten FR, regulire 
Functionen von 2, und letztere durch 2 nicht theilbar; mithin ist 
auch y von gleicher Beschaffenheit wie die Functionen 4%. 


§ 3. 
Der Noether’sche Satz. 


In den niichstfolgenden Erérterungen soll unter ,,Polynom‘ eine 
solche ganze rationale Function von y verstanden werden, deren Coeffi- 
cienten gewohnliche Potenzreihen von 2 sind, unter dem Grade eines 
Polynoms derjenige in Bezug auf y. 

Sei ®(z, y) ein Polynom n' Grades, in welchem der Coefficient 
von y" durch x nicht theilbar ist. Setzt man 


(0,4) =AQY—y)"*--Y— Mm)”, 
wo die Gréssen y, ...y, von einander verschieden sind, so kann man 
nach § 1 ein Polynom g,(«, y) finden, welches vom Grade m, ist, in 
® aufgeht und fiir = 0 in (y — y%)"* tibergeht, und zwar ist nach 
den dortigen Ausfiihrungen die Theilbarkeit von © durch g, als 
algebraische aufzufassen. Die verschiedenen Polynome g, sind aber 
fiir 2 —0O und um so mehr fiir unbestimmtes x theilerfremd; mithin 
ist ® durch das Product der g, theilbar; wir setzen 


D = VP, G2 +. + Pa- 

Nun seien J’, f zwei weitere Polynome von solcher Beschaffenheit, 
dass in der Niihe jedes der Punkte x =0, y= y% 
(1) f=V,F+ Xo 
gesetzt werden kann, wo Y,, X; Potenzreihen von zw, y — y sind. 
Nach § 1 ist Y, nach dem Modul g, congruent einem Polynom 4%, 
vom Grade m — 1 (oder auch, wenn man bloss mit Hilfe von 
reducirt, einem solchen vom Grade » — 1). Nach § 2 giebt es ferner 
ein Polynom (m — 1)!" Grades w, welches den h Congruenzen p=y,.=; 
(mod. g,) geniigt. Daraus folgt 

f—v~F=/ — ¥.F = 0 (mod. g,), 
und diese Congruenz sagt aus, dass das Polynom f — oF algebraisch 
theilbar ist durch g,. Wegen der Beschaffenheit der Polynome gy, 
und der Function @Q ist also jene Differenz durch ® theilbar, und der 
27* 
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Quotient ein Polynom x der hier betrachteten Art; es ergiebt sich 
somit 


(2) f=vF + 79. 

Macht man nun die Voraussetzung, dass die Polynome 9, F fiir 
unbestimmtes « theilerfremd seien, so ist durch diese Gleichung nebst 
der Gradbedingung y vollig bestimmt, und man gewinnt den Satz: 

IV. Seien ©, F, f Polynome in y, deren Coefficienten Potenz- 
veihen von x — x, sind; die Resultante der beiden ersten sei fiir un- 
bestimmtes x von Null verschieden, und der wirkliche Grad von D sowohl 
allgemein wie auch fiir «=x, gleich n. Bestimmt man dann ein 
Polynom (n — 1)" Grades w nebst einem andern x derart, dass die 
Gleichung f = WF + x® identisch wird, dann werden die Coefficienten 
von wy und x ebenfalls gewihnliche Potenzreihen von « — x, sein, wenn 
fiir jede zu x= 2%, gehorige Stelle x= 2%, y= yx zwei Potenzreihen 
Wi, Xi von &— X%, Y — yx existiren, welche die Gleichung 

f=ViF + Xo 
befriedigen. 

Hierzu ist noch zu bemerken, dass fiir diejenigen der erwiihnten 
Punkte, in welchen / von Null verschieden ist, f gar keiner Be- 
dingung unterworfen ist, da man in diesem Falle X; == 0 setzen kann. 

Jetzt seien ©, F', f ganze rationale Functionen von x und y; die 
beiden ersten seien theilerfremd, und », m ihre wirklichen Grade in y. 
Bestimmt man die Polynome w, x aus der Gleichung (2) mit der Be- 
dingung, dass ~» vom Grade (m — 1) sei, so ergeben sich dieselben 
als rationale Functionen von 2; als Nenner tritt zuniichst die Resul- 
tante R von ® und F' in Bezug auf y auf, und ausserdem, wenn der 
Grad von f grésser als m + n — 1 ist, eine Potenz des Coefficienten 
von y" in ®, Wenn dieser Coefficient mit R keinen gemeinsamen 
Theiler hat, und wenn fiir alle Schnittpunkte der Curven O=0, F'=0, 
fiir welche « und damit auch y einen endlichen Werth hat, f die in 
Satz 1V geforderte Eigenschaft besitzt, so sind die Coefficienten der 
Polynome w, x reguliir fiir alle diejenigen Werthe von 2, welche 
R=0 machen. Sie sind daher iiberall reguliir, d. h. ganz, wenn 
entweder jener Coefficient constant oder f héchstens vom (m-+-n— 1)!" 
Grade ist. Auf den ersten dieser Fille kann aber bekanuntlich jeder 
andere reducirt werden durch Einfiihrung der Variabeln 2 = x + cy 
an Stelle von x, wobei nur gewisse specielle Werthe von ¢ auszu- 
schliessen sind. Die Bedingungen fiir f erleiden durch diese Trans- 
formation keine Aenderung. Wendet man daher das eben gewonnene 
Resultat auf die transformirten Functionen an und substituirt riick- 
wiirts, so bleibt das Ergebniss bestehen mit der einzigen Aenderung, 
dass iiber die Grade der Functionen ~, zy in Bezug auf y nichts be- 
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stimmtes mehr ausgesagt werden kann. Wir haben also den Satz des 
Herrn Noether gewonnen. 

V. Sind %, F, f ganze rationale Functionen von x,y, die beiden 
ersten ohne gemeinsamen Theiler, und lisst sich in der Umgebung jeder 
endlichen Stelle x, y, f in die Form Yo + XI bringen, wo ¥, X 
Potenzreihen von 2 — %, y — Yo bedeuten, dann kann f in die Form 
vo + 4F gesetat werden, wo w, x ebenfalls ganze rationale Functionen 
bezeichnen. 

Die Bedingungen des Satzes beziehen sich in Wirklichkeit nur 
auf diejenigen Punkte, fiir welche @, F gleichzeitig verschwinden, da 
sie in allen iibrigen von selbst erfiillt sind. 

Wir kehren nochmals zu den Bedingungen des Satzes 1V zuriick. 
Nach dem Beweise, den wir gegeben haben, kénnte die Gleichung (1) 
durch die Congruenz 

f =. F (mod. g,) 

ersetzt werden. Benutzt ist in der That nur diese Congruenz, welche 
aber nicht weniger fordert als die friihere. Macht man speciell die 
Annahme, dass die Discriminante von ® nicht identisch verschwindet, 
so sagt diese Congruenz aus, dass fiir die in der Nihe von a, y% ge- 
legenen Punkte der Curve @=0O die Gleichung f= Y, 2" bestehe, 
dass also nach der von Herrn Noether gewiihlten Terminologie der 
Quotient f: 7’ den Charakter einer ganzen Function von aw, y habe. 
Der Satz V ist insofern allgemeiner als der urspriingliche Noether’sche, 
als er die Discriminante von © keiner Beschriinkung unterwirft. 











Ueber den Fundamentalsatz der Theorie der algebraischen 
Functionen. 


Von 


M. Norruer in Erlangen. 


Im VI. Bande dieser Annalen, pag. 351, habe ich die fiir eine 
algebraische Curve f(x, y) =0 nothwendigen und hinreichenden Be- 
dingungen untersucht, damit sich bei gegebenen rationalen ganzen 
Functionen p(x, y), v(x, y) die ganze Function f in die Form setzen 


lasst: 
wo A und B ebenfalls rationale ganze Functionen von x und y werden 
sollen. Diese Bedingungen waren: 

Fiir jede Schnittstelle x = 2x,, y= y, der beiden Curven » = 0, 
wy = 0 muss f diejenige endliche Anzahl (a) von Bedingungsgleichungen 
erfiillen, welche aussagen, dass man f bis zu Gliedern beliebig hoher 
Dimension in %— %y, y¥ — Yo hin mit einem Ausdruck 

Ag+ By 
identisch machen kann, wo A’, B’ ganze Functionen unbegrenster Ord- 
nung in £— %q, Y¥ — Yy (Potenzreihen) vorstellen. 

Dabei wird die Zahl « der Bedingungsgleichungen gleich der 
Anzahl e« der Schnittpunkte von mg = 0, » = 0, welche in die Stelle 
“=2%, y=y, fallen. In meinem algebraischen Beweis des Satzes 
war von der Thatsache, dass die Potenzreihen A’, B’ convergiren, kein 
Gebrauch gemacht. — 

Kine genauere Betrachtung dieses Beweises zeigt nun, dass derselbe 
als aus zwei Theilen bestehend aufgefasst werden kann: 

a) aus einer Zuriickfiihrung des Satzes fiir den allgemeinsten 
Fall eines beliebig singuliren Schnittes von pgp =0, »=O auf den 
Satz fiir den ,,einfachen“ Fall, in dem sich zwei Curven ® = 0, »y = 0 
an jeder Stelle, wo ® = 0 einen k-elementigen, » = ( einen /-elemen- 
tigen Punkt hat, nur in kl, und nicht mehr Punkten schneiden; 

b) aus der Behandlung dieses einfachen Falles. 
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Da nun in neuester Zeit von Herrn Voss eine directe algebraische 
Behandlung dieses ,,einfachen“ Falles*) geliefert wurde, welche eben- 
falls nur die Erfiillung je der k! Bedingungsgleichungen fiir die Coef- 
ficienten von f voraussetzt, und da andrerseits die unter a) genannte 
Zuriickfiihrung auf diesen Fall iiusserst einfach wird, so scheint es 
angemessen, dieselbe hier auch explicit durchzufiihren. Dies ist der 
Inhalt des folgenden § 1. 

Im § 1 seiner unten citirten Note giebt Herr Voss im allgemeinsten 
Fall ein engeres Criterium fiir die Darstellbarkeit von f in der Form 
Ag+ By, das zunichst noch weitere Bedingungen fiir / in sich zu 
schliessen scheint, als die oben genannten Bedingungsgleichungen 
meines Satzes; und verweist fiir den Uebergang von diesem Criterium 
zu dem meinigen auf meine Betrachtungen. Ich werde in § 2 den 
Beweis des Voss’schen Criteriums nochmals in etwas modificirter Form 
ausfiihren **), in § 3 die Méglichkeit jenes Ueberganges wenigstens fiir 
den ,,einfachen “ "Vall durch eine Discussion der linearen Bedingungs- 
gleichungen fiir f in der That erweisen. 

Man hat somit fiir meinen Satz im allgemeinsten Fall zwei neue 
Beweise: einen rein algebraischen (ohne Convergenzbetrachtungen), 
indem man mit dem § 2 der Voss’schen Note den folgenden § 1 ver- 
bindet, und einen gemischten durch Verbindung der folgenden drei 
Paragraphen. 


§ 1. 

Seien gm und w~ zwei ganze rationale Functionen von 2, y ohne 
gemeinsamen Theiler, und sei R die Resultante in 2 von » und y. 
Man hat dann zuniichst eine Gleichung 
(1) R=Cyp + Dy, 
wo C und D ganze rationale Functionen von 2, y sind. 

Vorausgesetzt werde: 

a) eine solche Annahme des Coordinatensystems, dass wenn % — 2, 
irgend ein Factor von R ist, alle zu « = a, gehdrenden Elemente von 
~ = eine von der Geraden % — %, = 0 verschiedene Richtung haben 


(a. h. dass fiir keines dieser Elemente ct * gu co wird); 


b) der zu beweisende in der Rinleitung genannte Satz fiir den so- 
genannten ,,einfachen“ Fall zweier Curven (s. Hinleitung) ; 

c) dass fiir jede endliche Schnittstelle z= x,, y= y, der beiden 
Curven gp =0, =O die ganze rationale Function f von 2, y bis 


*) Ueber einen Fundamentalsatz aus der Theorie der algebraischen Func- 
tionen, im § 2, Mathem. Annalen, Bd. XXVII. 

**) Veranlasst durch und gestiitzt auf einige giitige briefliche Bemerkungen 
des Herrn Stickelberger iiber den Umfang des Voss’schen Criteriums. 
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zu Gliedern beliebig hoher Gesammtdimension in « — x, y — y, hin 
mit emem Ausdruck 

Ag+PBye 
identisch gemacht werden kann, wo 4’, B’ ganze Functionen unbe- 
grenzter Ordnung in 2 — x, y — yy vorstellen. 

Ich will zuerst zeigen, dass eine Gleichung existirt der Form 
(2) Cf=—AR+ Ay, 
wo C die in (1) so bezeichnete Function ist, A und A ganze rationale 
Functionen von 2, y sind, 

In der That stehen die Curven R und y nach Annahme a) in der 
Beziehung des ,,einfachen“ Falles und es gilt nach b) die Gleichung 
(2), wenn nur fiir jede endliche Schnittstelle von R=0O, » =O die 
fiir die Darstellung (2) von Cf nothwendige Entwicklung angebbar ist. 

Nun hat man fiir eine Schnittstelle «= z,, y= y, von R = (0, 
% = 0, in welcher g = 0 ist, nach Voraussetzung c) bis zu Gliedern 
beliebig hoher Dimension hin eine Entwicklung 

f=A'p + By, 
also nach (1): 
Chf=ACo+ BCy=AR+ (BPC—AD)y; 
und fiir ein gemeinsames Werthsystem a=2,, y=y, von R =O, 
w= 0, in welchem @ von 0 verschieden ist, nach (1) 
Dt 


oe Ys 


Of = £ a 
wobei auch = wegen (2%, yi) += 0, nach positiven ganzen aufsteigen- 
den Potenzen von x — x, y — y; eutwickelt werden kann. Dies waren 
aber die Bedingungen fiir die Darstellung (2). 

Aus (2) und (1) folgt jetzt 
Cf = CAy + (DA+A)y; 
da aber, wegen Annahme a), die Function » mit C keinen Factor 
gemein haben kann, der ja nach (1) auch in R enthalten sein miisste, 


muss DA-+A durch C theilbar sein, und man hat daher die zu 
beweisende Darstellung 
(3) f=Ap+ By. 

In Bezug auf die Ordnungen der beiden Curven A und B ist zu 
bemerken: Unter der Voraussetzung dass die Schnittstellen von m = 0, 
y = 0 nur auf endliche Werthsysteme von # und y fiihren, wird, wenn 
m,n, xv die Ordnungen der Curven , %, f sind, R von der Ordnung 
mn und C in (1) von der Ordnung mn —m; ist dann durch Be- 
trachtung des einfachen Falles gezeigt, dass AR in (2) von nicht 
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hdherer Dimension als Cf angenommen zu werden braucht, so wird 
aus (2) die Curve A von der (r—m)'" Ordnung; ebenso B von der 
(r — nm)" Ordnung; so dass also auch bei Einfiihrung homogener 
Coordinaten auf der linken Seite von (3) kein Factor hinzutritt. 


§ 2. 


Von den beiden gegebenen Polynomen m'*, bez. ne" Ordnung in 
“z,Yy, p und y, werde hier angenommen, dass sie keinen Factor gemein 
haben und dass y in @ in der m', in yw in der n' Potenz wirklich 
vorkommt. An Stelle einer Function f, von der re" Ordnung in 2, y, 
kann man dann, durch Zufiigung eines Ausdrucks der Form L. fy, 
eine Function F’ betrachten, welche ebenfalls von der rv Ordnung in 
“x,y ist, aber in y héchstens auf die (m-+-n— 1) Potenz steigt. 

Das Voss’sche Criterium lautet dann: 

Zur Darstelibarkeit von F in der Form 


(4) F=Ap+By 


ist nothwendig und hinreichend, dass in der Niihe jedes gemeinsamen 
Punktes « = 2%, y = yy von p = 0, » =0 eine Entwicklung existirt: 


(5) F=ayp+ by, 


wo a,b Polynome (n—1)'", bez. (m—1)* Ordnung in y sind, deren 
Coefficienten Potenzreihen in x — x, mit gangen positiven Potenzen sind. 

Zuniichst ist zu bemerken, dass die Gleichung (5), sobald sie fur 
einen Bereich von # um 2 und von y um y, erfiillt ist, zugleich fiir 
denselben Bereich von «, aber alle Werthe von y gilt, da y in (5) 
nur in endlicher Potenz eingeht. Die Annahme 5) erstreckt sich also 
sugleich auf alle etwaigen Schnittpunkte von op =0, »~=0O, die zu 
demselben Werth x, von x gehdren. 

Zum Beweis des Criteriums ist die bekannte Identitiit 


(6) RF =Cop + Dy, 


wo R die Resultante in x von pm und wy, C und D Polynome in 
x,y sind, beizuziehen und mit (5) zu vergleichen. Die Grade von 
C und D in x, y werden bez. » — 1 und m—1. Aus (5) und (6) 
folgt fiir die Werthe von z in der Nihe von 2: 


(R-4) 9+ (rb) ¥=0, 


wo auch - —a@ nur vom (n—1)', 2 — b vom (m—1)' Grad in y 


ist. Da aber diese Gleichung fiir alle Werthe von y gilt und g und y 
keinen Factor gemein haben sollen, wird nothwendig 
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Cc D 
3 e=9, Rb =9, 


fiir die Werthe von x um 2, und fiir alle y. Dies sagt aus, dass die 
Coefficienten der Potenzen von y in C und D durch den Factor (~— a,)* 
von J& theilbar sein miissen. Macht man also die Annahme (5) fiir 
jeden Factor von R, so werden C und D durch & theilbar, und es 
folgt aus (6) die Gleichung (4). 

Auch hier folgt wieder, wenn alle Schnitistellen von p=0, p=0 
fiir endliche Werthsysteme von z, y stattfinden, aus (6) die Ordnung 
ry —m des Polynoms A, r —m von B. 

Noch ist zu bemerken, dass dieselben Schltisse auch direct auf f, 
statt auf F, hiitten angewandt werden kénnen, indem man nur die 
Grade in y fiir a, b, C, D endlich annimmt. 


§ 3. 

Es ist nun zu zeigen, dass die in § 2, (5) vorausgesetzte Bedingung 
fir Fin der Nihe von 2 =, immer erfiillt werden kann, sobald 
a) F den Bedingungsgleichungen geniigt, welche sich aus einer Ent- 
wicklung in einer Schnittstelle = 2, y= y,. von p=0, Y= 0: 
(7) F=Agp+By 
ergeben, wo A’, B’ ganze Functionen unbegrenzter Ordnung in z—2, 
und y—y, vorstellen, und sobald b) fiir zc = 2 keine weitere Schnitt- 
stelle von p = 0, » = 0 existirt, als y = y. 

Zu diesem Zwecke ist nachzuweisen, dass nach Erfiillung der aus 
(7) folgenden Bedingungsgleichungen fiir F die in den Gliedern 
niedrigerer Dimension von A’ und B’ noch willkiirlich bleibenden 
Coefficienten so gewihlt werden kénnen, dass 4’, BD’ mit den in y 
rationalen ganzen Functionen a, b von (5) zusammenfallen. 

Dieser Nachweis soll aber hier nur fiir den ,,einfachen“ Fall gefiihrt 
werden, dass p= 0 in s=—a%, y= yY, einen k-elementigen, »y = 0 
einen l-elementigen Punkt hat, mit nur k/ an diese Schnittstelle fallen- 
den Schnittpunkten. 

Ich ordne alle Functionen F’, 9, », A’, BD’ nach aufsteigenden 
Dimensionen in  — x, y — y, und bezeichne die Glieder i‘ Dimen- 
sion in 2 — 2%, y — y, beziiglich mit 

F;, Pi, Vi,» Gy bi, 
den Coefficienten von (*—x,)'-* (y—yy)* dieser Glieder mit 
Fi, Pin WViny Gin, Dia. 

Wegen der Annahme des ,,einfachen“ Falles verschwindet nicht 
die Resultante P der Glieder niedrigster Dimension in « — 2), y — Yp 
von m und w%, gy, und y: 
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wo P die aus 1 Reihen der g,, und & Reihen der y,, bestehende 
Determinante ist; und wegen Annahme b) verschwindet nicht die 
Resultante @ der beiden Formen (m—k)'" und (n—1)" Grades: 
Prk + Prp1,041(Y¥—Yo) Hs ++ Pum(Y—Yo)™™ 
Vir b Vips,ert (Y—Yo) ++ + Yan (Y—Yo)'s 


die aus m und » vermége xz = 2, entstehen: 


Pk,k Pk+1, +1 a Pinym 
Pik shit Sih Pmm 


9) mn ae a eS 0 he 


en 2? eS ‘ Wan 
Vin area ; ‘ Van 








wo @ die aus » —/ Reihen der y,,, und m — k Reihen der y,; be- 
stehende Determinante ist. 
Jetzt betrachte ich die nach (7) zu erfiillenden Systeme: 


F, = A Dx, 
(a) re = 4, Di + Ay Pi, 


Fy = G1 Pet i—2 Pega +e tit Oe Vig + 


(eo) Frpepg= Gite Pet Gite—1 Pepi: Uepe Wit Oipe—1 Wg: 
(e@=0,1,2,...). — 

Die Gleichungen, welche durch Coefficientenvergleichung aus den 
Systemen («#) entstehen, bestimmen, nach Erfiillung der // aus («) fir 
F entstehenden Bedingungen, die Gréssen 

yy Uyy +++ Qty Dgy Dyy~. -y Da 
eindeutig wegen (8). 

In den Gleichungen (a) ist nach Annahme des § 2 iiber F’: 
(10) F,,=0 fir ho>m+n; 
ferner setze ich 
(11) 


a,=9 fir h>n, bra=O0 fir h>m, 























416 | M. Norrner. 


und weise nach, dass die Systeme (@)) dann auch die Ausdriicke 


a; (t>1), 0; (i>k) 
eindeutig bestimmen. 
Zu dem Zwecke ordune ich die zu bestimmenden Coefficienten zuerst 
in Systeme: 


(Bo) Arto,t> Bipot, rpt)+++)Anpo—1,n—1) Deto,ks Di-po4s,041)+++)0mto—1, m1} 
(Yo) Gite,0) Gto,1 pee) Ait+o,1-1 ’ Di+o,05 Dips, 1 gee Vito,k—1 ; 
(o=0, 1, 2, ee - 

und bestimme diese Systeme in der Ordnung: 


(Bo), (Yo)» (Bry (71)> «+ +» (Bo), (Yo), ++ « 

Kin System (a,) fihrt auf k +1-+ @+ 1 Gleichungen, welche 
linear sind in den Systemen (8) und (y). Zur Bestimmung der 
m+» —k—1 Grossen (f,) ist nun je die leézte der Gleichungen zu 
nehmen, welche sich aus den Systemen (q) fiir 

o=0,1,...m+n—k—I1—1 


ergeben; niimlich die m + » — k —1 Gleichungen: 


Papi, ryt = 1,1 Pek + U—1,1-1 Pepirazs + -° 
+ De Vit Oe ea Dep eer e 


7 
I m+n—1, m-+-n—1 == An—-1,n—1 Pin,m + Din—1, m—1 Wn, ne 


Dieselben bestimmen die Gréssen (6,) eindeutig, weil die Determinante 
der Coefficienten derselben zu @ = ( (Forme! (9)) wird. Die letzten 
Gleichungen aus den weiteren Systemen (a), fiir e>m-+-n—k—l, 
sind dann, wegen (10) und (11), identisch erfiillt. 

Zur Bestimmung der k + / Gréssen (y,) dienen die k + 1 iibrigen 
Gleichungen des Systems (@,): 


Frsia = Ain Pk,0 + Ai h—1 Pk, + 778 Din Wi,0 + Din—t Wit +- 77%, 
(h=0,1,...k+1—1) 
mit der Determinante P +- 0 (Formel (8)). 
Zur Bestimmung der m + » — k — 1 Grossen (6,) hat man dann 
je die vorletzten der Gleichungen aus den Systemen (c,), fiir 
o=1,2,...,m+n—k—l, 
namlich 
Frpipsega = A41,1 Pek + Gi+-1, 141 Pkk—1 +::> 
Ht Opa tee + epepiPya +: 


Pata, m+n—1 = 0 = Onn—1 Prim -f- Dams Pn,ny 
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mit der Determinante Q = 0; wonach alle weiteren vorletzten Glei- 
chungen fiir @ >m-—+ n —k —1-+ 1 identisch erfiillt sind. Und zur 
Bestimmung der k -+-7 Gréssen (y,) dienen die tibrigen k +1 Glei- 
chungen des Systems (a,), mit der Determinante P + 0. 

Ebenso hat man dann allgemein zur Bestimmung der m-+-n—k—1 
Gréssen (Bg) je die (6+ 1), von riickwiirts geziihlt, der Gleichungen 
aus den Systemen (a), von oe=o, 6+1,...,m+n—k—l+o—l, 
mit der Determinante Q@ = 0, wonach auch alle 6 + 1 letzten Glei- 
chungen der weiteren Systeme identisch erfiillt sind; zur Bestimmung 
der k +1 Gréssen (yo) die iibrigen & +1 ersten Gleichungen des 
Systems (a), mit der Determinante P + 0. 

Da dieser Process bis zu beliebig hohem o hin fortgesetzt. werden 
kann, so ist hiermit die Zuliissigkeit der Annahme (11) erwiesen. 


Erlangen, im Mai 1887. 











Zur Theorie der Hesse’schen Determinante. 
Von 
A. Voss in Miinchen. 


Das fiir die ecubischen Formen f von p homogenen Variabelen 
charakteristische Verhalten, sich mit ihrer Hesse’schen Form H 
gegenseitig in der eigentlichen parabolischen Mannigfaltigkeit von / 
und H zu durchdringen, veranlasste mich zur Untersuchung derjenigen 
Covariante, durch deren Verschwinden fiir eine beliebige Form f ein 
parabolischer Punkt von f zugleich ein solcher von H wird. Die all- 
gemeine Bildung der Form Hy, d. h. der Hesse’schen Determinante von 
H, scheint freilich weitliufig zu sein. Dagegen liisst sich, wenn H=0 
vorausgesetzt wird, diese Form in einer sehr iibersichtlichen Weise 
darstellen, wie ich in der folgenden Note zu zeigen beabsichtige. 

Ordnet man vermége der Gleichungen 


(1) Dvie=0, k= 1,2...p; p53, 
aus denen 
(2) GYife = Hix, 


folgt — unter H;, die ersten Unterdeterminanten von H verstanden — 
jedem Punkte z von H den correspondirenden Punkt y des Steiner’- 
schen Gebildes S zu, so ist 


(3) ati => Z; oe = es Yi Zifixe = 9, 


die Gleichung der linearen Tangentialmannigfaltigkeit von H im 
Punkte x. Damit sie stationiir sei, muss 


(4) > vite fini dtm + 2 > vidyefix: = @H,;; J=1,2,...p, 


sein, falls zwischen den correspondirenden Differentialen da, dy die 
Gleichungen 


Dv fins A, + avi fu =; Gam 1,2... p; 


x dz; = 0, DS udy = (0) 








ie 
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bestehen. Eliminirt man aus den p Gleichungen (4) und den letzt- 
genannten p + 2 die 2p Differentiale und 9, so erhiilt man nach Ab- 
sonderung des Factors a, die Bedingung 


Wik Vik Ci 
(5) C=|\v Sfx 0|=0, 
| Ck 0 0 


d. h. eine 2p + 1 reihige Determinante, welche aus den 3p? Elementen 


Wik => "ima fiamas 


| @ 
t= afiam, f= ae he i 


$, kan 1,2...p, 

in der bezeichneten Weise zusammengesetzt ist und fiir beliebige Werthe 
der ¢; verschwinden muss.*) Ich werde nun eine Transformation an- 
geben, durch welche dieselbe nicht allein von dem Factor c,* befreit, 
sondern sugleich auf eine sehr einfache p — 2 reihige Determinante 
reducirt wird, welche letztere als Ausdruck fiir die Form Hy unter der 
Voraussetzung H = 0 anzuschen ist, sobald man durch Multiplication 
mit der p — 1. Potenz von o die y nach (2) entfernt. 

Dazu betrachte man die Gleichung 
(6) G =| fut dvn| =O, 
deren linke Seite auf die Gestalt , 

G=AA, + VA, +--+ + APO AL, 

gebracht werden kann. Zu den » — 2 von Null im allgemeinen ver- 
schiedenen Wurzeln 4,, r= 1,2... p — 2, derselben gehéren ebenso 
viele Systeme von Coordinaten 


er 


i r 
19 893 2% 


welche die Gleichungen 
Deh +4, 2 Yofsir — 0; bem 1,2... Pp 


befriedigen. Die 2” geniigen dabei den aus der Theorie der quadratischen 
Formen bekannten Relationen 





*) Der Kern der Determinante C besteht aus den in der angegebenen Ord- 
nung zu benutzenden Elementen der drei Determinanten 


| 1 
iE | | fie 


man kann, ohne dass die folgenden Betrachtungen sich wesentlich iindern, die 
Elemente des Randes, welche der Kinfachheit halber zum Theil gleich Null ge- 
wihlt sind, durch zwei ganz beliebige Reihen von je 2p Grdssen ersetzen. 


. 
’ 





val, 
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(7) > atfx=0, Seraton =0, rSs; 
De fi =0, De H; = 0, 
wihrend 


(8) > ae in + Ay > ed tx" bin = 05 ry=1,2,...9—2, 


wird. Fiihrt man ferner die Formen 


| fix a; | 
9 —— ,)2 
(9) | Ay 0| 5 (ay)’, 
Vin . 
|e a" t (az), 





ein, so hat man nach (6) 


(10) A, = Mm = oY, 
Ay. = n(n— 1)tf; 


ausserdem mag zur Abkiirzung 


(11) Dt a fix = (07); 
> Yaa 2! fuape = [78]; r,s 1,2...p—2, 


gesetzt werden. Die oben erwiihnte Transformation des Ausdruckes (5) 
besteht nun darin, dass man denselben mit der vierten Potenz der eu 
(6) gehirigen Discriminante 

(12) 6 = (zy 2' 2? ... g?-*), 

d. h. mit der Determinante der zu den p Wurzeln von (6) gehdrigen 
Systeme von Coordinaten , multiplicirt, Fiihrt man diese Operation so 
aus, dass man mit 

2; 0) 0 








0 Yi 0 
0 a? O 
—— 


zweimal hinter einander multiplicirt, so ergiebt sich zufolge der Be- 
dingungen (7) und (8) 





5) 
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en 
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(13) Cat — — “GH otf ¥7A (1) (22)... (p—2, p—2), 
womit C durch die p — 2 reihige Determinante 

é 
(14) A = | [rs] — 2(rs) a 


r 


ausgedriickt ist, in der 0,, das Kronecker’sche Zeichen bedeutet, so 
dass nur in der Hauptdiagonale die Elemente aus zwei Termen zusam- 
mengesetzt sind, 

Es ist jetzt nur noch erforderlich, den Factor 0* auch rechter- 
hand wieder auszusondern. Hierzu bemerke man, dass aus der leicht 
zu beweisenden Gleichung 








om . d? = — n(n—1)a,2f (11) (22)... (p —2, p—2), 
k 

nach (9) folgt 

(15) io = n(n—1)f(11) . . . (p—2, p—2). 


Fiir eine cubische Form f, bei der sich A (14) auf das Product der 
Diagonalelemente 
(—1P* 2° (11) (22) - + (p—2, p—2) 
(As Ags +* 4-2)” 
reducirt, hat man daher unmittelbar aus (13) 


C 


(16) = (—1pPrt322f, 





c 


Dabei wird zugleich 


oP |v. a? 
—— i 


ak 0 


oP-17? = 


=, 


1 
ay 








nach (2) eine Covariante von der Ordnung (p-+-1) (p—3), welche bei 
ungeradem p = 2k + 1 das Quadrat der Form*) 


k 


s_ 2, 


Vik AG 
? 








ak 


ist, die fir p=3 bis auf einen numerischen Factor in die mit dem- 
selben Buchstaben bezeichnete Invariante der cubischen terniiren Formen 





*) Bei geradem p = 2k wird = eine Function ungerader Ordnung, welche 
erst durch Multiplication mit 


fix % 


Cc, O 








fiir H = 0 als Quadrat einer Function von der Ordnung 2k* — k — 2 dargestellt 
werden kann; fiir p = 4 reducirt sich £, abgesehen von einem constanten Factor, 
auf das Product der fiinf Pentaederebenen. 
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tibergeht. Da die Gleichung (16) lediglich unter der Voraussetzung 
H = 0 gewonnen ist, so hat man fiir cubische Formen das allgemeine 
Resultat*) 





Hy = AH + (— 1)?" 3Ef 
Aus der fiir jedes p giiltigen und aus (7) und (8) folgenden Gleichung 
8 |42| = — (n—3)° ¥? |Ers]]| 


ergiebt sich fiir eine beliebige terndre Form, da sich die Determinante 
A fiir p = 3 auf ein einziges Element reducirt, 


C 6 n(n—1) 
af = Mul aaa te OF 





mithin hat man, unter Kinfiihrung der Covarianten 


U=| S)Husfieme |, S=— 3 


| a, 


Vir A 
? 
Ak 0 








fiir terniire Formen die folgende Darstellung 


U ow 
Hy = AH + go + “Ope. 





Um die Covariante S in symbolischer Form darzustellen, setze man 


f=p; = q>* — bs = d*, 











so wird 
ny . = — nerd onal »qyp2a2-5 (apg). 
Da ferner 
ODy dy = “= or dz*(pbd)(qbd), 
so wird 





az? S — MOK ONO aN pr grb *a (beds (apg)? (pba) (qbd)). 


Der eingeklammerte Ausdruck rechter Hand ist aber aus der Theorie 
der terniren cubischen Formen bekannt. In der That hat man, wenn 
derselbe durch P bezeichnet wird, **) 


P = | a,*(pbd) (pbq) (bdg) (pag), 
so dass 


*) Ich vervollstiindige hierdurch die in meiner Notiz tiber cubische Formen 
von p Variabeln (Math. Ann. XXVII, S. 522) gemachten Angaben. 

**) Vgl. Clebsch und Gordan, Theorie der cubischen terniiren Formen, Math. 
Ann. VI, 447. 
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ee [ne—a}o—sP (Dede be de)"—8(pbd) (pbq) (bag) (pag) 


wird. Aus der Entwickelung von Hy folgt: 

Ein gemeinsamer Punkt x der CurvenH = 0, f = 0 ist fiir beide 
ein Inflexionspunkt, wenn fiir denselben auch U =0 ist, d. h. wenn 
die Polare n — 2. Grades des zugeordneten Punktes y der Steiner’- 
schen Curve in x selbst einen Wendepunkt hat. Insbesondere hat man 
fiir Curven vierter Ordnung: 

Ein Wendepunkt der Curve vierter Ordnung ist zugleich Wende- 
punkt ihrer Hesse’schen Curve, wenn der zugehirige Punkt ihrer Steiner’ - 
schen Curve der Hesse’schen Curve angehirt. 

Man bestiitigt diese Siitze leicht durch eine directe Betrachtung. 
Soll in einem gemeinsamen Punkte der Curven H und / eine stationiire 
Tangente von H vorhanden sein, so miissen die Gleichungen (4) be- 
stehen. Da man aber im terniiren Gebiete 

dy: = ay: + Bx; 
setzen kann, weil die Gerade (wy) die Steiner’sche Curve in y beriihrt, 
so gehen dieselben iiber in 


DViIrtirimdin = (@—2a)H,, 1 = 1,2,3 

aus denen durch Elimination der dz, sich sofort U = 0 ergiebt. 

Fiir eine quaterndre Form hat man die aus vier Gliedern be- 
stehende Entwickelung 

2 . OD 
A=— ale —2 Bi? 2" Wiz — 2 ot ti atin +4 ae. 
Um nun aus siimmtlichen Gliedern der rechten Seite von (14) den 
Factor 6‘ zu entfernen, bemerke man, dass nach (15) und (10) 
6(11) (22) Y? — A,?4,?0?2?n(n — 1) f, 

wird. Man hat ferner nach (7) und (8) vermége des Multiplications- 
theorems der Determinanten 


fiat A, Vik Q& 
0 


ay 








8? = — n(n—1)f Y(11) z= (A, —A,) (cep)? 








Setzt man also die Determinante linker Hand in der vorstehenden 
Gleichung, nach Potenzen von A, entwickelt, gleich 


_ [« ay? + a, >) a a Aix + a? >a, By, + 4,°¢ a,?| , 


P => Yr Vix, 
Q = >)Au Wik, 
R =>'B: Wik 


und 
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so wird 


02h ‘ 
DH We Sea aD (OP +A 0+ aR), 


und hieraus nach (10) 

















(11) (22) eh, RA, 
et ay OR Wik bp 2 Ai Ae Wik = — Gye ("Q— ry es La 
Demnach ergiebt sich 
tas | 2; 5 | 1 RA, nm(m—1) 4 
an, ° 8nm—3 4(@ ~~ nn—1f}) 2 tf. 


Dass R vermége H = 0 durch f theilbar wird, geht zwar aus dieser 
Forme! selbst hervor, lasst sich aber auch leicht direct nachweisen. 
Setzt man namlich 
M = | wiz + Ovi + #fix| 
so erkennt man, dass der Coefficient My» von xg*, welcher gleich R 
ist, den Factor f enthilt, aus der folgenden Gleichung 
Wik + OVin A ) 

ak 0 ’ 


wobei in der Determinante rechter Hand der Coefficient von g? zu 
nehmen ist. 

Man iibersieht zugleich, dass ganz ahnliche Umformungen sich fiir 
jedes p ausfiihren lassen, wnd erhdlt so das allgemeine Resultat 


Hy = AH + U+ (—1p" “9 fz, 


dy? Myo: = n(n—1)f (2(n—3) a yt — 








in welchem = die unter (16) definirte und hinsichtlich ihres Verhaltens 
fiir p= 2k, 2k +1, charakterisirte Covariante bedeutet, U dagegen 
die auf dem angegebenen Wege zu bildende Covariante ist, welche ver- 
schwinden muss, wenn ein Punkt der parabolischen Mannigfaltigkeit 
von f zugleich der parabolischen Mannigfaltigkeit von H angehéren soll 


Miinchen, im April 1887. 
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Ueber die Entwickelung der doppelt periodischen Functionen 
zweiter und dritter Art in trigonometrische Reihen. 


(Erste Abhandlung.) 
Von 
Martin Krause in Rostock. 


Die Theorie der doppelt periodischen Functionen zweiter Art ist 
von Herrn Hermite*) avfgestellt worden. Er zeigt, dass dieselben 
sich simmtlich auf Functionen der Form: 


x As(v — ) 
@,(v — a) 





in einer einfach angebbaren Weise reduciren lassen. Die Entwickelung 
dieser Primfunctionen in trigonometrische Reihen ist von Jacobi, 
Scheibner*™), Hermite***) wirklich durchgefiihrt worden. Die 
Functionen dritter Art sind in neuester Zeit in einer Reihe wichtiger 
und interessanter Arbeiten behandelt worden, von denen die der H.H. 
Hermite+), Biehler;+) und Appell}ft+) besonders hervorgehoben 
werden mégen. Die Resultate, die sich in diesen Arbeiten ergeben, sind 
in zusammenhingender und iusserst eleganter Weise in dem jiingst er- 
schienenen ersten Bande des Werkes von Herrn Halphen**+) tiber die 


*) Cf. Hermite. Note sur la théorie des fonctions elliptiques ajoutée a 
la 6° édition du Traité de calcul différentiel et de calcul intégral de Lacroix. 
Sur quelques applications des fonctions elliptiques. Paris 1885. Siehe auch 
Frobenius. Kronecker Journal Band 93. 

**) Scheibner, Zur Reduction elliptischer Integrale in reeller Form 
Leipzig 1879. Supplement dazu Leipzig 1880. 

**#) Hermite. Annales de l’école normale supérieure. 3° Série t. 11. 1885, 
+) Hermite. Comptes rendus des séances de l’Académie des sciences. 
Paris. 1861, II, 1862 II, 

+t) Biehler. Sur les développements en séries des fonctions doublement, 
périodiques de troisitme espéce. Paris 1879, 

Sur les fonctions doublement périodiques etc, Kronecker Journal, Band 88, 

tit) Appel. Sur les fonctions doublement périodiques de troisitme espéce, 

Comptes rendus. 1883. Annales de l’école normale supérieure IIl* série tome I, II. 
*t) Halphen. Traité des fonctions elliptiques. Paris 1886. 
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Theorie der elliptischen Functionen mitgetheilt worden. Es mégen 
diese Resultate kurz scizzirt werden. 

Es zeigt sich, dass als Primfunctionen d.h. als solche, aus denen 
alle Functionen dritter Art zusammengesetzt werden kénnen, die 
Functionen anzusehen sind: 


(1) ¥ (x) _— Zz gm gm" (=—-1) © (a g?*), 
wobei m positiv, gq dem absoluten Betrage nach kleiner als 1 ist und 
(x) in folgender Weise zu specialisiren ist: Ist die zu untersuchende 
Function eine ganze transcendente, so lautet die Primfunction: 

mt i(u—w) 


(2) E,(u) oii >) gmatr gmn(a—1)+2ar, r=), 1,-: +m — 1, wee - 


a=——@ 


, 


d. h. es ist: 
O(z) = 2"; 


hat die Function mehr Nullstellen als Unendlichkeitsstellen und ist 
gebrochen transcendent, so lautet die Primfunction: 


P n=+@ 
‘ 7 nm 4 
(3) F (uw, v) sais = > mn gun (n—1) - a ; 

r=— xq — 
ni (u—w) # i (o—w) 
aece *~ , yore * , 
d. h. es ist: 
— oe 
0(z) = — 3 


Hierbei ist 2 als Argument aufzufassen, wihrend y Parameter ist. 

Hat die Function mehr Unendlichkeitsstellen als Nullpunkte, so 
lautet die Primfunction ebenso, nur ist jetzt y als Argument, 2 als 
Parameter aufzufassen. 

Auf Grund dieser Zerlegung ist es dann méglich, die Entwickelung 
einer ungemein grossen Anzahl von Functionen in trigonometrische 
Reihen wirklich durchzufiihren, wie es besonders Herr Appell in den 
schon citirten Arbeiten gezeigt hat. 

So elegant diese Methode ist, so besitzt sie doch einige Kigen- 
schaften, die es nach verschiedenen Richtungen hin wiinschenswerth 
erscheinen lassen, sie durch eine andere zu ersetzen. 

Erstens ist die Behandlung der periodischen Functionen zweiter 
und dritter Art eine getrennte. Es kann das nicht in der Natur 
der Sache liegen, denn schliesslich kénnen wir die Functionen zweiter 
Art als speciellen Fall der Functionen dritter Art ansehen, uiimlich 
als den Fall, in welchem die Zahl der Nullpunkte gleich der Zahl 
der Unendlichkeitspunkte ist. Es fragt sich, ob es nicht Methoden 
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giebt, bei denen die Functionen zweiter und dritter Art unter dem- 
selben Gesichtspunkt betrachtet werden. Zweitens sind als Prim- 
functionen neue Functionen eingefiihrt, die in ihrer allgemeinen Gestalt 
bisher in der Theorie der elliptischen Functionen noch keine Verwendung 
gefunden haben und mit den bisher betrachteten in keinem einfachen 
Zusammenhang stehen. Es fragt sich, ob es nicht unter den bisher 
gebrauchten Functionen solche giebt oder aus ihnen solche unmittelbar 
hergeleitet werden kénnen, welche dasselbe leisten, wie die neu ein- 
gefiihrten Grossen. 

Dann aber kommt der Umstand hinzu, dass in demjenigen Falle, 
in welchem die Zah] der Nullpunkte kleiner als die der Unendlichkeits- 
punkte ist, die Primfunctionen nicht denselben Bedingungsgleichungen 
Geniige leisten, wie die zu construirenden. Erst die additive Ver- 
einigung mehrerer derselben fiihrt bei richtiger Constantenbestimmung 
zu Functionen, die die gesuchten ersetzen kénnen. 

Ferner ist es bisher nicht méglich gewesen, analoge Primfunctionen 
im Gebiete der Functionen mehrerer Verinderlichen herzustellen. Herr 
Appell bemerkt ausdriicklich, dass ihm das nicht gelungen sei. Es 
fragt sich, ob diese Schwierigkeiten in der Natur der Sache liegen 
oder aber durch Schaffung anderer Primfunctionen gehoben werden 
kénnen. 

Hierzu tritt eine wirkliche Liicke fiir den Fall, dass die Zahl der 
Nullstellen grésser ist als die Zahl der Unendlichkeitsstellen. In den 
fertigen Formeln treten eine Anzahl unbekannter constanter Gréssen 
als Factoren der Functionen £,(«) linear auf. Es wird nun zwar eine 
Methode angegeben, in welcher Weise diese Constanten zu bestimmen 
sind, aber diese Methode kommt im Wesentlichen auf die Auflésung 
eines Systemes linearer Gleichungen heraus. Dieselbe ist daher sehr 
complicirt und im allgemeinen Falle unbrauchbar, Es fragt sich nun, 
ob es nicht méglich sein sollte, die Coefficienten in expliciter Form 
darzustellen und damit das Problem endgiiltig zu lésen, die Functionen 
dritter Art in trigonometrische Reihen zu entwickeln. 

Alle die aufgeworfenen Fragen sollen im Folgenden beantwortet 
werden. Die Beantwortung zerfillt in mehrere Theile. 

Erstens soll gezeigt werden, dass fiir den Fall, in welchem die 
Zahl der Nullstellen grésser oder gleich der Zahl der Unendlichkeits- 
stellen ist, als Primfunctionen die Grdéssen: 

#,[k] (nv —b, nt) 
#;(v — a, t) 
gewihlt werden kénnen: Diese Gréssen sind der Transformations- 
theorie unmittelbar zu entnehmen. 

In den allgemeinen Formeln treten dann eine Anzahl von Con- 

stanten linear auf. Die Bestimmung derselben stisst zunichst auf 
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dieselben Schwierigkeiten, wie die Bestimmung der entsprechenden 
Gréssen in den Formeln des Herrn Appell. Es soll im zweiten Para- 
graphen gezeigt werden, dass in zwei Fillen die Bestimmung der 
Constanten unmittelbar in expliciter Form gegeben werden kann. Die 
Bestimmung erfolgt im ersten Falle auf Grund eines Additionstheorems, 
welches vom Verfasser*) aufgestellt worden ist, der zweite Fall fiihrt 
zu den bekannten Resultaten von Herrn Hermite. 

Die Bestimmung siimmtlicher Constanten in expliciter Form erfolgt 
dann im dritten Paragraphen. In demselben wird das urspriinglich 
gestellte allgemeine Problem auf eine neve Art in Angriff genommen, 
bei welcher die siimmtlichen Functionen zweiter und dritter Art 
unter einem Gesichtspunkt betrachtet werden. Es zeigt sich hierbei, 
dass als Primfunctionen die Gréssen gewihlt werden kénnen: 


@,(v — b, r) 

Boa, sy 23("v, mr) 
und 

#,(v — b, 1) 1 








,(0— a, t) (mv, wx)? 
es zeigt sich ferner, dass mit ihrer Hiilfe das Problem der Darstellung 
der allgemeinen doppelt periodischen Functionen zweiter und dritter 
Art in expliciter Form unmittelbar gegeben werden kann. Dabei 
lassen die Functionen: 


4; (v — b, 2) 
(0 — a, t) 








B,(nv, nt) 


sich unmittelbar in einfacher Weise auf die in den friiheren Para- 
graphen behandelten Primfunctionen zuriickfiihren, so dass das Problem 
der allgemeinen Constantenbestimmung in expliciter Form damit villig 
gelést ist. Diese Formeln stellen die naturgemiisse Verallgemeinerung 
der Hermite’schen Formeln fiir den Fall der Functionen zweiter 
Art im Falle der Functionen zweiter und dritter Art dar und enthalten 
dieselben als speciellen Fall in sich. 

Es braucht nicht hervorgehoben zu werden, dass die neuen Prim- 
functionen im Gebiete der Functionen mehrerer Verinderlicher eine 
unmittelbare Verallgemeinerung zulassen. 

Zur vollstindigen Lésung des Problems die Functionen zweiter 
und dritter Art in trigonometrische Reihen zu .eutwickeln, ist es 
demnach nur néthig dasselbe Problem fiir die aufgestellten Prim- 
functionen zu lésen. Es ist dieses mit Hiilfe elementarer Methoden 
leicht méglich und kann u. a. auf die Multiplication zweier bekanunter 
trigonometrischer Reihen reducirt werden. 


*) Cf. Berichte der math. phys, Classe der K. Siichs. Gesellschaft der Wissen- 
schaften 1886. Math. Annalen Band 27. 
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Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass die Unendlichkeits- 
punkte alle von einander verschieden sind. Es braucht kaum hervor- 
gehoben zu werden, dass im allgemeinen Falle keine weiteren Schwierig- 
keiten eintreten. 


§ 1. 


Darstellung der Functionen zweiter und derjenigen Functionen dritter 
Art, bei denen die Zahl der Nullstellen grésser als die Zahl der 
Unendlichkeitsstellen ist, durch die Primfunctionen 
8, [k] (nv — b, nr) : (v — a, 7). 


Es sei eine ganze transcendente Function der Veriinderlichen: 
t= ernie 
vorgelegt, welche den folgenden Bedingungsgleichungen Geniige leistet: 


fe+l)=f(), 
f(v + 2) = f(v) etn Botn—2uni, 


Eine solche Function, bei welcher » eine ganze positive Zahl be- 
deutet, wiahrend w beliebig gewihlt sein kann, ist eine doppelt 
periodische dritter Art, welche im Endlichen keinen Unendlichkeits- 
punkt hat. Die Bedingungsgleichungen, denen sie Geniige leistet, 
sind nicht in der allgemeinsten Form gegeben, indessen braucht nicht 
hervorgehoben zu werden, dass hiermit keinerlei wesentliche Be- 
schrinkung der Allgemeinheit des Problems eingetreten ist. 

Derartige Functionen enthalten bekanntlich » von einander unab- 
hiingige Constanten linear in sich. Es geniigt also » derartige Grossen 
zu kennen, um alle iibrigen aus ihnen linear zusammensetzen zu kénnen. 
In der Wahl dieser Primfunctionen herrscht eine grosse Willkiir. Wir 
wollen zuniichst die folgenden Functionen in Betracht ziehen, die sich 
unmittelbar aus denjenigen ergeben, die in neuester Zeit vor allem 
von Herrn Klein und seinen Schiilern betrachtet worden sind und 
also lauten: 


(1) 


ba 
n 


—2nik(o+")+ 

(2) #,[k](nv+w, nr) =e 
Von unwesentlichen Unterschieden abgesehen stimmen dieselben 

mit den Gréssen tiberein, die Herr Halphen durch E,(w) bezeichnet. 
Es folgt dann leicht die Darstellung: 


n—l 


(3) f(x) = >} c %[k] (nv + w,, n2), 


0 


3, (nv + w — kt, nz). 


wobei die Gréssen c;, willkiirliche Constanten bedeuten. 
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Die Darstellung kann aber noch in mannigfacher anderer Weise 
gegeben werden. Nehmen wir an, dass a, und a, zwei ganz beliebige 
Gréssen sind, die nur nicht der Congruenz geniigen: 

a, =a, mod. m,t + m, 
(m, und m, sind willkiirliche ganze Zahlen, die nicht zu gleicher Zeit 
der Null gleich werden), so kénnen wir die Gréssen bilden 


3; (v — a.) - 9, [k] (nm — l)u-+w+a, (wn—1)t), e=—1,2. 
Lassen wir k der Reihe nach die Werthe 0,1, ---,m—2 durch- 
laufen, so folgt leicht, dass wir unter den definirten Gréssen immer 
m von einander linear unabhiingige wihlen kénnen. Hieraus folgt die 
Richtigkeit der Gleichung: 
n—2 
(4) fe) = Sia” a,(v—a,) - 94[%] (m—1) 0+ w+ a, (W—1) 2) 
0 
+ ex 8; (v—a,) - O, [Kk] ((m—1) v + w + a,, (n—1) 2). 


Die Gréssen ¢,"), ¢, sind willkiirliche Constanten. Wir kénnen, 
wie nicht weiter auseinandergesetzt zu werden braucht, (m — 2) der 
Gréssen ¢") oder auch der Gréssen c,") der Null gleich setzen, ohne 
der Allgemeinheit des Problems Abbruch zu thun. 

In analoger Weise kénnen wir weiter gehen. Sind a,, a, a; 
drei willkiirliche Gréssen, von denen je zwei nicht einander nach dem 
Modul m,t + m, congruent sein diirfen, so findet die Relation statt: 


n—3 
(5) f(v) ->> Cx" Ds (V—A,)-9,(U—G,,)-F [Kk] ((n—2)v-+4+-w-++-4,+4G, (n—2)r). 
: e<g,, &, & = 1, 2,3. 


Hierbei kénnen je » —3 der Groéssen ¢;5) und c+ oder der 
Gréssen c,* 5) und «2 oder der Gréssen ¢*®) und ¢ der Null 
gleich gesetzt werden, ohne der Allgemeinheit des Problems Abbruch 
zu thun. So kénnen wir weiter gehen, Als letzten Fall wahlen wir: 


(6) fo)=> c9,(v-—a)- B3(v—a,) + B,(v—a,_1) -F3(0—a,41) ++ (U—Gn) 
-3,(v-+w+ a—ar) 
a=, + a, +-+- + a. 

Hierbei bedeuten a,, a,, - - +, @, beliebige Gréssen, von denen 
niemals je zwei einander nach dem Modul m,t + m, congruent sein 
konnen. 

So erhalten wir » Darstellungen, die wir durch die Bezeichnungen, 
erste, zweite, - - -, »'® von einander unterscheiden wollen. 

Dividiren wir dann in der ersten Darstellung beide Seiten durch: 


4;(v — a), 
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in der zweiten durch: 
4,(v — a,) - 8,(v — a) 
etc., in der ne" durch: 
4,(v — a,) +++ O,(v — an), 


so erhalten wir in den (nm — 1) ersten Fallen auf den linken Seiten 
doppeltperiodische Functionen dritter Art, bei denen die Zahl der 
im Endlichen gelegenen Unendlichkeitspunkte resp. gleich .1,2,---,»—1 
ist, also jedenfalls kleiner als die der Nullpunkte. Eine leichte Be- 
trachtung zeigt, dass wir auf diese Weise zu den allgemeinsten Func- 
tionen der genannten Art gekommen sind oder doch zu Functionen, 
auf welche sich die allgemeinen unmittelbar reduciren lassen. 

Die letzte Formel ergiebt die doppelt periodischen Functionen 
zweiter Art. 

Wir finden somit den 


Lehrsatz: 

Die stimmtlichen doppelt periodischen Functionen eweiter Art und 
die siimmtlichen doppelt periodischen Functionen dritter Art, bei denen 
die Zahl der Nullpunkte grisser ist als die Zahl der Unendlichkeits- 
punkte lassen sich linear aus den Functionen zusammensetzen: 


#,[k] (nv — b, nt) 
8 (v —«4, * oe 





b=, 1,->,#—1. 


Hierbei kann n eine jede ganze positive Zahl bedeuten, b und a 
dagegen sind villig willkiirlich. In den fertigen Formeln treten n un- 
bekannie Constanten linear auf. 

Die Bestimmung derselben kann durch Auflésung eines linearen 
Gleichungssystems erfolgen, indessen ist dieselbe praktisch als werthlos 
zu bezeichnen. Es soll im Folgenden eine Darstellung derselben in 
expliciter Form gegeben werden. 


g 2. 


Wirkliche Bestimmung der Constanten im ersten und letzten der im 
vorigen Paragraphen behandelten Falle. 


Im ersten und letzten der im vorigen Paragraphen behandelten 
Fille ist es nicht schwer die Constantenbestimmung in expliciter Form 
durchzufiihren. 

Im ersten Falle beruht die Bestimmung ‘auf einem Additions- 
theorem, welches zuerst vom Verfasser aufgestellt worden ist, 

Wie nicht niher auseinandergesetzt zu werden braucht, kommt 
das Problem, die allgemeine ganze transcendente doppelt periodische 
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Function dritter Art in eine trigonometrische Reihe zu entwickeln, 


darauf hinaus: das Product 


EH 3; (v — bi) 


in eine trigonometrische Reihe zu entwickeln, wobei b,, b,,- + -, dp 
beliebige Gréssen bedeuten. 

Nehmen wir dazu an, dass v,,,,-- +, 0, beliebige von einander 
unabhingige Argumente bedeuten und betrachten das Product: 


(1) p=] ] 9; (0, 7), 


so kann dasselbe noch in eine andere Form gebracht werden. 
Dazu setzen wir: 


(2) Ve = er V, + Ase, + +++ + enn, é=1,-++m 
und lassen die ganzen Zahlen a,, den Bedingungsgleichungen unter- 
liegen : 


3) @ +a,+-:--art—m, e=l,---,n, 
(O)a 


Gers Oki + +++ + den: Qin = 0, e2k, 
oder, was dasselbe sagt, den Gleichungen: 


2 2 2 
a, a 


a, ne 
(3) my “Ms ers ol} — 1, 
b 
7 BT. ges. fs Tee Oy 
my e —. . 


so folgt: 
(4) P= >t [-] asthe (oe, mer), 
1 


wobei die Summe ausgedehut ist iiber alle k, --- kk, nach den Moduln 
M,,***, M,, die den Congruenzen Geniige leisten: 


Ky S yy %  Ay% + +++ + Gin’, mod. m,, 


Ken = Ant + Anat, + +++ + Gan%n MmOd. mM. 


Die Gréssen 7, ---, 7, sind willkiirliche ganze Zahlen. 

In dieser Formel setzen wir an Stelle von v, -- - vm resp. 
V, — b, +++, Un —d,. Die Grossen v,',--+,v, mogen dann iiber- 
gehen in v,' — b,',--+, Un’ — b,’, dann erhalten wir das Additions- 
theorem : 
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IT 95 (ve — be, t) => IT , [Ke] (ve — be, met); 


wobei die Summation in der angegebenen Weise zu nehmen ist. 
Unterwerfen wir ferner die Zahlen a,, den Bedingungsgleichungen : 


yy Ay bss + tin =, 


(5) 

Ger + Gea t+ + aen =O, e>1, 
so erhalten wir die Gleichung, wenn noch v, =v, —=---=, ge- 
setzt wird: 


(6) Jef 9,(~—b., 1) = St a, [hy] (no —b/, nx) - [95 [he] (— 0, me), 


wobei die Summation in der angegebenen Weise zu nehmen ist. Damit 
ist die gesuchte Darstellung in expliciter Form gefunden, vorausgesetzt, 
dass die Gréssen a,,, - - +; Gunn gegeben sind, Die Bestimmung der- 
selben im allgemeinen Falle ist aber von dem Verfasser in den citirten 
Arbeiten gegeben worden, so dass dieser erste Fall vollkommen er- 
ledigt ist. 

Noch einfacher gestaltet sich die Sache im letzten Fall. In dem- 
selben war: 


» Ss est=— 


(7) — = «> ” 
[] #e- : 


Setzen wir hierin an Stelle von vw der Reihe nach: 
1 
a + > + ? 


so erhalten wir die Constantenbestimmung in expliciter Form, wie es 
Herr Hermite angegeben hat. 


§ 3. 
Explicite Darstellung der allgemeinen doppelt periodischen Functionen 
dritter Art. 


Es soll jetzt eine explicite Darstellung der doppelt periodischen 
Functionen dritter Art gegeben werden. Es geschieht das im wesent- 
lichen durch passend gewihlte Reduction auf das entsprechende 
Problem fiir doppelt periodische Functionen zweiter Art, welches 
wir als gelést annehmen kénnen. Die Mdglichkeit dieser Reduction 
ist schon mehrfach bemerkt worden, insbesondere auch von Herrn 
Halphen. Desnelbe weist sie aber zuriick, weil sie erstens nicht 
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villig bestimmt ist und zweitens nicht zu Reihenentwickelungen fiihre. 
Es soll gezeigt werden, dass diese Uebelstiinde mit leichter Miihe ver- 
mieden werden kénnen. Dazu gehen wir von der Formel aus: 


n—1 
(1) (nv, nt) = c- Jef (0+ =, 2), 
0 
rs | 
ee he ASS. *) 
(0, nz)” 


Sei nun eine doppelt periodische Function dritter Art f(v) vor- 
gelegt, welche den Gleichungen (1) des ersten Paragraphen Geniige 
leistet und welche m Unendlichkeitspunkte, » -+- m Nullpunkte besitzt, 
so bilden wir den Ausdruck: 


(2) 2 "By (mv, mt) F(v) - (nv, nz), 
J] (+ £5) 
0 


um in F(v) eine doppelt periodische Function zweiter Art zu er- 
halten. 

Es ergiebt sich somit der Satz: 

Kine jede doppelt periodische Function dritter Art, welche mehr 
Nullpunkte als Unendlichkeitspunkte besitzt, kann als Product von 
#,(nv, mt) und einer doppelt periodischen Function zweiter Art 
dargestellt werden. 

Genau so ergiebt sich: 

Eine jede doppelt periodische Function dritter Art, welche mehr 
Unendlichkeitspunkte als Nullpunkte besitzt, liisst sich als Quotient einer 
Function zweiter Art und #,(mv, mt) darstellen. 

Hieraus folgt, dass wir als Primfunctionen die Gréssen erhalten: 


ee @,(nv,nt) und: 
(0 — 





“@,(0 — a) O,(nv, NT) 5 
Die ersten lassen sich aber unmittelbar auf die Primfunctionen 
reduciren, die wir im ersten Paragraphen fanden. In der That, es 
gilt die Formel: 
(4) 95(a, mt) + O(y, me) 
n-+-m—1 
= > exi(uime+2uy) (ny — mz + nmut, nm(n + m) 7) 
0 
O(a -+y +umr, (n+ m) 2). 
*) In dieser Formel ist n ungerade vorausgesetzt. Fiir ein gerades » besteht 


ein aihnlicher Ausdruck. 
ao 
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Diese Formel findet sich schon in der Habilitationsschrift von 
Herrn Schréter*). In Bezug auf dieselbe und ahnliche mége vor 
allem auf eine Arbeit von Herrn Rohde**) verwiesen werden. 

In der aufgestellten Formel setzen wir an Stelle von 7: mv, von 
y:v—b, von m:1 um die Relation zu erhalten: 

(6) 9,(v — b, 2) - (nv, nz) 


= Au erilwet2u(o-0)] &,(— nb + nut, n(n + 1) 7) 
- O(n + 1)0—b + ur, (n+ 1) 2) 


-2 4,[— wn] (— nb, n(n + 1) 2) 
- %[—w] ((n + 1)0 —d, (w+ 1)2), 


Damit ist die Reduction vollkommen erledigt. Setzen wir an 
Stelle von #,(v — b, t)- #,(mv, mt) den soeben gefundenen Ausdruck 
ein, so erhalten wir die explicite Darstellung aller Functionen dritter 
Gattung, bei denen » > (0 ist durch die Gréssen: 

S[k] (no—b, me) 
#,(v — a, t) , 
d. h. die gesuchte explicite Bestimmung der siimmtlichen unbekannten 
Constanten des ersten Paragraphen. Fassen wir die Resultate zu- 
sammen, so finden wir den 


Lehrsatz: 
Die siimmilichen doppelt periodischen Functionen, bei denen n> 0 
ist, lassen sich linear durch die Grissen: 
4, [k] (nv — b, nz) 
@,(v — a, t) 
ausdriicken, die stimmtlichen Functionen, bei denen n < 0 ist, linear 


durch die Grissen: 
8, (v —_ b, t) 1 s 
“@,(v —a,t) (nv, nz) 


Die in den Formeln auftretenden Constanten kinnen in expliciter 
Weise bestimmt werden. 

Damit ist das Problem der allgemeinen Entwickelung in trigono- 
metrische Reihen darauf reducirt, die Primfunctionen durch derartige 
Reihen darzustellen. Es ist das nach mannigfachen Methoden miglich. 








*) Schréter, Ueber die Entwickelung der Potenzen der elliptischen 
Transcendenten etc. Breslau 1855. 

**) Rohde. Zur Transformation der Thetafunctionen, Grunert’s Archiv 
2'e Serie, Band 9. 
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Diejenige, welche sich zuerst darbietet und elementar durchfiihrbar 

ist, besteht im ersten Falle in der Multiplication der Reihen, welche fiir 
1 

#, (0 — a, 7) 


aufgestellt sind, im zweiten Falle in der Multiplication der bekannten 
Reihen fiir: 


8, [hk] (nv — 6b, mt) und 


1 
#,(0 —a, t) #, (nv, nt) 


Es soll hierauf bei anderer Gelegenheit niiher eingegangen werden. 


Den 2. Juni 1887. 

















Ueber die Singularitéten der Discriminantenfliche. 
Von 


Daviy Hipert in Kénigsberg. 


Bezeichnen 2,, %,...%n41 die homogenen Punktcoordinaten eines 
n-dimensionalen Raumes, so lisst sich jedem Raumpunkte eine ganze 
rationale Function n‘e* Ordnung der einen Variablen ¢: 


X(t) — at fay pe aay 
zuordnen, wihrend umgekehrt jede gegebene Function dieser Art einen 
bestimmten Punkt jenes Raumes festlegt. Dieser geometrischen Deutung 
gemiss ist: ; 
(1) X(t) =0 
die Gleichung einer Ebene, welche bei variablem Parameter ¢ die so- 
genannte Discriminantenfliche: 
(2) D(%;, gy. + +) Peps) = O 


einhiillt. Zur Aufzihlung und Charakterisirung der vorhandenen Singu- 
laritiiten dieser Fliiche haben wir die Discriminante D der Gleichung 
(1) in der Nihe eines beliebigen Raumpunktes 2,, 2%, ..., %n41 ZU 
entwickeln und legen zu diesem Zwecke die dem letzteren zugehirige 
ganze Function in der allgemeinsten Gestalt: 

Pe ee ee 
(3) X(t) —(¢—#)" ¢—t)"--- ¢-t) sprite 


zu Grunde. Setzen wir ferner: 
Y(t) = y+ yt ee + Yet 
und entwickeln die » Wurzeln der Gleichung: 
X(t) + aY(t)=0 


nach gebrochenen Potenzen von A, wie folgt: 
Mathematische Annalen, XXX. 
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XR 4 


—Yét Mo 
t—t,+| ) =| AMA wes, 


(t;—ty)"--- (t:—¢,) 





 % 


—%4+/ — Y(t) [Pare 


(te _ t,)" ere (te — t,)* 





i Re 
_ Y (t,) Me My 
cr) A + ie 


(t.—t)" ie (te—ty_ 





=t.+/ 


so ergiebt sich, von einem unwesentlichen Vorzeichen und Zahlenfactor 
abgesehen, fiir das Product simmtlicher Wurzeldifferenzen der Werth: 


D(x,+Ay,, Lo AYa, ++ *) Capa AYnts) 


—1 —1 


1¥(t,) Se 
Pe eee 








1¥(t,) ins 
[ (t, —t,)" eee (¢.—t—)°4- ] 

>< (by — (hy — fy tat po 

ool 2 4C)) aml © 4C)) a DAC) el) le) 

02+ (benr— by hentia ger . 


Versteht man andererseits unter D,, D,,-+- die Polaren der Discrimi- 
nante D fiir den Punkt 2,, x, -++, %»41, wie dieselben durch ein-, 
zwei- und mehrmalige Anwendung des Differentiationssymbols: 


7] 7] 77 
Y; da + Ge, + ais Yo Ge 


aus der Discriminante D hervorgehen, so lehrt die Vergleichung der 
eben gewonnenen Entwickelung mit der Identitit: 


D(ByAAYs, Lo AYas + + +5 Supe AYnpi1) = D +AD, + 2 Dy+ 


dass fiir den betrachteten Raumpunkt 2, , %,,..., Yn41 die Discriminante 
D und ihre ersten n — x — 1 Polaren D,, D,,..., Da—x-1 identisch 
verschwinden, wihrend die (n—~x)'* Polare D,_, fiir jenen Punkt in 
die beziehungsweise wu, — 1, w.—1,..., us — 1-fach zu zihlenden 


Linearfactoren : 
Y(t), Y(t), ee a9 Y (tx) 


zerfallt. Wie ebenfalls aus der obigen Entwickelung der Discriminante 
ersichtlich ist, gestattet das letztere Resultat eine Umkehrung. Wenn 
namlich fiir einen Punkt 2,, 2,...,%,4: nicht nur die Discriminante D, 
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sondern zugleich auch ihre ersten » — x — 1 Polaren identisch ver- 
schwinden, so zerfiallt die (n— x) Polare dieses Punktes in m — x 
lineare Factoren. Existiren unter diesen etwa je uw, —1,u, —1,...,4x—1 
gleiche Factoren, so erhilt die dem Punkte zugehérige Form X(t) 
nothwendig die Gestalt (3). Auf diese Weise ist mit alleiniger Hiilfe 
der Discriminante D und deren Polaren eine hinreichende Unterscheidung 
und Charakterisirung der mannigfachen Ausartungen (3) einer bindren 
Form X(t) méglich*). 

Aus den bisherigen Ueberlegungen folgt, dass die Discriminanten- 
fliiche (2) den betrachteten Punkt 2,, %,..., 241 ("—%)-fach durch- 
setzt und zwar je (u,—1), (u,—1),..., (Ue—1)-fach in der Richtung 
der beziiglichen Ebenen: 

Y(t;)=0, Y(t.) =0,..., V(te) = 0. 
Simmtliche Punkte x,, 7, ..., Zn4i derselben Art erfiillen auf der 
Discriminantenfliche ein x-fach ausgedehntes Gebilde, welches durch 
die Zahlen w,, #.,-.-, #x charakterisirt ist und daher kurz mit Sy, 4,..-n, 
bezeichnet werden mége. Um die Ordnung dieses Gebildes zu bestim- 
men, ziihlen wir seine Schnittpunkte mit den x willkiirlichen Ebenen: 


ade, + aMa+e--+ amt a = sian 
(4) — 
ax, 4 al a, ab vis at), v,,= 0. 
Fiihren wir zu dem Zwecke in den Ausdruck (3) fiir die Potenzen von 
t der Reihe nach die Werthe ein: 
—_ alt), pr =a, 


{" = at”), {r-1 = al), eee 


ein Verfahren, welches einer mehrfachen Polarisirung der entsprechenden 
«x Formen gleichkommt, so ergeben sich x Gleichungen von der Gestalt: 


Ai(h rain cactis 


Xeltyst gett ty te) =O, 
wo die x zu bestimmenden Grossen ¢,, ¢,,.... ¢, auf der linken Seite 


*) Um diese Unterscheidung herbeizufiihren, gentigen bereits die von Sylvester 
construirten Evectanten der Discriminante, welche aus unseren Polaren vermige 
der. Substitution: 





y=", 1 () Lae ee 


entstehen und daher selbst nichts anderes als Polaren der Discriminantenfliiche 
in Bezug auf Punkte der Normcurve sind; vergl. Sylvester, On a remarkable 
theorem in the theory of equal roots and multiple points. Philosophical Magazine 
ser. IV, t. 3. 1852. 


29* 
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beztiglich in den Graden m,, w,, .-., wx auftreten. Die Zahl der 
wesentlich verschiedenen Lésungen dieses Gleichungssystems und mit- 
hin die Ordnung des in Rede stehenden singuliéren Gebildes der Discrimi- 
nantenfliche ist: 


! 
(5) Tray Mille s+ + Mas 


wo das im Nenner stehende Product iiber alle diejenigen Zahlen i 
auszufiihren ist, welche angeben, wie oft in der Zahlenreihe: 


Mi> Mar***> Ux 

dieselbe Zahl wiederkehrt. Das Gebilde S,,,,...., ist nur ein bestimmter 
Theil desjenigen zerfallenden Gebildes, welches durch die mn — x — 1" 
Polarfliche aus der Discriminantenfliche ausgeschnitten wird. Die 
Gesammtordnung der letzteren ist demnach gleich der Summe aller 
jener einzelnen Ordnungen (5) und es ergiebt sich nach Ausfiihrung 
dieser Summation fiir die Gesammtordnung des x-fach ausgedehnten 
singuldren Gebildes der Discriminantenfliche der einfache Werth: 


(n-+-%—1) (n+x—2)-++-(m—x+1) 
(6) (2x%—1)! " 





Beispielsweise entsteht durch Projection in den dreidimensionalen 
Raum aus der Discriminantenfliiche eine abwickelbare Fliiche mit einer 
gewohnlichen Doppelcurve S,, von der Ordnung 2(m — 2) (wn —3) und der 
Riickkehreurve S, von der Ordnung 3(m— 2). Die Doppelcurve enthiilt 


+ (n—3) (n—4) (n—5) Punkte S,,., in welchen sich die Fliiche nach 


drei getrennten Richtungen hin durchsetzt. Auf der Doppeleurve und 
Riickkehreurve gleichzeitig liegen 6(m — 3) (n— 4) Punkte S,, mit 
einer getrennten und zwei zusammenfallenden Tangentialebenen, sowie 
ferner 4(n—3) Punkte S, mit drei zusammenfallenden Tangential- 
ebenen. Besitzt der dreidimensionale Projectionsraum keine specielle 
Lage, so sind hiemit die Singularitiiten unserer Fliche erschépft und, 
wie man sieht, betriigt die Gesammtzahl ihrer singuliiren Punkte in 
Uebereinstimmung mit dem allgemein angegebenen Werthe (6): 


= (n—2) (n—3) (2n—5). 


Die x Gleichungen (4) definiren in unserem n-dimensionalen Raume 
eine (n—~x)-fach ausgedehnte lineare Punktmannigfaltigkeit. Die 
gefundene Zahl (5) giebt daher auch gleichzeitig an, wie viel Formen 
von der Ausartung (3) in einer vorgelegten (n — x)-fach wnendlichen 
Formenmannigfaltigkeit vorkommen. So liefert beispielsweise die An- 
nahme: 

on —xe+1, pe eel 
die Zahl x(m — x -+ 1) derjenigen biniiren Formen der Mannigfaltig- 
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keit, welche einen Linearfactor (n — x + 1)-fach enthalten. In der 
That stimmt diese Zahl mit der Ordnung der Jacobi’schen Covariante 
der vorgelegten Formenmannigfaltigkeit iiberein. 

Fiir: 


n 
i mF: oer r= 


ergiebt sich die Zahl der in einer (mn — x)-fach unendlichen Formen- 
mannigfaltigkeit enthaltenen vollstindigen w' Potenzen gleich u*, 
womit ein allgemeiner von Franz Meyer ausgesprochener Satz*) tiber 
die linearen Bezichungen zwischen gleichhohen Potenzen binirer Formen 
bestiitigt wird. 


Kénigsberg i. Pr., den 2. Juni 1887. 


*) Vergl. Apolaritit und rationale Curven. Tiibingen, 1883, pag. 350 £). 

















Die Discriminante der bindiren Form 6. Ordnung. 
Von 


Giovanni Marsano in Messina. 


In meiner Abhandlung la Sestica binaria (Atti della R. Accademia 
dei Lincei vol. XIX, 3 Febbraio 1884) habe ich die Discriminante der 
Form 6. Ordnung benutzt, welche Prof. Brioschi in den Annali di 
Matematica berechnet hat. Es scheint mir jedoch der dort angewendeten 
Methode entsprechender, dieselbe Discriminante durch symbolische 
Rechnung darzustellen, und hierbei stiitze ich mich auf die Resultate, 
die Prof. Gordan fiir die Resultante zweier biniren Formen 5. Ordnung 
entwickelt hat*). 


Einleitung. 
Stellen wir eine binire Form 6. Ordnung symbolisch durch: 
f= a,> = x, ame eo 


dar, so ist bekanntlich ihre Discriminante, die wir mit D, bezeichnen 
wollen, gleich der Resultante zweier Gleichungen : 


a,°a,=0, und a,'a, = 0. 
Die Formeln fiir die Berechnung der Resultante Ry» zweier 
biniren Formen 5. Ordnung: 
P = 4, 4,°+ 5a, x,'X,+ 10a, 7,° x," + 10a,x,?x,3 + 5a, x, 2,4 + a,2,", 
y= a 2,°+ 5a, 2,12, + l0a,x,>x,? + 10a, 2,?x,5 + 5a, 2, 2,'-+ a, 2,5, 


nach der Methode Gordan’s (Math. Annalen Bd. II, 8S. 389), sind 
folgende: 


*) Hr. Gordan hat selbst, wie er mir brieflich mittheilt, die Discriminante 
der biniiren Form 6. Ordnung, aber nach wesentlich anderer Methode, berechnet; 
vergl. Sitzungsberichte der Erlanger phys. med. Gesellschaft vom Jahre 1885. 
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@ =5(p¥), o=— (py), t= + (p¥) 


A= (00)! + 7 (e0)'— {5 et — Go, B= — (00), 


2 1 
C=— 7 2 oo)'— a (66)? ++ — ‘tT, 


1 1 
E=3 bing (e0)* — +2. <7, 
7 nae VA ve 
o— 2 _ © _ (4%)'~— 2(4B) — 2(40)? — 24, E 
+ + (BB) + (BO), 
Roy = (B@)*. 
In unsrem Fall ist: 
p= a,a,, Y= az*Q, 
und also: 


2 ail nag az'beta,b, = > — =_ 2 . 


o = = (ab)*at0.2ayby = 2 (ad)ay2be? = 2 i, 
= > (ab)'a,b, = 2 abate A. 
g1.° 
Berechnung der Formen A, B, C, D, E. 
Bei Anwendung der folgenden Beziehungen: *) 
2 s 
Q) Gb= SylftayeP a4 Fe, 
1 5 ee 
(2) (HHY= saz 4:itar4 
, 5 2 
(3) (HH) = — 7 B+.“ 
(4) (Hi)? 5 “ft 5 
(5) (Hi =—L al) asl =—+ 8, 
(6) (Hijt = FA4 74-5 


erhalt man: 





*) Vgl. Cap, II, § 3 der angedeuteten Abhandlung. 
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(7) A= = (61.f—44-H), 
(8) B= =; (alae, 

aA 53 ' ; 
(9) C = 2.32.7 (24-4+—3-5A), 

va 5? ¢ . a. = 
(10) D=— zz (@4-i—3-54)—=—-5- C, 
(11) E= =; (2°4?—3-5°*B). 


§ 2. 
Berechnung der Form (4.A)*. 


Nach der von Gordan gegebenen Reihenentwickelung (Ueber das 
Formensystem biniirer Formen 8. 7), hat man fiir die Form a,‘a,?l,? 
die nach Potenzen von (xy) fortschreitende Reihe: 


astay2ly? = Ga" gy! + (ay) « [(al) ae lel + % + (wy)? [(al)? aay, 
wobei 
az°l,? au 92° 
gesetzt ist, 
Man hat ahnlicherweise fiir die Form (al)az*a,*l,: 
(al)az?a,?ly = 3.50, + 4 + (xy) ((al)? ae'ly, 

und es entsteht somit: 

Az! dy? ly? = pa' gy! + (xy) + (al)az®ay?ly — a (zy)* - [(al)}az'|y, 


oder, wenn mai die Formel 


(alast=2A4+—4-i 
anwendet, 


(12) az‘a,?l? = pz‘ gy' + (xy) - (al)a,* ay? ly — = (wy)?- A,°A,? 
1 ° os 
— =r (ty)? A+ a,?4/. 
Entwickelt man die Form a,'a,5l,? in Reihen, so erhilt man: 
— 8 : 1 ' ‘ 
Ay az le? = G2 Hy’ — Z (wy) + 24 dy? + qz (wy)? - [(alPaz'),. 
Die Form 6,'0,? auf der rechten Seite kann hier, nach der Formel 


(al) az%ay?le = 8,40,? — + (wy) - [(al)?a,"}y, 
durch 


(al) az%ay?le + — (wy) » Ae®Dy + ~ (wy) + A- idiy 


— 
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ersetzt werden; mithin ist: 
(13) aya.le? = peg? — + (xy) + (al)asta,tle — +, (wy)? AA, 
— oq (ay)? A- in, 


Ebenso, wenn man die Form a,°l,? in Reihen entwickelt, erhilt 
man nach der Relation: 


(al)az*l, = 0,50, + = (xy) - (al)*a,z', 
(14) aay? = egy? + > (wy) + (al) aa®ly — +> (ay)? A 
— $ (wy) Avi. 
Nach (12) ist: 
(15) (ag)*an? le? pet = (py) pa‘ p2'* + (al)(a—p)?az*leH2° 
| — = (Ag)*As? 925 — 7 A: (ig)*is? ge", 
und ebenso: 
(ab)*a,*b.7l,? = (pa)* pztaz? + (al)(ab) a,b, l, 
— + (Aa)A,ta.! — 1 A- (ia) igPas'. 
Das zweite Glied rechts ist gleich: 


1 (aB\*aa" bale {(al) be — (bl) az} = = (ab)*a,2b,? Le? = 5 i+ 


2 
und daher: 


(16) (pa)*gz'a,* = ‘ i 


U4 = (AayAtast + 1 A: (ia)iPag'. 
Nach (13) hat man: 
(ab) (bU’) gb." be? le’ = (p a) (al) ps az*le ++ (ab)? (al) (b1') ae? bP Lele 
— + (Aa)A,8a,(al)le — ge A: (ia) i. az4(al) le 
Die linke Seite ist gleich: 
 (ab)9ay?da? Lele’ {(0U) az — (al’be} = — Fi V*. 
Das zweite Glied rechts, nach der Formel 
(ab)?a,°be3 ayb, = H.* Hy H, — = (xy) (ae) - i, 


ist_ gleich: 
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= H,*(Hl)(HV lel’ — 2-0? 
= =H, {(H)'l’? + (AV )L.? — WY He} — 2 P 


ore Seeman iietl 
Das dritte Glied ist gleich: 
sy Aetas! {(aA)*le? + (al)*O.? — (ADP a,?} 
3 ‘ 9 1 ° 3 , 
Be P43 B-f-l+- = +qm4:t-4—Zf-s.®) 


Das vierte Glied ist gleich: 


1 


= A -i,?+ az! {(ai)l,” + (al)*iz* — (ily a,"} 
1 1 
sam | A-p-l+ A: i-A+ 5+, A: eZ A. f- 
Man bekommt also: 
(17) (pa)® (al) p> a, le 
=—— i. P4LoOBf-l—Ba. p- 1+ = Au: H— =A 2 


; 3 ‘ . 
—A i Ath fen—Ge at acpem 


Bei Anwendung der Formel (14) hat man: 


f-(A1?A.*= (pA). A.?— (al) ((A)as5 A) — A? Ai. 


Das zweite Glied rechts ist gleich: 
+ ast? {(al)?A.? + (Alta? — (aA)? 1}, 


und daher: 


(18) (pA) 922 =ff-n— FB fl—F At — AAPG 


Nach derselben Formel ist: 
a . 


f + (61. = (pi) paFis® — > (al) (Vi)a,in’ — Fei A 


ao ee 42 
i’ og 40%, 


und aihnlicherweise: 


(19) (pt)? pz iz? = <f+m — 2 a . A — x A s 2? te +p . 1. 


Die Formeln (15), (16), (17), (18), (19) gebrauchend, erhilt man: 


*) Vgl. Cap. 11 Formel (9) der gen. Abhandlung. 
**) Formel (8) ebenda, 
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(20) Se ee 
—iA- b-A+Ss fn — 





S. £0 
now 4 ° 


39 
+ gg 4+ fm — a5 4°. 
Nach (12) hat man: 
(aH)‘ H,'a,*l.? = (pH)'9,' Hz! + (al)(aH)*a,*l,H,* 
3 1 ° ‘. 
—+ (AH) A, H,§ — sc A: (iH) i2 H,', 
und aus der Formel: 
(ab)? a,°b,ayb,? = H,’ A, — + (xy)? - iz' ty 


folgt 
(ab)? (ac) (be)? (cl) az*b,?c,7l, = (Ha)* (al) H,'a,* lz 


— + (ia(alisas'ly. 
Die linke Seite ist gleich: 


~ (ab)*(be)?(ac)as%ba*en’ le { (Cl) az—(al)eg} = — + jl. 
Das zweite Glied rechts ist gleich: 
— eka 2+ (al)i,? — (il)? a,"} 


142i: (al) a,* —if: m, 


und also: 


(21) (aH)? (al) az? l, H,° 
=—fp lt QA felt Fir dty —syf-m. 
Man hat folglich 
(22) (pH)'g,'!H,' = ao A-f: ae zr P -l— PS i-A+ a f-m 
sie sar A » 42 


Nach (8) ergiebt sich: 
(4A)' = 5, [5° - (py)! + 2'- 42+ (HH)! — 2.54 - (pH), 


und nach (1), (20), (22) bekommt man hiernach als Endresultat: 





910 3.5%. , 52 3.5? 5? 
Ty (Ad) = — 9 iP SB SIA A ple Ay 
5*. 39 3. 5? 5*.67 
-- Asi A+ af a+ aay w: P 


5 A+ f-m— 50 AP. f-1— = AH. 
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§ 3. 
Berechnung der Form (A B)”. 
Nach den Formeln (7), (8) hat man: 


(4B) =~", [5(p 8)? — 4.4 - (H8)), 





und nach der Formel 


(al) a, ay? ly = 6,90,) + (wy) A.2A,? + + A- i? i,? 
ist: 
(al) (ag)? aa? le pe° 
= (89)°5.5 ps5 + (Ag)? As pe + = A> (ig)? is? 25; 
folglich ist auf Grund der Formeln (17), (18), (19): 
(24) (p6)9,58,9=—S-i-124 Bf. l—FA-pl+ 2 AH 
—F MGA A+ Gfn—Z si? 
ot x A-f-m. 
Aus derselben Formel ergiebt sich: 
(al) (aH) a,’ l, H,° 
= (0H) '0,'H,° + (AH)?A,? Hy® + + A - (iH)? i,? H,’, 
und nach (21): 
(25) (H0)* H,' 0,° 
11 1 : . 1 , 1 
== pp l— = A-f-l+ 7 t-A+ a 4&4? +z f+. 
Endlich aus den Formeln (24), (25): 


26) (AB! = soe (— AP + ZB lt PA A 
37 
21 


23 . 2 1 
Te P+ ALL ge Atom) 


45 25 ¢ 19 . 
— a +a f-s —- A-p-l—TA-i-A 


§ 4, 
Berechnung der Form (AC)’. 
Nach (7) und (9) hat man: 





(40) => (10.4. (pi)*—75(pA)*— 8 A?- (Hi)?-+60.4 -(HA)"), 
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und nach (18) und (19): 


7 rat 5 152 . ? P 
@7) (AC = 5 (ie teh Bef 14 arp n 


5 13.15 . 25 : 
—_A-p-t+ a A-t-A+--A’-? 


Af Ll -lA-f-m)- 





§ 5. 
Berechnung der Form (BB)’. 


Man hat die Formel: 
(al) a,°a,?l, = 0,40,? — (xy) - (al)a,Fay, 
und folglich: 
(28) (ab)? (al)(b1') 49 b."lele’ = (3)? ++ 4 (@a)?-++-— (al)?(ad) a, d,°, 
wobei gesetzt ist: 
ty = (ay) + (al)Pag dy. 
Die linke Seite ist, nach der Formel 
(ab)?az°b.%ayb, = H,°HyH, — + (ay) + (we) + is’, 
gleich: 
(Hl) (HU) He lele — =i 1, 

und also auch: 

1 3 ° , . 
= 5 H.' {(Hlpl.? + (AV) lL? — (WYP He} — apie 
——FAu-H-ZBefel+eAapelp sik. 

Nun hat man: 


(wa)? = — (al)? (aa) a, a. 
Indessen ist: 
Oy by = + (xy) (al)? a,', 
und also, 
(29) (aa)? = (aa) (al)a,*a, = — + (al)? az'+(bU’)? be. 


Nach der Formel 


(al) ag? ly = da dy + § (xy) (al) ast, 
ergiebt sich: 


(al)a,5 (1b) (bU')?b.® = (8.a)(al)?d,5a,°—— (al)Pag! + (b1’)* det. 
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Die linke Seite ist gleich: 
— + (bU')Pag'be? {(al)*b.? + (bY az? — (ad)*L.?} 
=— 5 (bU')2de!- (al)? ag' — 5 (b1)?(DU')* be? +/+ > (ab)* (UY? ae! ba? «1, 


folglich ist: 
(30) (ad) (al)? a,° 0,5 


—=—=(al)?ag'-(bU')*b.t- +f: (D1? (OU')2be? —— (ab)? (DU)? ae'dg?- I. 
Wegen (28), (29), (30) ist endlich: 


(31) (BB) = ow (08)? 


3, 10 





2 [—g4u-H-GBflt gaplt+ gil 


Bt. 2 


Dias i oe ee 
Fp tg At At ay 4? — Gg Af em 


de - f-n|- 


§ 6. 
Berechnung der Form (BC). 
Nach (8) und (9) hat man: 


(BC) = —— [2A (0%) ee 15(0A)), 





und setzt man in die Formel: 


- 1 
(py), x] a Ss x ‘ x a 2 (p , © 3 y . ¥) Pf 
fiir m, w, x bez. ein: 


9 = 9g," = a,', y= 7," = l,’, oe 42” = i,', 
so erhalt man: 


(0) = 2i-AlA-i?—Tf-m+ Lpel. 
Setzt man ferner: 
9 =a,', y = l,?, 4=A,', 


so hat man ‘hnlicherweise : 
2 1 ' 1 1 a 
(GA)—=FO+54:-1-A—Sf n+ ZB-f-l+ zi-h, 


*) Vgl. Clebsch, Theorie der biniiren algebraischen Formen 8, 117. 
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folglich : 
(82) (BC)= ag (—f 4b AF SARA fmt Apel 
—WA?+ 2 f-n —2B-f-1—-Fi.2). 


§ 7. 
Berechnung der Form © und der Discriminante D,. 
Nach den Formeln: 





AA) — 2(4B) — 2(40)'— 24-8 
+ + (BBY + (BO), 
und nach (93), (26), (27), (31), (82) ist: 
(33) 2°:* .@ = .22.3(2!.3.49 — 5*. 29AB— 2.3. 580) H 
+ 22.53 A2. i? — 26.3.5.A?-f-14+2-3-53-11A-0-A 
+ 25.53.3A-p-1 — 23. 32. 5A. f-m — 23. 53.3B- fel 
+ 22. 32.53. TA? + 32. 5%. 23 5.12 — 22. 33.58 fm. 
Aus der Formel: 
(GH) HA=2A+ A 
bekommt man: 
(GH)\(i'H)'= 7 C+ 4-B, 
(H)\(AH)' =~ B += 4-06, 
(H)\(H)UHY => D—{B.C+Z4 B+ < At. C. 
Aus der Formel 
(@H)'H,*? = + aN 
ist: 
(aH)'(Hl? => C+ 3 AB, 


(aH)'(Hm) = 2 B+ 2 A-C, 


(aH)*(Hn)? = + D. 
Aus den Formeln: 
(AH) H,! = —— B-i— A-A+Z?, 


(ai)2a,4i,? = pat py? + = (wy)? +1 
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folgt weiter: 
(AH)\(A' H)' = —2B-C—~ A- B+ —D, 
(pH)*(Hl?=— > B+ 3 4.04 2 AB. 
Ueberdies hat man: 
(HH') = —F B+ 2 Ar 


Also ergiebt sich am Ende: 


22 | 33 


211, 38 27.3 4: ‘ PR 
za — (80)? = —;— (OH) = —— 4° — 2. 3-9 AS. B 
— 2!.59A?.C+2-3-54A- BP+ 2?.3-5'B-C 
+ 3?.5!D 
was das gesuchte Resultat ist. 


Anmerkung. — Durch das Verschwinden von D, erhilt f=a,"=0 
eine Doppelwurzel (§ = 0). Den Doppelfactor von f bestimmt man 


(34) 





folgenderweise: 
Nach den Ergebnissen Gordan’s (a. a. QO.) ist: 
7" 0 = a x,* + 8a,x,'%, +--+ = (EF, 4, + §2,)8, 
somit ist 
ES ay, §,7 Foy ++ 5; 
also 
Di S.. 
& & 


Palermo, den 23. Mai 1885. 














Ueber conjugirte Curven, insbesondere tiber die geometrische 
Relation zwischen einer Curve dritter Ordnung und einer zu 
ihr conjugirten Curve dritter Classe. 


Von 


Orro ScHLESINGER in Ziirich. 


Einleitung. 


Die geometrische Beziehung, die zwischen einer Curve n‘* Ord- 
nung a," = 0 und einer solchen n't Classe u." = 0 stattfindet, wenn 
die simultane, bilineare Invariante derselben verschwindet, d. h. wenn 
die Curven zu einander conjugirt sind*), ist fiir den Fall n — 2 seit 
langer Zeit bekannt**), dagegen fiir alle héheren Werthe von » bisher 
nicht festgestellt worden. Zwar liess sich aus dem Verhalten der 
Kegelschnitte vermuthen, welche Form etwa jene Relation zwischen 
den beiden Curven annehmen wiirde. Eine Curve 2 Ordnung a,?—=0 
ist niimlich, wie bekannt, zu einer Curve 2" Classe u,? = 0 dann und 
nur daun conjugirt, wenn die erste unendlich viele Punkttripel y zt 
enthilt von der Art, dass uw, sich linear aus den Quadraten von uy, u,, % 
zusammensetzen liisst, oder, was dasselbe ist, wenn auf a,” = 0 un- 
endlich viele Polardreiecke von u,.? = 0 liegen***), Anderseits wusste 
man, dass wenn die Punkte y, y,...¥, so beschaffen sind, dass «," 
sich aus w*,u”, “ot linear seonmmensetien lisst (p solcher Punkte 
werden wir a gals Polar-p-Eck von u," = 0 bezeichnen), jede 
Curve n'* Ordnung, die durch y, y,...y, geht, zu wu." = 0 conjugirt 
ist. Es liess sich nun vermuthen, , auch umgekehrt jede zu u." = 0 
conjugirte Curve gewisse Polar-p-Ecke enthalten werde. 

Im Folgenden zeige ich, dass dies im Falle » —3 in der That 
stattfindet, und zwar, dass wenn eine Curve 3. Ordnung zu einer Curve 


*) Rosanes, Crelles Journal, Bd. 76, p. 316. 

**) Hesse, Crelles Journal, Bd. 45, p, 87. Salmon-Fiedler, Kegelschnitte 
2. Aufl, p. 445. Rosanes, Math. Ann, Bd. 6. Smith, proceedings of the London 
Math. Society. vol. 2, Darboux, Bulletin des Sciences Mathématiques. t. I, sér. 1. 

**t) Ein Polardreieck eines Kegelschnittes ist zugleich Polardreiseit desselben; 
will man aber die Analogie mit héheren Curven aufrecht erhalten, so darf man, 
wie sich aus dem Folgenden ergiebt, nur von Polardreiecken reden, sobald die 
Curve als Classencurve aufgefasst wird. 


Mathematische Annalen. XXX. 30 
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dritter Classe conjugirt ist, die erstere unendlich viele Polarfiinfecke 
der letzteren enthilt. Zu diesem Zweck gebe ich zuniichst (§ 1) die 
Definition der Polar-p-Ecke einer Curve n'* Classe und leite gewisse 
einfache Eigenschaften derselben ab. Ein allgemeiner Satz tiber pro- 
jectivische Erzeugung conjugirter Curven (§ 2), der auch an sich von 
einigem Interesse sein mag, giebt ein Mittel an die Hand, die erwaihnten 
Polarfiinfecke nicht nur nachzuweisen, sondern auch zu construiren 
(§ 3). Die bemerkenswerthe Art, wie diese Fiinfecke iiber die Curve 
vertheilt sind, fordert eine besondere Untersuchung, die in § 4 erledigt 
wird. Den Schluss bildet eine kurze Bemerkung iiber andere Polar- 
p-Ecke einer K*, die in einer zu ihr conjugirten C* enthalten sind, 


§ 1. 
Definition der Polar-p-Ecke einer Curve n** Classe und Ableitung ihrer 
einfachsten Eigenschaften. 


Definition: Unter einem Polar-p-Eck (p < e+) einer Curve 


nr Classe verstehe ich p Pwakte von der Beschaffenheit , dass die linke 
Seite der Curvengleichung sich aus den n™ Potenzen der den p Punkten 
entsprechenden linearen Formen linear zusammensetzen liisst.*) 
Sind also die Gleichungen der Curve und der p Punkte resp. dar- 
gestellt durch: 
Ug" = 0, Ue, = 0, Ue, = O--+ ty, = 0, 
so lassen sich constante Gréssen hk, ...k, so finden, dass: 
i=p 
(1) a => kj ta, « 
“ i=1 


Die Definition hat nur fiir p< seth) eine Bedeutung, da zwischen 


ser) -+ 2 oder mehr terniren Formen n't Classe séeés eine lineare 


Identitaét stattfindet. 

Ersetzt man die Gréssen u, uu, in Gleichung (1) durch Symbole 
einer terniren Form n'‘** Ordnung, so folgt sogleich der Satz: 

1. Jede Curve n” Ordnung, welche durch die p Punkte eines 
Polar-p-Ecks einer K" hindurchgeht, ist zu dieser K" conjugirt. 


*) Cfr. Johnson, Quaterly Journal of pure and applied mathematics, February 
1887, wo die Polar-p-Ecke als ,, sich selbst conjugirte p-Ecke“ bezeichnet werden. 
Ich habe den ersten Ausdruck der Kiirze halber vorgezogen. 

Ueber die hier vielbenutzte Verwendung von Identitiiten zwischen Potenzen 
linearer Formen vergl. man ausser den citirten Abhandlungen auch: Paul Serret, 
géométrie de direction. 





en 


et, 
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Es gilt aber auch die Umkehrung: 
2. Haben p Punkte die Figenschaft, dass S28e25. —p 
independente durch sie hindurchgehende Curven n" Ordnung zu einer 


K* conjugirt sind, so bilden sie ein Polar-p-Eck dieser Curve. 


Da namlich Se — p independenten Curven n'*" Ordnung 


nur eine p-gliedrige Gruppe von conjugirten Curven n'e* Classe gegen- 
iibersteht ,*) anderseits uns (y-+1) Curven bekannt sind, die dieser 
Gruppe angehéren miissen, niimlich K*(ue"=0) und wenn @,@...dp 
die p Punkte sind, ut = 0, urz=O0-- “ae =0Q so folgt, dass 
zwischen diesen (p-+ 1) ‘Curven Dependens stattfindet, d. h. es ist: 


¥.* = > kj Ua, 
ieee 
was zu beweisen war. 


Man beachte ferner den folgenden Satz: 

3. Ein Polar-p-Eck einer Curve bildet mit jedem Punkte der Ebene 
zusammen ein Polar-(p-+-1)-Eck derselben, mit jedem Punklepaar zu- 
sammen ein Polar-(p-+-2)-Eck ete.; 


denn die Gleichung 
p 
Ue" = > ky te, 
on 


lisst sich auch schreiben: 


» : 
mane 4 n 
U,"* = k; Ua; + 0. Uy", 
1 


Pp 
Be =“_ ijthay + 0 + tty" + 0 - 0." 


wo y, 2 beliebige Punkte sind. 

Ein Polar-(p-+-1)-Eck kann also ein Polar-p-Eck in sich enthalten; 
der (p-+1) Punkt ist alsdann unwesentlich und kann durch jeden Punkt 
der Ebene ersetzt werden. 

Da wir uns im Folgenden besonders mit den Polarfiinfecken einer 
Curve dritter Classe beschiiftigen werden, hierbei aber nach der eben 
gemachten Bemerkung auch die Polarvierecke eine Rolle spielen kénnen, 
so betrachten wir noch einige geometrische Kigenschaften derselben. 

a) Polarviereck. Aus der Definitionsgleichung 


4 
1 
*) Rosanes 1. c. p. 316. 
30* 
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folgt durch Polarisirung: 
(@; Of 0) (0g 4 &) Ug = 0 

d. h. @,a, @,@, sind conjugirte Geradenpaare der Hesse’schen Curve 
von K*(u.=0). Das Gleiche gilt fiir jedes Gegenseitenpaar unseres 
Viereckes*). Es gehen also durch die vier Punkte 3 (zerfallende) 
apolare Curven**) von K', jede Curve des durch a, a, «, a, gehenden 
Biischels ist mithin zu K* apolar. Es gilt aber auch umgekehrt der 
Satz: 

4. Sind a, a, a, a, die Schnittpunkte eweier zu K* apolaren Curven 
2r Ordnung (die keinen weiteren Punkt gemeinsam haben) so ist 
@, @, a, a, eim Polarviereck von K°, 

Denn sind a,? —0, b,2? 0 die betreffenden apolaren Curven, 
vz =0, w,=—0, t, =O beliebige Geraden, so sind die folgenden 6 
durch a, «, a, a, gehenden Curven 3. Ordnung 


az? vu, = 0, b,” vz = 0, 
(2) az?W, = 0, b.2w, = 0, 
a,” te = 0, b,? te = 0 


zu K* conjugirt. Die Curven (2) sind independent, weil sonst a,2=0 
und b,? = eine ganze Gerade gemein haben miissten; es folgt mit- 
hin aus Satz 2., dass a, a, a@, a, ein Polarviereck von K* constituiren. 

b) Polarfiinfeck. Ich bezeichne des bequemeren Ausdrucks halber 
als Geradenpaar eines Fiinfecks irgend 2 Geraden, die 4 Punkte 
desselben enthalten. Den 5" iibrig bleibenden Punkt nenne ich 
Gegenecke des Geradenpaars. Zu jeder Ecke a; des Finfecks a, a, a, a, a, 
gehdren demnach 3 Geradenpaare, die a, zur Gegenecke haben. 

Ist nun v, w ein beliebiges Geradenpaar eines Polarfiinfecks von 
K*, ae seine Gegenecke, so folgt aus unserer Definitionsgleichung: 


5 
— 3 
t= > k; Ua; 
1 


Va Wall, = ke Va, Way ta 


durch Polarisirung: 


d. h. . 


5. In einem Polarfiinfeck von K* ist die Gegenecke jedes Geraden- 
paars v,w sugleich die gemischte Polare von v, w in Besug auf K*. 
oder auch: 

In einem Polarfiinfeck von K* bildet ein Geradenpaar v, w mit 


*) Rosanes 1. c. p. 328. 
**) Ueber die Bedeutung dieser Bezeichnung cfr. Reye, Journal f. Math. 
Bd. 78. — Eine Zusammenstellung aller im Folgenden gebrauchten, nicht all- 
gemein bekannten Benennungen findet man: Math. Ann. Bd. 22, p. 522—524. 





— | |= OC 


we w 
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jeder durch die Gegenecke gehenden Geraden zusammen ein conjugirtes 
Dreiseit von K*.*) 

Wir wissen aus Satz 2, dass wenn durch a,...a, fiinf zu K? 
conjugirte independente Curven gelegt werden kénnen, a, ...a@, ein 
Polarfiinfeck von K* ist. Indem wir die betreffenden Curven in 
specieller Weise wihlen, kénnen wir diese Thatsache anschaulicher 
darstellen, Ist nimlich allgemein 1;,(@) = 0 die Verbindungslinie von 
a; und a, so ist fiir beliebiges &: 

Lis(@) ys (@) (@§2) = 0 
eine der erwaihnten Curven. Die Gerade 1,, kommt auch in einem der 
zu a, gehérigen Geradenpaare vor, nimlich in /,,1,,; ein anderes Ge- 
radenpaar, welches a, zur Gegenecke hat, ist 1,,/,,. Wir haben dann 
fiir beliebig gewihlte Punkte 7£€ folgende durch a, ... a, gehende 
Curven 3. Ordnung 
1y3(2) Uys (a) (@, Fa) = 0, 
yy (%) Uy; (@) (@, 9x) = 0, 
Ly; (x) Uy, (@) (@ Sa) = 0, 
Ly (%) Us, (@) (a, nz) = 0, 
boy (®) Uy (w) (a, Sa) = 0. 

Diese Curven sind bei einem wirklichen Fiinfeck nie dependent; 
andernfalls miisste es nimlich 2 bestimmte durch a, gehende Geraden 
V, = 0, w, =O derart geben, dass: 

O = yg (#) Uys (@) (25 @) + Ly (@) ys (@) Oe + Igy (2) Lys (@) We. 
Fiir alle Punkte von J,, miisste also eine der Gleichungen: 
ly(z) = 0, ly (4) = 0, we=—0 
stattfinden, d. h. es miissten a,a,a, oder «,a,a, oder a, a,c, in gerader 
Linie liegen, Schliessen wir dies aus und bemerken, dass die Hervor- 
hebung von «, @, ganz unwesentlich war, so folgt: 

6. Wenn in einem Fiinfeck, in welchem niemals 3 Punkte auf 
derselben Geraden liegen, die 3 zu a; gehdrigen Geradenpaare mit jeder 
durch «; gehenden Geraden zusammen ein conjugirtes Dreiseit von K* 
bilden und ein anderes Geradenpaar mit einer durch seine Gegenecke 
gehenden Geraden ein ebensolches Dreiseit bildet, so ist das Fiinfeck ein 
Polarfiinfeck von K*. 

Legen wir durch die Punkte eines Polarfiinfecks die eine durch- 
gehende Curve 2'* Ordnung, so bildet diese nach Satz 1 mit jeder 
Geraden zusammen eine zu K®* conjugirte Curve 3' Ordnung und es 
folyt mithin: 

7. Die einem Polarfiinfeck von K* umschriebene Curve 2. Ordnung 
ist zu K* apolar. 
~*) Cf, Johnson l. c. 
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§ 2. 
Ueber projectivische Erzeugung conjugirter Curven. 


Wenn eine Curve (n-+ m)'* Classe K**™ und 2 Curvenbiischel 
resp. von der n'*" uiid m'* Ordnung gegeben sind, so liegt es nahe, 
sich die Frage vorzulegen, ob und wie man die Biischel projectivisch 
so zuordnen kann, dass sie eine zu K"+™ conjugirte Curve erzeugen. 
Diese Frage wird durch einen einfachen Satz beantwortet, von dem 
ich spiterhin Gebrauch machen werde und dessen Beweis daher nebst 
einigen nothwendigen Vorbemerkungen hier eine Stelle finden soll. 

Eine projectivische Beziehung oder, wie ich kurz sagen will, eine 
Homographie zwischen 2 biniren Gebieten mit den Variablen (A, 4,) 
(@,@.) wird bekanntlich*) durch eine bilineare Gleichung zwischen 4, A, 
und w, “, definirt. Zwei Homographien zwischen denselben Gebieten: 

R= ry Ay hy HF 0 y24y Me Ho Aoty + 22 42H, = 9, 
SSS 844A My 842A Me HF S04 Ay fy HF SqQA Mtg = O 
nennt man zu einander conjugirt,**) wenn die bilineare Invariante der- 
selben Null ist, d. h. wenn die Gleichung gilt: 
(3) 141822 — 149821 — 191842 + 12254, = 0. 
Man beweist leicht den Satz:***) 

8. Zwei Homographien sind dann und nur dann conjugirt, wenn 
diejenigen Elementenpaare der einen Variablenreihe, welchen je dasselbe 
Element der andern Variablenreihe in den beiden Homographien zugehort, 
eine Involution bilden. 

Wenn niimlich dem Element 4 innerhalb R das Element uw, inner- 
halb S dagegen das Element w’ zugehért, so ist: 

Ay (1111 EM ote) Ay (Top My +7 22M) = 9, 
Ay (S11 yA Spo Ma’) Ag (S24 fy’ + S22 Mo’) = 0. 
Mithin giebt die Gleichung: 


Tip ly HP yo, 14 Me + Nooo 








O= , , , , 
S34 My HE SpoMy Sy My Soy My 
4% 1% Tyo! Vyo.2'o° 
__ 114% 21 ' 11721 , 1222 , 12722 , 
= H+ Hy My + My by + lb My 
$31 Soy 12 S99 11 Soy 12 Sg9 


























diejenige Beziehung, die zwischen 2 Elementen (u,u,) (u,'u.) bestehen 
muss, damit « durch die Homographie R demselben Element zugeordnet 


*) Clebsch, Theorie der binéren algebraischen Formen p. 66. 

**) Rosanes, Crelles Journal. Bd. 90, p. 312. Stephanos, Math. Ann. Bd. 22, 
p. 304. 
***) Rosanes 1. c. Pasch, Math, Ann. Bd. 23. 
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werden soll, wie w’ durch die Homographie S. Diese Relation zwischen 
uw ist eine Homographie zwischen 2 aufeinanderliegenden biniiren 
Gebieten und ist dann und nur dann eine Involution, wenn: 

"41 21 "12 22 


$14 Soy 














S12 S29 
Diese Gleichung ist aber mit (3) identisch q. e. d. 

Durch diesen Satz ist die Construction conjugirter Homographien 
auf die bekannte Construction involutorischer Punktreihen zuriickgefiihrt. 

Wenn eine bilineare Form in das Product einer linearen Form 
in A und einer ebensolchen in w zerfiallt; d. h. wenn sie die Gestalt 
(a, A, — 4, Ay) (wu; Mp — #, M,) annimmt, so heisst die Form selbst, 
sowie die dadurch definirte Homographie eine specielle*) und man sagt 
alsdann, die specielle Homographie bestehe aus den beiden Elementen 
A, M. Aus Gleichung (3) folgt aber sofort**) 

9. ine specielle Homographie (AA) (uM) = 0 ist zu einer Homo- 
graphie R dann und nur dann conjugirt, wenn die beiden Elemente 
A, M der speciellen Homographie ein Nullpaar von R bilden. 

Haben wir nun die beiden Curvenbiischel: 


A, Gin +- A, Asx = 0, 


My biz + My biz = 9, 
so bilden die Parameter 4 ein biniires Gebiet und die Parameter u 
ein zweites. Werden nun diese beiden Gebiete und damit die beiden 
Curvenbiischel projectivisch auf einander bezogen durch die Homo- 
graphie: 
(5) Om yy hy hy Ee 2Ay Me HE My An tty H 2240 be» 
so erhilt man das Erzeugniss der beiden so zugeordneten Curvenbiischel, 
d. h. den Ort der Schnittpunkte entsprechender Curven, indem man 
4, w aus den Gleichungen (4) und (5) eliminirt. Es ergiebt sich als 
Gleichung des Ortes; 


(4) 


2 n m n n m n m 
(6) 111 2x bez ei 11222 Die _ 9, Cizbaz H+ ly Uz biz = 0. 
Soll nun die so erzeugte Curve zu der Curve (n-+-m)'* Classe 
yurntm — 0 
a 


conjugirt sein, so ist nothwendig und hinreichend, dass: 
m m n m n m 
0 = r; Azabsa — 112 A2aDia — 1 Aiabra + Yoo a0ia- 


Diese Gleichung ist aber nach (3) ganz gleichbedeutend mit der That- 
sache, dass die beiden Homographien: 





*) Rosanes, Crelles Journal Bd. 88, p. 269. Stephanos, 1. c, 
**) Stephanos, 1. c. 
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O = 1 Ay hy 124g he HF M04 Ag ty + 122A, 
O = ayabrady My + arabsady Ue + Azabladyt, + Arabsa Ay bo 


—_ (a, Gie+A, Aza) (u, brat Me by) 
zu einander conjugirt sind. Die erste Homographie ist die gegebene. 
Die zweite Gleichung sagt aus, dass das Product 


(a, Ma2+ A, asx) (u, biz + Us bys) 
zu ut — () conjugirt ist. Sie ordnet also immer 2 Curven der beiden 
Biischel einander zu, deren Product eine zu w*t+™ conjugirte Curve 
vorstellt. Um nun das erhaltene Resultat einfacher aussprechen zu 
kénnen, gebe ich folgende 

Definition. Liegen 2 Biischel von Curven resp. n" und mi 
Ordnung, und eine Curve (n-+-m)*" Classe K vor, so giebt es stets 
eine ganz bestimmte Homographie, welche diejenigen Curven der beiden 
Biischel entsprechend setet, die zusammen eine zu K conjugirte Curve 
liefern. Diese Homographie nenne ich die polare Homographie 
der beiden Biischel in Bezug auf K. 

Mit Hiilfe dieser Bezeichnung ergiebt sich nun sofort der Satz: 

10. Hine Curve, welche durch projectivische Zuordnung zweier 
Biischel n‘*” und m'” Ordnung entstanden ist, ist dann und nur dann 
zu einer Curve (n-+m)*" Classe K conjugirt, wenn die erzeugende 
Homographie zu der polaren Homographie der beiden Biischel in Beeug 
auf K conjugirt ist.*) 

Es kann vorkommen, dass eine bestimmte Curve A, a; +A, azz =0 
des ersten Biischels mit jeder Curve des zweiten zusammen eine con- 
jugirte Curve von XK bildet. Alsdann wird die polare Homographie 
fiir 4; = A; und beliebiges w erfiillt und die linke Seite ihrer Gleichung 
ist durch (A4,A,—4,A,) theilbar. Da der Quotient nur die Form 
(u,M,—p.M,) haben kann, so folgt: die polare Homographie ist in 
diesem Falle eine specielle und es giebt eine bestimmte Curve 

M, b's ++ M,bs's = 0 

des zweiten Biischels, die mit jeder Curve des ersten zusammen eine 
zu K conjugirte Curve liefert. Soll nun das Erzeugniss der beiden 
Biischel zu K conjugirt sein, so muss die erzeugende Homographie 
zu der speciellen (AA) (aM) =O conjugirt sein und muss also nach 
Satz 9, AM zu entsprechenden Elementen haben. Es folgt mithin: 

10a. Wenn die polare Homographie der beiden Curvenbiischel 
ner und m*" Ordnung in Bezeug auf K"+™ eine specielle ist, die aus 
den Curven C" &™ besteht, so liefert eine projectivische Zuordnung der 


*) Aus diesem Theorem ergeben sich leicht die Sitze, die ich in meiner 
Dissertation (§ 7) angegeben habe; cfr. Math. Annalen, Bd, 22, p. 550. 
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Biischel dann und nur dann eine zu K"*™ conjugirte Curve, wenn 
C"&™ einander entsprechen. 

Es kann weiterhin der Fall eintreten, dass die polare Beziehung 
der beiden Biischel identisch verschwindet, was geometrisch sich dadurch 
zu erkennen giebt, dass jede Curve des einen Biischels mit jeder Curve 
des anderen zusammen eine conjugirte Curve von X liefert. Zu einer 
identisch verschwindenden bilinearen Form ist aber jede andere con- 
jugirt; es folgt also, was auch leicht direct eingesehen werden kann: 

10b. Wenn die beiden Curvenbiischel ne” und m* Ordnung so 
beschaffen sind, dass jede Curve des einen mit jeder Curve des anderen 
zusammen eine au K"+™ conjugirte Curve bildet, so erzeugen sie in 
jeder Zuordnung eine eu K conjugirte Curve. 

Der Satz 10a gestattet den Beweis des folgenden Theorems, von 
dem ich spiiter gleichfalls Gebrauch machen werde: 

11. Ist eine Curve dritter Ordnung C* zu einer Curve dritter Classe 
K®* conjugirt und legt man durch zwei Punkte x, x, von C® die eine 
durchgehende zu K* apolare Curve zweiter Ordnung, welche C* noch 
in @, @, a, a, schneiden moge, so haben alle Curven sweiter Ordnung 
durch diese 4 Punkte in Bezug auf K* denselben Polarpunkt 2*) und 
dieser liegt auf x, x,. 

Beweis: Ist a,2—0O der durch a, 2, gelegte apolare Kegel- 
schnitt, b.2 0 irgend eine andere durch a@, a, a, a, gehende C?, so 
hat eine beliebige Curve des Biischels a,? +- 4b,” = 0 in Bezug auf K* 
den von 4 unabhingigen Polarpunkt u,=a,? te + Aba? SA de? Ug =0. 
Nun sei a der dritte Schnittpunkt von 2,2, und C*%. Wir bestimmen 
die polare Homographie zweier Biischel in Bezug auf K%, niimlich des 
durch x gehenden Geradenbiischels und des durch «,@,0,a, gehenden 
Biischels von Curven 2. Ordnung. Die Curve (a, @,a,«,2,2,) bildet als 
apolare Curve von K* mit jeder Geraden des Biischels x zusammen 
eine zu K% conjugirte Curve; anderseits liefert die Gerade zz, da sie 
durch den gemeinschaftlichen Polarpunkt aller Curven des Biischels 
geht, mit jeder Curve desselben zusammen eine conjugirte Curve von 
K%, Die gesuchte Homographie ist also eine specielle und besteht aus 
den Elementen 2, (a, a, @,@,2,%,). Jede Zuordnung der beiden 
Biischel, die eine zu K* conjugirte Curve erzeugen soll, muss nach 
Satz 10a diese beiden Elemente entsprechend setzen. Da aber C? 
selbst aus den beiden Biischeln projectivisch erzeugt werden kann und 
in der C® erzeugenden Homographie der Curve (a, a, a a, 2, 2,) die 
Gerade 2,2, entspricht, so muss, da C3 nach Vor. zu K®* conjugirt 
ist, x2 mit 2,2, identisch sein, d. h. 2 auf 2,2, liegen, wie behauptet 
wurde. 








*) Polarpunkt von a3= 0 in Bezug auf w3= 0 ist a2u, = 0 im Sinne von 
Reye. 1. c. cfr. die obige Anmerkung. 
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§ 3. 
Nachweis und Construction der Polarfiinfecke einer Curve dritter Classe, 
die auf einer zu ihr conjugirten Curve dritter Ordnung liegen. 


Wir nehmen nunmehr eine Curve dritter Ordnung C* und eine 
Curve dritter Classe K*, welche zu einander conjugirt sind, als gegeben 
an und stellen uns die Aufgabe, die Polar-p-Ecke von K* mit mdglichst 
geringer Eckenzahl aufzusuchen, die etwa auf der C* gelegen sind. 
Im Allgemeinen wird sich kein Polarviereck von K* auf C® vorfinden, 
denn es lassen sich bei allgemeiner Beschaffenheit von K®* leicht Curven 
angeben, die, trotzdem sie zu K* conjugirt sind, kein solches Viereck 
enthalten. Sind nimlich a,?=0, b,? = 0, c,2 =O drei independente 
apolare Curven von K*, v, =0, w, = 0, t, = 0 ganz beliebige nicht 
durch denselben Punkt gehende Geraden, so ist 
(7) Vz Az" + web? + tyez? = 0 
die Gleichung einer C*, die offenbar zu K* conjugirt ist. Wiirde diese 
nun ein Polarviereck «,a,a,@, enthalten und wiren P,? = 0, Q,? = 0 
zwei durch die vier Punkte gehende Curven, die also zu K®* apolar 
sind, so miissten sich unsere C* auch in der Form darstellen lassen: 


Pe Ps’ + q2Qz* = 0 
d. h. es miisste nach (7) die Gleichung gelten 
(8) & (V2 42? + Wabz? + teCx*) = pe Pe? + 9292’. 
Da aber P,? = 0, Q,? = 0 apolar sind, so kann man setzen: 
PP, =ea,?+6b,? +17 ¢,?, 
Q. =ea,+ 6d, + 1c," 
und so resultirt aus (8) 
(€V2+ Ops tO Gz) G2” + (€W,+6p2+ 0 gz)bz” 
+ (ete+ tps +? de)Cx? = 0 
d. h. es lassen sich lineare Functionen V, W, 7, so finden, dass: 
(9) Via, + W.b.? + Tre,” = 0; 
oder zwischen den Curven 
a,°2%,=0, 6,?%,<—0, ¢,?2,—0, 
(10) G@z’%,=0, b,24,=—0, ¢,?2,=—0, 
G2°t,= 0, db,?4,=—0, c,?x, =—0 
besteht eine lineare Dependenz. Es giebt daher eine zweigliedrige 
Gruppe von Curven dritter Classe, die zu allen Curven (10) conjugirt sind. 
Jede Curve dieser Eigenschaft hat aber a,2=0, b,?=0, c,?—=0 zu apo- 


laren Curven; es miisste also wnendlich viele Curven geben, die dasselbe 
Netz apolarer Curven besitzen, wie K*. Schon der Umstand, dass alle 
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diese unendlich vielen Curven auch dieselbe Hesse’sche Curve besitzen 
miissten, lehrt, dass dies nur bei specieller Beschaffenheit von K?* 
eintreten kann. 

Mithin stellt bei allgemeiner Beschaffenheit von K* (7) eine Curve 
dar, die kein Polarviereck von K®* enthilt und wir sehen, dass die 
Thatsache, dass C* und K® conjugirt sind, nicht erfordert, dass C* 
ein Polarviereck von K* enthiilt. 

Da iiberdies in den Fallen, in denen ein Polarviereck a, a, «, a, 
von K* auf C* enthalten ist, unendlich viele Polarfiinfecke von selbst 
dadurch gegeben sind, dass jeder Punkt mit «, @,a,a, zusammen ein 
Polarfiinfeck liefert (Satz 3),*) so kénnen wir nunmehr von den zu 
betrachtenden Curven ein fiir allemal voraussetzen, dass C* kein Polar- 
viereck von K® enthilt. Diese Festsetzung schliesst besonders zwei 
Fille aus: 

1) dass die Curve C* aus einem apolaren Kegelschnitt von K* 
und einer Geraden besteht; denn in diesem Falle giebt es auf dem 
Kegelschnitt unendlich viele Polarvierecke, da jeder andere apolare 
Kegelschnitt ihn in vier Punkten dieser Art schneidet (cfr. Satz 4). 

2) dass die Curve K* aus drei Punkten derselben Geraden besteht. 

Wenn nimlich K* in drei Punkte &, 7, € derselben Geraden v 
zerfallt, so lisst sich die Curve als cubische Form des biniren Gebietes 
(v) auffassen und es giebt alsdann auf v eine dreigliedrige Gruppe von 
zu (§&) conjugirten Punkttripeln. Eine Curve 3. Ordnung C® ist 
aber zu K°(usu,u¢—=0) dann und nur dann conjugirt, wenn sie v in 
einem zu §y€ conjugirten Tripel &, y, § schneidet. Wegen der Be- 
ziehung von & ,€, und §7€ lisst sich wg, ue aus den Cuben von 
Us,, Uy,» Ue, Zusammensetzen, wie aus der Theorie der biniiren Formen 
bekannt. Daraus folgt, dass & y, € ein auf C* gelegenes Polar- 
dreieck von K® ist, mithin sind nach Satz 3 unendlich viele Polar- 
vierecke von K* auf C* von vornherein gegeben. 

Durch die Ausschliessung des letzten Falles erlangen wir fiir unsere 
Untersuchung noch einen besonderen Vortheil. Die zu einer K* apolaren 
Curven 2. Ordnung lassen sich bekanntlich auch als Kegelschnitte 
definiren, die zu allen ersten Polaren von K®* conjugirt sind. Im 
Allgemeinen bilden sie daher eine dreigliedrige Gruppe und sie kénnen 
nur dann eine viergliedrige formiren, wenn die Polaren von K® (u,'=0) 
eine zweigliedrige bilden; d. h. wenn zwischen 


Ua?a, =O, 
Ua? a, = 0, 
Ua? a, = 0) 





*) Damit soll nicht gesagt sein, dass dies die einzigen auf solchen Curven 
liegenden Polarfiinfecke sind, 
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eine lineare Identitit besteht. In diesem Fall giibe es aber ein », fiir 
welches 

Vala’ = 0 
d. h. u,* bestiinde aus drei in derselben Geraden v liegenden Punkten. 
Da dies ausgeschlossen , so bilden die apolaren Curven der zu betrachten- 
den K* immer eine dreigliedrige Gruppe. 

Ich behaupte nunmehr: 

12. Durch jeden Punkt x unserer C® lisst sich eine eu K* apolare 
Curve 2. Ordnung legen, deren fiinf weitere Schnittpunkte mit C® ein 
Polarfiinfeck von K* bilden. 

Ich fiihre den Beweis durch directe Construction der betreffenden 
Curve: durch den Punkt a geht ein Biischel von zu K®* apolaren 
Curven, welches im Allgemeinen nur drei zerfallende Curven besitzt; 
unter speciellen Verhiltnissen kann jedoch der Fall eintreten, dass jede 
durch a gehende Gerade ganz in einer apolaren Curve enthalten ist. 
Dieser Fali soll zundchst ausgeschlossen und unten behandelt werden. 

Ist nun g eine Gerade durch 2, die keiner Curve des erwihnten 
Biischels angehért, und schneidet sie C* noch in 2,2,, so lege man 
durch diese Punkte die eine durchgehende apolare Curve (mehr als eine 
giebt es nicht, weil sonst g selbst Theil einer apolaren Curve sein 
miisste, was ausgeschlossen); diese schneide C* noch in @,a@,a,@,. Alle 
Curven des durch diese vier Punkte gehenden Kegelschnittbiischels 
haben nach Satz 11 in Bezug auf K* denselben bestimmten Polarpunkt 
2, der auf g liegt. (Der Fall, dass jeder Punkt als Polarpunkt be- 
trachtet werden kénnte, kann nicht eintreten, weil sonst @,a,a,a, ein 
Polarviereck von K* wire). Ich lege nun durch 2 und 2 die eine 
durchgehende apolare Curve (? (es giebt nur eine aus demselben Grunde, 
wie oben) und behaupte, dass ihre fiinf weiteren Schnittpunkte 
@,%, 0,0, mit C* ein Polarftinfeck von K® liefern. 

Beweis: Da der Punkt a und die Punktgruppe a,a,a,a,a, 
Reste*) zu einander sind, x beigeordneter Rest*) von a,a,a, a, ist, 80 
sind auch a, @,@0@,, 0; 0,0@,@,%, Reste und bilden also zusammen die 
Grundpunkte eines Curvenbiischels 3. Ordnung. Nun gilt bekanntlich 
der Satz: **) 

» Wenn a@,...a@, Grundpunkte eines Curvenbiischels 3. Ordnung 
sind und man legt durch fiinf von ihnen z. B. @,a,a,a,@ einen 
Kegelschnitt, so ist jeder Punkt z desselben beigeordneter Rest (gegen- 
iiberliegender Punkt) der vier tibrigen Punkte auf derjenigen Curve 
des Biischels, die durch ¢ geht.“ 


*) Im Sinne Sylvesters cfr. Salmon-Fiedler, héhere ebene Curven. Erste 
Aufl. Art, 159, p, 164. 
**) Pluecker, algebraische Curven, p. 56. cfr. Durége, Curven 3, O., p. 158. 
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In unserem Falle wird der efwihnte Kegelschnitt durch ©? ge- 
liefert und wir erkennen, dass auch unser oben construirter Punkt z 
gegentiberliegender Punkt von a,a,a,a, auf der durch g gehenden 
Curve C,° des Biischels ist. Das heisst aber bekanntlich nichts an- 
deres, als dass C,° projectivisch erzeugt werden kann aus dem Geraden- 
biischel durch zg und dem Curvenbiischel durch «@,@,¢,0,. Da aber 
nach der Construction von 2 jede Gerade des ersten Biischels mit jeder 
Curve des zweiten zusammen eine zu K®* conjugirte Curve liefert, so 
folgt aus Satz 10b, dass die Biischel, wie sie auch immer zugeordnet 
werden, stets conjugirte Curven von K* erzeugen. Es ist also auch 
C,> eine zu K®* conjugirte Curve. Es gehen mithin, wenn v, = 0, 
w,=0, t,—=0 drei beliebige independente Geraden sind, durch 
@, G_&, 0,0, folgende zu K* conjugirte Curven 
(11) Cv Cw Ce, 

cs C,3. 
Wenn diese Curven independent sind, so folgt nach Satz 2 sofort, dass 
G, %_ 0, a,0¢, ein Polarfiinfeck von K* ist, wie zu zeigen war. 

Nun wiirde eine Dependenz der Curven (11) offenbar aussagen, 
dass das Btschel mit den Grundpunkten «, ... a, eine Curve enthilt, 
die aus ©? und einer Geraden / besteht. Von den Punkten a, a, a, «, 
miisste mithin einer, etwa a, in x hineinfallen, die andern a, a,«, auf 
lL liegen. Es waren aber a, a, a, a, die weiteren Schnittpunkte der durch 
m,%, gehenden apolaren Curve und diese miisste mithin da a, die 
Gerade x,x,—=g enthalten, von der aher vorausgesetzt war, dass sie 
nicht Bestandtheil einer apolaren Curve ist. Daher kann eine Depen- 
denz der Uurven (11) nicht stattfinden und unser Satz ist vollstiindig 
erwiesen. 

Zu jedem Punkt 2 gehért also (von dem noch zu betrachtenden 
Ausnahmefall abgesehen) eine ganz bestimmte auf obige Weise zu con- 
struirende Curve, die wir als Cy oder als die zu x gehirige Fiinfecks- 
curve zweiter Ordnung beseichnen wollen. 

Es gilt aber auch der Satz: 

13. Ist a aa, 0, a, ein Polarfiinfeck von K*, das ganze auf C* 
liegt, und ist x der sechste Schnittpunkt der durchgehenden (apolaren) 
Curve eweiter Ordnung &?, so ist diese Curve identisch mit Cz. 

Auch hier schliessen wir einstweilen den Fall aus, dass jede durch 
am gehende Gerade Theil einer apolaren Curve ist. Dann sei ¢ ein 
Punkt der ©?, der weder auf einer zerfallenden durch x gehenden 
apolaren Curve, noch auf C® liegt. Es seien, wie oben, 2, 2, die 
weiteren Schnittpunkte von 22 mit C%, a,a,0,0, die ferneren Schnitt- 
punkte der durch 2,2, gelegten apolaren Curve, ¢ der auf xg liegende 
gemeinschaftliche Polarpunkt der durch @, @,a,0, gehenden C? in Bezug 
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auf K. Wir nehmen an, dass z* von ¢ verschieden ist und zeigen, 
dass dies auf einen Widerspruch fiinrt. Es bilden nimlich aus dem- 
selben Grunde, wie oben, a, @, a, 0,0, @,@,a,0, die Grundpunkte eines 
Curvenbiischels 3. Ordnung und jede Curve desselben ist, da sie durch 
@, 0,0, 0¢,@, geht, nach Satz 1 zu K* conjugirt. Ist C,* die durch z 
gehende Curve des Biischels, so ist nach dem oben citirten Satz auf 
C, der Punkt 2 gegeniiberliefender Punkt von a,@,a,a, und es miissen 
sich also die Biischel (¢) und (@,@,@,@,) so zuordnen lassen, dass eine 
Curve (namlich C,°) erzeugt wird, die durch «, ... a geht und mithin 
zu K® conjugirt ist. 

Wir suchen die polare Homographie der beiden Bischel in Bezug 
auf K*. Der Kegelschnitt (a,a,a,a,2,2,) bildet mit jeder Geraden 
durch z eine conjugirte Curve; die Gerade zz’ ist (falls nicht z= ¢’, 
was nach Vor. ausgeschlossen) die einzige Gerade durch z, die mit jeder 
Curve durch a, @,a,a@, zusammen eine conjugirte Curve von K® vor- 
stellt. Die polare Homographie ist also eine specielle, bestehend aus 
den beiden Elementen zz = x2 und (a, oy cy 0,2, 2). 

Nach dem Obengesagten und nach Satz 10a muss die erzeugende 
Homographie von C,° diese beiden Elemente entsprechend setzen, d. h. 
die Schnittpunkte 2,2, der beiden Elemente miissen Punkte von (,° 
sein. Dann hat aber diese Curve mit C* die 11 Punkte a, a,...a 92,2, 
gemein und ist also mit ihr identisch;*) da aber C,*° durch ¢ geht, 
welcher Punkt nicht auf C® liegt, so giebt dies einen Widerspruch. 
Unsere Annahme, dass ¢ von 2’ verschieden, ist also falsch, d. h. G? 
ist identisch mit Cy., q. e. d. 

Aus den Siitzen (11) und (13) folgt also: durch jeden Punkt z 
geht eine Curve zweiter Ordnung, deren fiinf weitere Schnittpunkte 
ein Polarfiinfeck bilden und keine andere. 

Es bleibt nur noch iibrig, die ausgeschlossenen Fiille zu betrachten. 
Wir gehen dabei von folgendem Satze aus, der leicht zu bestiitigen ist: 

» Wenn ein Biischel von C*, dessen einer Grundpunkt ist, die 
Eigenschaft hat, dass jede durch x gehende Gerade einer Curve des- 
selben angehért, so besteht das Biischel 

entweder a) aus einer festen Geraden w und dem Strabl- 
biischel durch 2 
oder b) aus den Geradenpaaren einer Strahleninvolution mit 
dem Centrum 2.“ 

In unserem Falle gilt dies von dem Biischel der durch x gehenden 


*) Denn andernfalls mussten die 11 Punkte einem Kegelschnitte angehdéren, 
der ein Theil von C*? und, da er durch a,a,a,a, a, geht, zu K* apolar wiire. 
C® bestiinde alsdann aus einem apolaren Kegelschnitt von K* und einer Geraden, 
was nach Seite 463 ausgeschlossen ist. 
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apolaren Curven von K*. Wir betrachten die beiden Fiille der Reihe 
nach: 

a) Die Gerade w bildet mit jeder Geraden p durch eine apolare 
Curve von K(u,®=0), d. h. es ist: 


WePatla = 9. 


Die erste Polare von w in Bezug auf K besteht also aus einem Punkte- 
paar der Geraden p; da aber dasselbe von jeder durch x gehenden 
Geraden p gesagt werden kann, so ist die erste Polare von w der 
doppeltgeziihlte Punkt a. Es ist mithin: 


Wala? = OUn* 
u 


und daraus folgt erstens, dass alle apolaren Curven durch 2 gehen 
und zweitens, dass jede durch a gehende Curve zweiter Ordnung mit 
w zusammen zu K conjugirt ist. Schneidet w die Curve C* noch in 
Eyf, so gehen, wenn C,’C,?...C,? fiinf independente durch x gehende 
Curven sind, durch yf folgende 6 zu K®* conjugirte Curven: 
4 wl? wl,?... wC,?, C%. 

Wenn diese Curven, wie im Allgemeinen der Fall, independent sind, 
so ist nach Satz 2 &y{a ein Polarviereck von K, welches auf C® liegt, 
ein Fall, den wir ausgeschlossen haben. 

Sind die Curven dependent, so besteht C* selbst aus der Geraden 
w und einer durch den Punkt 2 gehenden Curve C?, wiihrend die 
tibrigen Verbiltnisse erhalten bleiben. Sind nun &, » zwei beliebige 
Punkte von w, so geht durch §yz eine 6-gliedrige Gruppe von Curven, 
die zu K conjugirt sind. In dieser 6-gliedrigen ist eine 5-gliedrige 
Gruppe von Curven enthalten, die aus w und je einer durch z gehen- 
den Curve 2. Ordnung bestehen und durch 


cs =s wC?, wC,? eee wt? 


reprasentirt sein mége. Ist nun C,° eine Curve der 6-gliedrigen Gruppe, 
die nicht w als Theil enthilt und schneidet diese w ausser in §y, noch 
in §, so gehen durch §yfa folgende 6 zu K conjugirte Curven: 
C3 = wl?, wl’... wC,?, 
C,3. 

Da diese nie dependent sind, so bildet ya ein auf C* liegendes 
Polarviereck von K, also auch dieser Fall bedarf keiner niiheren Be- 
trachtung. 

b) Das Biischel der durch w gehenden apolaren Curven besteht 
aus einer Involution von Geradenpaaren mit dem Centrum z. 

v, w sei ein solches Geradenpaar; dann ist: 
Vag Wet, = 90 

u 


. 
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d. h. die erste Polare von v besteht aus einem auf w liegenden Punkte- 
paar §y. Nun sei vw’ ein zweites Geradenpaar der Involution, £1 
die auf w’ liegende erste Polare von v’; dann ist 


Vg Vale = 0 


der Polarpunkt von v' in Bezug auf ugu, oder, was dasselbe, der vierte 
harmonische Punkt von 2 in Bezug auf §y und als solcher auf w 
gelegen; er ist aber ebenso Polarpunkt von wv in Bezug auf &'y’, d. h. 
der vierte harmonische Punkt von z in Bezug auf &'y' und als solcher 
auf w’ liegend. Er muss also mit 2 selbst coincidiren und damit dies 
méglich, muss je einer der Punkte &y, resp. &'y' in a hineinfallen; 
d. h, jede Gerade durch a hat in Bezug auf K* eine Polare, die aus 
dem Punkte x und einem andern Punkte € besteht. Demnach hat jede 
durch x gehende Gerade zur zweiten Polare den Punkt z selbst, der 
auf ihr liegt, und ist in Folge dessen Tangente der Curve. ug = 0 
ist also ein Theil von K*. Umgekehrt sieht man leicht, dass wenn 
K* durch die Gleichung: 


Ug Ug? = 0 


dargestellt wird, die apolaren Curven durch z eine Involution von 
Geradenpaaren bilden und iiberhaupt die eben geschilderten Verhiilt- 
nisse stattfinden. Der Ort der Punkte € ist alsdann die Gerade g, fiir 
welche ggg = QUx ist. 

Von den Schnittpunkten eines der Involution angehérigen Geraden- 
paares v, w mit der C® liegen zwei in 2 vereinigt, a, a, seien die 
weiteren Schnittpunkte von v, a, a, diejenigen von w. Es frigt sich 
ob es vorkommt, dass v, w ein Polarfiinfeck ausschneidet, welches 
also aus %@, @,a,a, bestiinde. In diesem Fall miisste, wenn man durch 
a, a, irgend eine Curve 2. Ordnung legt, die noch in «, «a, a, schneidet, 
diese zusammen mit v nach Satz 1 eine conjugirte Curve von K® bilden, 
oder was dasselbe ist, jede durch a,a, gehende Curve 2. Ordnung 
miisste zu Ug%.” = 0, d. h. zum Punktepaar 2|(w, g) conjugirt sein. 
a, a, selbst miisste also zu | (w,g) harmonisch liegen Nach der 
bekannten Eigenschaft der Polarcurve eines Punktes einer C®* folgt 
hieraus, dass (w,g) auf der ersten Polaren von a in Bezug auf 
C(a,°=0) liegen muss, und da der Punkt auch auf g liegt, so resultirt, 
dass er Schnittpunkt von g und aga,” = 0 ist. Da dasselbe von (», g) 
bewiesen werden kann, so miissen, wenn iiberhaupt ein Geradenpaar 
v, w der gewiinschten Art existiren soll, v, w die Geraden sein, welche 
x mit den Schnittpunkten von g und aga,” = 0 verbinden. 

Man sieht aber ganz ebenso ein, dass wenn v, w die so con- 
struirten Geraden sind und v die C* noch in @,a,, w noch in a, a, 
schneidet, a@,a,a,a, ein Polarfiinfeck bildet, da jede durch diese 
Punkte gehende Curve 3. Ordnung zu K®* conjugirt ist. 
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Wir kénnen also jetzt ganz allgemein den Satz aussprechen: 

14. Sind C® und K* zwei Curven 3. Ordnung resp. Classe, die 
zu einander conjugirt sind, und enthdlt C*% kein Polarviereck von K*, 
so geht durch jeden Punkt von C* eine und nur eine Curve Cz, welche 
ein Polarfiinfeck von K*, das den Punkt x selbst nicht enthiilt, auf C* 
ausschnerdet. 

Der Satz 12 giebt eine geometrische Deutung fiir das Verschwin- 
den der Invariante a,° der Curven C*(a,3=0) und K°(u,=0). Wir 
wussten schon, dass wenn C* durch ein Polarfiinfeck von K®* geht, 
a,>==0 ist; aus unserem Satz ergiebt sich auch das Umgekehrte. 
Beriicksichtigen wir noch das dual gegeniiberstehende Resultat, so folgt: 

14a. Eine Curve dritter Ordnung C*® und eine Curve dritter Classe 
K* sind dann und nur dann conjugirt, wenn C® unendlich viele Polar- 
fiinfecke von K®* eingeschrieben sind. Dann sind aber auch K* unend- 
lich viele Polarfiinfseite von C* wmschrieben. 

Dieser Satz gilt ganz allgemein, da er im Falle, dass C* ein Polar- 
viereck von K® enthilt, evident ist. 

Ich schliesse diesen Paragraphen mit einem Satze, der in die Ver- 
theilung der Curven C, einen niheren Einblick gestattet. 

15. Wenn durch einen Punkt « von C* die Fiinfeckscurve eines 
Punktes x hindurchgeht, und x’ der dritte Schnittpunkt von xa und C3 
ist, so geht auch die Fiinfeckscurve von x’ durch a hindurch. 

Beweis. Die Curve C, schneide C* ausser in @ noch in @, @, a, @,. 
Dann ist «a,a,a,@, ein Polarfiinfeck von K(u.°=0) d. h. es ist: 


4 
(12) tt. = > k; Ua, , 
0 


Ist nun a,° =O irgend eine Curve 2, Ordnung durch @,a@,a,a,, so 
folgt aus (12) sehr leicht durch Polarisirung, dass ihr Polarpunkt in 
Bezug auf K mit @ coincidirt. Alle Curven des Biischels «, a, «, a, 
haben also denselben Polarpunkt «. 

Construirt man aber nach Anleitung von Satz 12 die Curve Cy, 
indem man fiir die dort benutzte Gerade g die Gerade xaz’ einsetzt, 
so ergiebt sich der dort erwihnte Punkt zg als Polarpunkt aller Curven 
des Biischels a,a,a,a,. Es ist also in unserm Fall =a, und die 
Curve Cy ist die durch za gehende apolare Curve. Unser Satz ist 
mithin bewiesen. 

Man erkennt hieraus, dass die Zahl der Curven C, welche ausser 
C, durch den Punkt « der Curve hindurchgehen, stets eine gerade 
sein muss. 


Mathematische Annalen, XXX. 
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§ 4. 
Die Vertheilung der Polarfiinfecke auf der C’. 


Wir wissen, dass jedem Punkte w unserer C* eine und nur eine 
Curve (C,) zugehért, deren fiinf weitere Schnittpunkte ein Polarfiinfeck 
von K®* bilden. Alle Curven C, constituiren eine gewisse einfache 
Mannigfaltigkeit, die ganz in dem Netz der apolaren Curven enthalten 
ist. Aber es gilt zugleich der Satz: 

16. Jede Curve zweiter Ordnung @, welche ein Polarfiinfeck auf 
C® ausschneidet, liisst sich nur auf eine Art als Curve Cy auffassen. 

Denn wiirde eine solche Curve, die C® in rz‘ a,a,a,0, schneidet, 
zugleich als Curve Cz und als C, betrachtet werden kénnen, so miissten 
die Punktgruppen ; 

I’ Wy Oy My Oy 
TE Oy Uy Oy Oy 
je ein Polarfiinfeck von K* bilden; d. h. es wiire 


4 
ae 3 3 
Ue? = > kj Uae, -{- kuz, 
1 


4 
oie 3 8 
Ua? = > Ai Ua; a Mug ; 
1 


In diesen Gleichungen sind & und 4’ von Null verschieden, weil sonst 
@, @,@,a@, ein Polarviereck von K®* vorstellen wiirde, was ausge- 
schlossen ist. 

In Folge dessen ergiebt sich: 


4 
> (hii) te, + kus — aug =0. 
1 u 


Ist nun a,” = 0 irgend eine durch «,@,a,a, gehende von dem Kegel- 
schnitt (2 2’ a, a@,a,a,) verschiedene Curve, so folgt durch Polarisirung 
der letzten Gleichung nach a,?: 
kagtia — hax Un = 0 

und mithin, da ka,? und 4a? von Null verschieden sind x = 2’. Jede 
Curve unserer Art gehért also nur zu einem Punkte z, q. e. d. 

Wenn a2, = 0, a2, =0, a2, = 0 drei independente apolare Curven 
von K® sind, mithin 

%; a + x, as, + Hs; as, = 0 

fiir variables x alle apolaren Curven darstellt, so giebt es unendlich 
viele Parameterwerthe x,x,%,, welche Curven C, liefern. Alle diese 
Werthe werden durch eine algebraische Gleichung 


(13) F(x, %. %,) = 0 














Geometrisches tiber conjugirte Curven. 471 


ausgeschieden werden.*) Wir kénnen (13) als Gleichung einer alge- 
braischen Curve in den Coordinaten x,%,x, ansehen und wollen dies 
des bequemeren Ausdrucks halber weiterhin thun, und dementsprechend 
auch von Punkten x dieser Curve reden. 

Ist nun 


(14) f (a Xp %3) = O 

die Gleichung unserer C*, so wissen wir jetzt, dass jedem Punkt x 
von f= 0 ein und nur ein Punkt x von F — 0, aber auch umgekehrt, 
nach dem eben bewiesenen Satze jedem Punkte x von F=—O ein 
Punkt « von f= 0 zugehiért. Die beiden Curven sind also eindeutig 
auf einander bezogen und mithin von gleichem Geschlecht. 

Es ist aber wohl zu beachten, dass es hier nie vorkommen kann, 
dass zwei einfache Punkte von f = 0 sich zu einem Doppelpunkt von 
F = 0 vereinigen oder umgekehrt. 

In der That entspricht jedem Doppelpunkt x von f=0O nach 
unserer Construction, die dadurch nicht abgeandert wird, nur eine 
Curve C,, also nur ein Punkt x, welcher mithin auch Doppelpunkt 
von F’ = 0 sein muss, weil sonst die eindeutige Beziehung unterbrochen 
wiirde. Andere Doppel- oder Riickkehrpunkte von =O kann es 
aber nicht geben. Denn sie kénnten nur dadurch entstehen, dass zwei 
Punkten der C* dasselbe x, d. h. dieselbe Curve C, zugeordnet wiire, 
was nach Satz 16 unmdglich ist. 

Die Curve F = 0 hat in Folge dessen genau so viele Doppel- resp. 
Riickkehrpunkte, als f= 0 und da auch Gleichheit des Geschlechts 
stattfindet, so folgt Gleichheit der Ordnung. F’ = 0 ist also eine alge- 
braische Gieichung der dritten Ordnung. 

Es ist nun leicht, die Fiinfeckscurven zu bestimmen, die durch 
einen beliebigen Punkt y der Ebene hindurchgehen. Soll eine solche 
dargestellt sein durch: 


Hy Gis + ey Ase + Hye = 0, 
so ist nothwendig und hinreichend, dass die Gleichungen gelten: 


My iy + %_ day + xy ay = 0, 
F(x, %, %) = 0. 
Es giebt drei Werthe x,%,x, welche ihnen gentigen, also folgt: 
17. Durch jeden Punkt y der Ebene gehen drei Fiinfeckscurven 
(welche demselben Biischel angehiren). 
Ist y ein Punkt der Curve, so ist C, die eine durchgehende Fiinf- 
eckscurve; das durch C, bestimmte Polarfiinfeck enthilt aber den Punkt 


*) In der That kinnte man diese Gleichung dadurch hergestellt denken, 
dass man die in Satz 12 gegebene Construction algebraisch verfolgt. 
31* 
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y nicht; wohl aber ist y in den durch die beiden andern Curven aus- 
geschnittenen Fiinfecken enthalten; es folgt also: 

18. Ein Punkt y der C® lisst sich auf zwei verschiedene Arten zu 
einem Polarfiinfeck von K* ergénzen. 

Wir sehen also, dass die Zahl der ausser C, durch einen Punkt y 
gehenden C, in der That eine gerade ist, wie wir schon aus Satz 15 
erkannten. Aus demselben Satz folgt aber noch: 

19. Sind C,C,' die beiden ausser C, durch einen Punkt y der C* 
gehenden Fiinfeckscurven, so liegen xyx’ in derselben Geraden. 

Zu jedem Punkte y der C*® gehért in Folge dessen eine bestimmte 
Gerade [,, nimlich die Verbindungslinie der Punkte wz’, deren zu- 
gehdrige Fiinfeckscurven durch y gehen. Die Gerade [, geht dabei selbst 
durch y hindurch. Um die Classe des Ortes zu bestimmen, den die 
Geraden [ umbhiillen, fragen wir uns, welche dieser Geraden ausser 
T, einen Punkt y unserer C® enthalten. Soll [, von dieser Art sein, 
so muss C, durch den Punkt ¢ gehen; umgekehrt, ist ¢ Punkt des 
zugehirigen Fiinfecks, so ist zy ==, eine durch y gehende Gerade [. 
Die Gerade [, und die Verbindungslinien von y mit den Punkten des 
zugehérigen Fiinfecks stellen also alle Geraden [ vor, die durch y gehen; 
d. h. der Ort der Geraden T ist von der sechsten Classe. Jede Gerade 
des Ortes kann aber im Allgemeinen nur zu einem Punkt y gehdren; 
in Folge dessen ist der Ort von demselben Geschlecht p, wie die gegebene 
C3 und besitet demnach (10—p) Doppeltangenten resp. Wendetangenten. 

Ich kehre nunmehr zu der Beziehung zuriick, die zwischen den 
Punkten von C* und den Fiinfeckscurven bestand. Da die Curven 
(13) und (14) eindeutig auf einander bezogen sind, so giebt es bekannt- 
lich eine rationale Transformation *) 

9%, = (4, 2,23), 
(16) Ox, = , (%, x, Hs), 

Ox; = D(x, 2,23), 
durch welche die Curve F = 0 in f = 0 tibergefiihrt wird. Die Curven 
;(x) = 0 seien von der s‘ Ordnung. 

Jede Gleichung 
(17) hy %, + hye, + hy x, = 0 
scheidet aus der Gesammtheit der apolaren Curven eine zweigliedrige 
Gruppe (ein Biischel) aus. In demselben sind, wie wir wissen, drei 
Fiinfeckscurven enthalten, da deren Parameter x zugleich (17) und (13) 
befriedigen miissen. 

Wir kénnen aber zu diesen drei Curven auch auf anderem Wege 
gelangen. Soll niimlich C, eine dieser Curven sein, so ist nothwendig 


*) Cfr. Clebsch und Gordan, Abelsche Functionen p. 54 ff. 
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und hinreichend, dass erstens y auf C* liege, zweitens das dem Punkt y 
nach (16) entsprechende Werthsystem x der Gleichung (17) geniigt. 
y muss also die Gleichungen befriedigen: 


(18) f (YW Yo4s) — 0, 
hy ®,(y) + hy. 2 (y) + hy 3(y) = 0. 

Umgekehrt, wenn y eine gemeinschaftliche Lésung von (18) ist, welche 
nicht ®,(y), D,(y), O5(y) gleichzeitig annulirt, so liefert das aus (16) 
bestimmbare zugehérige Werthsystem x eine der gesuchten Curven. 

Da die Zahl der Liésungen drei ist, so mtissen von den 3s Schnitt- 
punkten der Curven (18) 3(s—1) feste gemeinsame Punkte von 
(19) F(Y1Y2Ys) = 9, O,(y) = 0, O,(y) = 9, O(y) = 0 
vorstellen, wiihrend drei andere mit h,h,h, beweglich sind. Setzen 
wir nun an Stelle der Gleichung (17) die Gleichung 
(17a) ais%y + aig% + Asem, = 0, 
so scheidet dieselbe das Biischel der durch einen Punkt & hindurch- 
gehenden apolaren Curven aus. Wenn & ein Punkt von C® ist, so 
wissen wir, dass das Biischel drei Fiinfeckscurven enthilt, deren eine 
C; ist, wiihrend die andern zwei Punkten §’§” angehédren mégen. Nach 


unserer Betrachtung sind y = &, y = &, y = &” die beweglichen Schnitt- 
punkte der Curven: 
(18a) F(Y1Y2¥s) = 9, 

are, (y) + axe, (y) + ase; (y) = 0. 
Wir wissen aber aus Satz 19, dass &§’&” in gerader Linie liegen. Von 
den Schnittpunkten der beiden Curven (18a), von denen die erste 
von 3, die zweite von s'** Ordnung ist, liegen drei in einer Geraden 
(vy=0), mithin nach einem bekannten Satze die tibrigen 3(s — 1), 
niimlich die festen gemeinsamen Punkte der Curven (19) auf mindestens | 
einer Curve (s — 1)’ Ordnung. Kine -solche Curve sei x(x) = 0; 
dann muss sich in: 


A (4,2, (y) + a, (y) + a5.95 (y)] — vyx(y) 


die Constante 4 so bestimmen lassen, dass der Ausdruck durch f(y) 
theilbar wird. Es giebt also ein 4 und eine Function (s—3)' Ord- 
nung V(y), so dass: 


(20a) Ajai, (y) + a,29.(y) + 4,29; (y)] + ¥WFy) = Vy X{Y)- 


Da x von § ganz unabhiingig ist, so werden, wenn y, € zwei andere 
Punkte von C® sind, zwei ganz analoge Gleichungen bestehen: 


20b) was, (y) + 4,592 (y) + a5, %5(y)] + ¥'(y) Fy) - wy x(Y); 
(20c) v[a%,(y) + 4,2%,(y) + a2%5(y)] + ¥’(y) FY) = tyx(y)- 
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Fiir Punkte y unserer O° [f(y) = 0] ist daher: 
a, (y) + a2%,(y) + 2,45 (y) = + xy) %, 
4,2, (y) + 0,3.2(y) + 4,2,%5(y) = — x(y) wy, 
a2, (y) + a2, (y) + 4,25 (y) = — x(y)ty. 
Ist also die Determinante: 
ay a,}. as, 
a a2 as, 


24 
2 2 2 
Gj Gye Age 


2 
1y 


von Null verschieden, was durch Wahl von &7§ stets bewirkt werden 
kann,*) so sind 9,(y), ®,(y), ®3(y) proportional zu Ausdriicken der 
Form: 

A,v, + Byw, + C,ty =hy, 
(21) A,v, + B,w, + Cyt, = ly, 

Azvy + By wy + Cgty = ly. 
wo A; B; C; Constaute bedeuten; da aber nach (16), wenn y ein Punkt 
der C,, x der Parameterwerth von C, ist, die Proportion gilt: 


H, 3%? x, = O,(y): O,(y) : O(y); 
so sind x, *,%, proportional zu linearen Functionen von y. Es folgt 
also: 
Die beiden Curven f =0, F =O kénnen durch eine Collineation 
in einander tibergefiihrt werden. 
Ist also y Punkt der C,, so werden die Parameter k,k,k, der zu- 
gehérigen Fiinfeckscurve nach (21) gegeben durch 


e%, = hy, 
(21a) Q% = hy, 
ox, = ls, 
und die Fiinfeckscurve selbst ist: 
(22) Lye + lay Oss + I, a2, = 0. 
Da sie aber durch y geht, so gilt 
(23) ly a, + l, a’, + l,, as", == 0 


fiir alle Punkte y der C%. (23) ist mithin die Gleichung der Curve 
C® selbst. 


*) Denn sonst miissten alse Punkte der C* auf derselben apolaren C? liegen; 
d. h. C® miisste jedenfalls eine apolare Curve enthalten, was ausgeschlossen. 
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In der That lisst sich im Allgemeinen jede zu K* conjugirte Curve 
3. Ordnung in der Form (23) darstellen. Alle Curven dieser Art bilden 
namlich eine neungliedrige Gruppe und specielle Curven derselben sind: 


2 2 2 
Qiet,=0, dee%,=0, as,2,—0, 
2 2 2 . 
AM2%, = 0, Ag2Xy = 0, Asx XL = 0, 
2 2 2 
AieXs = 0, Azz Lz = 0, A3z Xs = 0. 


Wenn also zwischen diesen Curven keine Dependenz stattfindet, so 
lisst sich jede zu K* conjugirte Curve 3. Ordnung (C,*—0) aus ihnen 
zusammensetzen; d. h. fiir jede solche Curve lassen sich Constante 


ly lye lis, 
lo yg los, 


; Is1 Use bys 
so bestimmen, dass: 


C, = liste -+ lex Ass + Ise Ase . 


Alsdann stellt (22) die Fiinfeckscurve vor, die zu einem Punkte y 
von C,* = 0 gehért. Man kann nachtriiglich auch durch Rechnung 
bestiitigen, dass die Curve der Gleichung (22) durch die unter Satz 12 
angegebene Construction erhalten werden kann. 

Das oben erlangte Resultat kénnen wir folgendermassen aus- 
sprechen: 

20. Es giebt zwischen den Punkten der Ebene und dem terndren 
Gebiet der zu K* apolaren Curven eine bestimmte (durch die Gleichung 21a 
vermittelte) Uollineation, welche jedem Punkt y unserer C* die zugehirige 
Fiinfeckscurve zuordnet. 

Mit Hiilfe dieser Thatsache kénnen wir leicht die Aufgabe lésen, 
einen Punkt y der C* zu einem auf der Curve liegenden Polarfiinfeck 
von K* zu ergiinzen. Die Aufgabe besitzt nach Satz 18 zwei Lésungen 
und ist erledigt, sobald man die zum Punkte y gehérige Gerade [, 
construiren kann. [, ist aber nichts anderes, als die Punktreihe, welche 
in unserer Collineation V dem durch y gehenden Biischel apolarer 
Curven zugehért, denn wir wissen ja von drei Punkten der Geraden 
[, (nimlich von den Schnittpunkten derselben mit C*), dass ihre zu- 
gehérigen Curven durch y hindurchgehn. 

Nun sei & ein beliebiger Punkt der C*, y ein Schnittpunkt seiner 
Fiinfeckscurve, € der dritte Schnittpunkt von §y mit unserer Curve 
dritter Ordnung. Da C; durch 9 geht, so weiss ich aus Satz 15 dass 


Cr dasselbe thut, und erkenne, dass die Gerade &€ der Ort der Punkte 
ist, welchen innerhalb V durch y gehende Curven entsprechen, also 


En€—=T,. Lege ich nun durch 7 und y die eine durchgehende apolare 
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Curve €(ny), so gehdrt dieselbe sowohl dem Biischel der durch y 
gehenden, also auch dem Biischel der durch y gehenden Curven an, 
und der Punkt ¢, dem diese Curve in unserer Collineation entspricht, 
muss sowohl auf [, als auf [, liegen; es ist also 

(24a) e=Il, —I,. 

Da aber vier Punkte einer Geraden und die ihnen innerhalb V ent- 
sprechenden Curven dasselbe Doppelverhiltniss haben miissen, so gilt 
andererseits : 


(24b) (EnSe) A (eC, C(ny)). 

Aus (24a) und (24b) ergiebt sich also folgende Construction: 

21. Es sei & ein beliebiger Punkt der Curve dritter Ordnung, C; 
seine auf bekanntem Wege hergestellte Fiinfeckscurve, » einer der Schnitt- 
punkte derselben mit C*, C, die in derselben Weise, wie C;, construirte 
Fiinfeckscurve von ». Ferner sei € der dritte Schnittpunkt von Ey und 
C*® und C; die durch n€ gehende apolare Curve. Iz, lz seien die Tan- 
genten von CzC, Cz im Punkte y. 

Ist dann y ein beliebiger Punkt der C*, so lege man durch y und y 
die eine durchgehende apolare Curve ©(y, y), welche in die Tangente 
l, habe und bestimme den Punkt ¢ der Geraden &y &, fiir welchen: (cfr. 24b) 

(Enfe) A (lg tle ly). 
Man ziehe ye =, und bestimme die weiteren Schnittpunkte y, y, dieser 
Geraden mit C*. Die durch yy, resp. yy. gehenden apolaren Curven 


C,,C,, sind so beschaffen, dass jede von ihnen C*® noch in vier Punkten 
trifft, welche y zu einem Polarfiinfeck von K®* ergénzen. 


§ 5. 
Ueber die Polarsechsecke etc. einer K*, die auf einer zu ihr conjugirten 
C® enthalten sind. 


Wenn eine Curve 2'* Ordnung C? zu einer Curve 2'** Classe K? 
conjugirt ist, so liegt auf C? bekanntlich nicht nur eine einfache 
Mannigfaltigkeit von Polardreiecken der K*, sondern auch eine drei- 
fache Mannigfaltigkeit von Polarvierecken derselben Curve. 

Etwas ganz Analoges findet auch bei den Curven dritter Ordnung 
und dritter Classe statt und zwar ergiebt sich, dass wenn C* zu K$ 
conjugirt ist, C* eine dreifache Mannigfaltigkeit von Polarsechsecken, 
eine fiinffache von Polarsiebenecken, eine Z-fache von Polarachtecken 
enthilt. Da ich die Untersuchungen, die sich daran ankniipfen, noch 
nicht habe abschliessen kénnen, anderseits der Gegenstand nicht fiiglich 
ohne Erwiihnung bleiben darf, so sei es mir gestattet, einstweilen einige 
diesbeziigliche Resultate hier ohne Beweis mitzutheilen. Es ergiebt sich: 
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22. Sind zwei Punkte a,a, der C* gegeben, so giebt es durch jeden 
Punkt « der Curve einen Kegelschnitt, der durch a, geht wnd dessen 
weitere Schnittpunkte o, o. 0, a, mit a, a, zusammen ein Polarsechseck 
von K* bilden. 

23. Ist K* zu C* conjugirt und ist « ein beliebiger Punkt der C*, 
so lassen sich zu vier beliebigen Punkten a,a,a,0, derselben Curve stets 
drei Punkte a,a,0, auf eine und nur eine Art so hinzubestimmen, dass 
die sieben Punkte a,«,...«, gugleich einen beigeordneten Rest von « 
und ein Polarsiebeneck von K* bilden. 


Ziirich, im Juni 1887, 











Darstellung der rationalen ganzen Invarianten der Binarform 
sechsten Grades durch die Nullwerthe der zugehérigen 
@-Functionen. 


Von 


Oskar Bouza in Freiburg i/Br.*). 


Einleitung. 


Fiir die Theorie der hyperelliptischen Modulfunctionen ist es 
wiinschenswerth, eine Darstellung der Invarianten der Binirform 
sechsten Grades durch die Nullwerthe der zugehérigen #-Functionen 
zu besitzen. Eine derartige Darstellung ist bisher nur fiir einzelne 
specielle Invarianten vorhanden: 

fiir die Doppelverhiltnisse (Rosenhain), fiir gewisse irrationale 
Invarianten, welche mit den vierten Potenzen der geraden #-Null- 
werthe proportional sind (Thomae**)) und endlich fiir die Diseri- 
minante (Thomae**)). 

Die folgende Arbeit, die auf Anregung von Herrn Professor 
F. Klein entstanden ist, stellt sich die Aufgabe, diese Darstellung 
fiir alle rationalen Invarianten der Binirform sechsten Grades durch- 
zufiihren. Es wird sich dabei das nach Analogie der elliptischen 
Functionen unerwartete Resultat ergeben, dass nicht alle ganzen 
rationalen Invarianten sich als ganze Functionen der #- Nullwerthe 
ausdriicken lassen; vielmehr wird sich zeigen: 

Die Invariante zweiten Grades (A in der Bezeichnungsweise von 
Salmon) ist eine gebrochene Function der #-Nullwerthe, erst das 
Product aus A in die Discriminante A wird eine ganze Function. 

Unter den Invarianten vierten und sechsten Grades giebt es je 
eine einzige, welche als ganze Function der @-Nullwerthe darstellbar 
ist, namlich die Invarianten: 


*) Vergl. eine vorliufige Mittheilung in den Nachrichten von der K. Gesell- 
schaft der Wissenschaften zu Gdttingen, 1887, Nr. 14, 
**) Borchardt’s Journal, Bd. 71. 
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B* = A? — 100B 
C* = A — 300 AB + 250 C. 


Es sind dies gerade die beiden Invarianten, deren Verschwinden 
zusammen mit dem der Discriminante die nothwendige und hinreichende 
Bedingung dafiir ausdriickt, dass f eine dreifache Wurzel besitzt*). 

Die Discriminante A ist ganz ausdriickbar, dagegen die schiefe 
Invariante E nicht, sondern wieder erst das Product E(j/A)’- 

Es wird sich daher fiir den vorliegenden Zweck als angemessen 
erweisen, an Stelle der fiinf Fundamentalinvarianten von Salmon oder 
Clebsch die Invarianten 


und 


A, B*, C*, A, E 
zu Grunde zu legen, welche ebenfalls ein volles System fiir die In- 
varianten der Binarform sechster Ordnung bilden. 

Der Umstand, dass die Invariante A sich nicht als ganze Function 
der #-Nullwerthe darstellen lasst, driickt einen principiellen Unter- 
schied zwischen den hyperelliptischen und den elliptischen Modul- 
functionen aus, der seinen Grund darin hat, dass bei den hyperellip- 
tischen Modulfunctionen auch im Innern des Bereiches der Moduln 
Tit» Tio) To2, fiir welchen die #-Reihen convergiren, solche Stellen 
existiren, an denen die Discriminante verschwindet, némlich die Stelle 
T;. = 0 und die mit ihr dquivalenten. 


§ 1. 
Bezeichnungen. 
Die Biniirform sechsten Grades werde bezeichnet mit: 
( f = ay x8 + 6a, x,5a, + 15a, 4,4x,? + 20a, 2,5 %,5 + 15a,2,?x,! 
+ 64,2, 2_° + ag%,°; 


in Linearfactoren zerlegt werden wir dieselbe schreiben: 





5 
(1) | f= af] (%, — %22), 
oder auch =. 
5 
f=a IT (px, + py x2) =| | ». 
\ =0 ‘ 


Ferner seien wu, und w#, die beiden Integrale erster Gattung: 


*) Maisano, la Sestica binaria, Atti della R, Accademia dei Lincei, Memorie 
vol, XIX, 1884 (cf. p, 50 daselbst). 
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xy (ted — — &, dx) 
(2) —f- — — 4 x,) 


mit dem simultanen System its. Normalperioden: 
[| | He | 


Uy | @Dyy | Dy | yg | Way 
Ue | @oy | Doo | Wyg | Woy 


wobei wir, um spiiter bestimmte Formeln schreiben zu kénnen, die 
Periodenwege KX; in bestimmter Weise fixiren wollen: Der Integrations- 
weg K, midge die beiden Verzweigungspunkte a, «, und nur diese 
einschliessen, K, die beiden Punkte a, a,, K, die beiden Punkte 
@,, %, K, die beiden Punkte «,, «,. 
Endlich seien: 
> beet ~ 3 
Pre 
— On MFO te 
Pie 
die beiden zu diesem Periodensystem gehérigen Normalintegrale erster 
Gattung, mit dem Periodentableau: 


Y= 


(3) 


(Diz = @yy @yq -— @jy yy), 
Vo = 


0, | O | 1 | ty. | to 


Unsere Aufgabe lautet dann genauer formulirt: 
Die rationalen Invarianten der Form f durch die Nullwerthe der 
#-Functionen mit den Moduln 1,,, t,., T2. auszudriicken. 


§ 2. 
Transcendente Normalform fiir die Binairform sechster Ordnung. 


Das Verfahren, das wir zur Lésung dieser Aufgabe anwenden 
werden, besteht darin, dass wir die Binirform auf eine geeignete 
Normalform bringen und an dieser die Invarianten berechnen. Es 
eignet sich hierzu am besten die transcendente Normalform, welche 
ich in meiner Dissertation*) angegeben habe. Ich habe dort gezeigt, 


*) Ueber. die Reduction hyperelliptischer Integrale erster Ordnung auf ellip- 
tische etc, (Géttingen 1886, und Mathematische Annalen Bd, 28). 
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wie man die Biniirform sechster Ordnung in der Richelot’schen Normal- 
form durch eine lineare Transformation auf die Form bringen kann: 


T] @@ n+ 2%), 
@ 


wobei zur Abkiirzung: 





( 09, (%, Ves Tis Ti2) Tee) = 9) 
0v,, ee %=0 


gesetzt ist, wiihrend das Productzeichen sich iiber die sechs ungeraden 
#-Functionen erstreckt. 

Ich will hier, ohne durch die Richelot’sche Normalform zu passiren, 
die lineare Transformation ableiten, welche direct von der allgemeinen 
Biniirform sechster Ordnung zu der angegebenen Normalform fiihrt. 

Nach einer von Herrn Klein in der Abhandlung ,,Ueber hyper- 
elliptische o-Functionen“ (Mathematische Annalen, Bd. 27) angegebenen 


Formel ist: 
( 04; ) ( 04; ) 
i Ou, 4, =0,%= F Oe 1=0, w=0 
(4) p! bates Uy an 0 0 ; p,? ae os ony 0, t=O 





wo @; die der Zerlegung 

f= pit 
zugeordnete ungerade #-Function bezeichnet, wiihrend C; den Werth 
hat: 


6) = 5) eis VEr 


(222). 
unter A,, die Discriminante der Form fiinfter Ordnung y,; verstanden. 
Wir wenden jetzt auf die Variabeln «,, 7, die lineare Substitution an: 


Ly = (4,4, + 4242) YN, 
Le = (1 Y, + Wy» Yo) YN, 
n=[|[[ c. 

i=0 


Alsdann findet man mit Hilfe der Formeln (4): 


(6) 


wo: 


Di = Py @, + pa, = Lh (Oy, + 2: y), 
also ' 
(7) f(%,, %) = IT (8 yy + By.) = F(y, 5 Y2)- 
@ 
Fiir die Determinante r der Substitution (6) hat man: 
r= pi; 
nun ist aber nach (5) 
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i %& «x 
N= 3 Gay V4: 


wo j eine achte Einheitswarzel, A das Quadrat des Differenzenproductes 
der Wurzeln von f bezeichnet, multiplicirt mit a,'°; benutzt man aber 
die Formel von Herrn poe 


(2.24) 10 
a | | en, 
Py (a) 


das Productzeichen iiber die Nullwerthe der zehn geraden @- Functionen 


erstreckt, so kommt: 
- 4 
Pam j > Pir ] ] Oa, 


wo j’ wieder eine achte Kinheitswurzel ist; fiir das von uns zu Grunde 
gelegte System von Perioden hat dieselbe den Werth 1, wie sich durch 
Vergleichung mit den in meiner Dissertation gegebenen Formeln er- 
giebt. Wir haben also das Resultat: 

Die Binirform sechsten Grades f(x,, x.) geht durch die lineare 





Substitution: 
= (1,4, + ont) ar, IT». De, 
Ps (a) 
(6) 
= (4, + ont) Vr, ITT. Da 
Pi (a) 


diber in die Form: 


F(Y, ¥) = IT (Ay, + 3 y,), 
(i) 


wo das Productzeichen sich auf die sechs wngeraden 9-Functionen bezieht. 
Fiir die Determinante dieser Substitution gilt die Relation: 


4 
(8) r =+ ro] | Pa. 


(a) 


§ 3. 
Die Wurzeldifferenzen und die einfachsten irrationalen Invarianten als 
Functionen der #-Nullwerthe. 


Wir bezeichnen jetzt mit (¢, k) die Functionaldeterminante aus 
den beiden Linearfactoren p; und p,, also: 


(¢, kh) =p, p. — p, p,, 
“) Borchardt’s Journal Bd. 71, 
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mit (i, k)’ die entsprechende Grdsse fiir die transformirte Form F'(y,, y,), 
dann ist: 


- i, ky 
(= OE. 
Nun ist aber: 
(ky = 8°) 9,2 — 98) a 
und dies lasst sich nach Rosenhain auf die Form bringen: 
+ 2° 9_ Op Oy O. 


Indem wir den oben gefundenen Werth fiir r einsetzen, erhalten wir 
das Resultat: 


Setet man zur Abkiirzung: 


(9) . 
Pre — 


so driickt sich die Functionaldeterminante (i, k) der Linearfactoren pj, px 
von f durch &- Nullwerthe aus in der Form: 


(10) (i,t) ot pt “SMe. 
P 


Das Vorzeichen und die Indices der #-Functionen hiingen dabei von 
der Wahl des zu Grunde gelegten Periodensystems ab. Bei der oben 
getroffenen Festsetzung erhilt man die folgende Tabelle: 


$ 
(01) = (+) By Fos Fy. yy, 


+ 

(02) = (+) 4; 4, Fi, F534, 
4 

(03) = (+) D Fo, Drs Fy, 


(04) = (2) 9, F, A. Is, 


(11) 


(05) —_— (2 B®, F, Fy, Dy, 
(12) — (2) ®, Gy Fi, 9.5, 


13) = (2) a, % 9 %, 





(14) = (2)! B, Fo Dy. Fy4, 
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(15) = (2) 8, Op Dos Fy,, 
(23) = (2) H, Boy Fro Py, 
24) =(£)° 9 % % 1, 
(11) ) (25) = (2)? BB, PAs; 
(34) = (2) 8, Ms M14 Poss 


(35) = (2) 95 Fo, Py Fy, 





1 
\ (45) = (+)’ DO, 4 Fy). 

Die Ausdriicke sind nur bis auf eine dritte Einheitswurzel be- 
stimmt; diese Unbestimmtheit fallt aber weg, so wie wir dazu iiber- 
gehen aus diesen Determinanten Invarianten der Form f zu bilden, 
weil das Gewicht einer solchen Invariante stets durch 3 theilbar ist. 

Wir wenden die Formeln (11) zuniichst zur Darstellung einiger 
irrationaler Invarianten an, die fiir die Bildung rationaler Invarianten 
von Wichtigkeit sind. 

a) An die Zerlegung von f in drei quadratische Factoren 


f=Ené 
kniipft sich die irrationale Invariante vom Gewicht 3: /A; /A, Ae 
Es ist z. B. 
0,200,202 02 8,2 
(12) (12) (34) (05) = @ 2-4 ies 





Ferner gehért hierher die Invariante vom Gewicht 3: 


1 1 1 
(13) O=—a|a,+ a, a+ a,, a, + a, 
GQ G3 Oy G, Oy 


= (45) (13) (02) + (03) (24) (15), 


deren Verschwinden die Bedingung dafiir ausdriickt, dass die drei 
Punktepaare § = 0, y= 0, € = 0 in Involution liegen. 
Man findet 
6,” 6," a3 si (Gi ‘al #,‘) 
> ‘ 


(14) o—¢ 














y 
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b) Die Zerlegung von f in zwei cubische Formen: 
f= 
fiihrt zu den irrationalen Invarianten vom Gewicht 6, VA, VAy. Es 
ist z. B. 
(15) (13) (35) (61) (02) (24) (40) = 929, ¢. 
Dies sind die bekannten Formeln, welche Herr Thomae im 71'" Bande 
von Borchardt’s Journal angegeben hat*), 


c) Endlich mag hier noch die Quadratwurzel aus der Discriminante 
angegeben werden: 


(16) Vi = IT (i, k) = oP. 
(é<k) 
§ 4. 
Die rationalen Invarianten A, B*, C*, A, E als Functionen der 
#-Nullwerthe. 


Aus diesen irrationalen Invarianten kann man nun leicht rationale 
Invarianten von vorgeschriebenem Grad in den Coefficienten zusammen- 
setzen. Ich will hier den Weg angeben, wie man auf diese Weise 
zur Darstellung der Invarianten A, B*, C*, A, E gelangt, und ver- 
weise fiir die fertigen formeln auf die Schlusszusammenstellung im § 7. 

Eine Invariante gweiten Grades, die sicher nicht identisch ver- 
schwindet, erhalten wir in der Form: ~ 


> A; A, As, 


wo die Summation sich auf die 15 Werthe der unter dem Summen- 
zeichen stehenden Function bezieht. Diese Invariante muss bis auf 
einen Zahlenfactor, fiir den man leicht den Werth — 240 findet, mit 
der Invariante A identisch sein. 

Ferner hat man fiir die Discriminante A die Formel von Herrn 
Thomae: 


A= | | (ik? —= e% P*, 

Die schiefe Invariante E ist bis auf einen Zahlenfactor gleich 
dem Product aus den 15 Werthen, welche die irrationale Invariante 0 
— vom Vorzeichen abgesehen — bei allen méglichen Vertauschungen 
der Wurzeln annimmt**), 





*) Vergl. auch Staude, Mathematische Annalen, Bd, 24, pg. 286, 
**) Vgl. Salmon, Vorlesungen iiber die Algebra der linearen ‘Transformationen, 
Deutsche Ausgabe pg. 355. 


Mathematische Annalen, XXX. 32 
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Ebenso kann man sich leicht rationale Invarianten vierten und 
sechsten Grades aus unsern irrationalen Invarianten zusammensetzen. 
Will man speciell solche Invarianten erhalten, welche sich als ganze 
Functionen der #-Nullwerthe ausdriicken lassen, so hat man von den 


irrationalen Invarianten /A, /Ay von Herrn Thomae auszugehen. 
Quadrirt man die 10 Gleichungen (15) und addirt sie, so erhiilt 


man: 
> dy dy = et >) 0.9. 


Die linke Seite stellt dann in der That eine rationale, nicht identisch 
verschwindende Invariante vom Gewicht 12, als vom Grad 4 in den 
Coefficienten von f dar, die wir bis auf einen constanten Factor mit 
B* bezeichnen wollen. 

Eine rationale Invariante sechsten Grades kann man aus den 
irrationalen Invarianten V/A, /Ay auf folgende Weise zusammensetzen: 

Greift man irgend eine der 10 irrationalen Invarianten (15) heraus, 
z. B. die folgende: 


$y = (03) (35) (50) (12) (24) (41) = gy! 
und wendet darauf die successiven Potenzen der cyklischen Permutation 
von der Periode 5 an: 
S=(0, 1, 4, 3, 2), 
so erhailt man ausser g, noch vier andere Functionen ,, 9, 93, Q- 
Die Summe: 
9, = P+ P+ P+ s+ % 
= (et + O35 — 8; — 3; — ') * 
bleibt dann ungeiindert bei den Potenzen der Substitution S, aber auch 
noch bei der cyklischen Permutation von der Periode 4: 
T= (i, 4, 2, 3) 
und bei der cyklischen Permutation von der Periode 6: 
U = (0, 5, 1, 2, 3, 4). 
Denn bei 7 geht ®, iiber in: 
o? (— Hs — Hi + 9,4 — Ost — O13), 
bei U in: 
9?(— Oi — 9,4 — O05 + Ft — 9‘), 
und beide Ausdriicke erweisen sich mit Riicksicht auf die Rosenhain’schen 
Relationen: 


*) Die Function ® geht — abgesehen von dem Factor 9? — aus der von 
Herrn Maschke in seiner Arbeit ,,Ueber die lineare Substitutionsgruppe der 
Borchardt’schen Moduln‘‘ mit demselben Buchstaben bezeichneten Function her- 
vor, wenn man in derselben die Borchardt’schen Moduln durch die #-Nullwerthe 
ausdriickt, und ist auf diesem Wege gefunden worden, (Vgl. § 8.) 
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Doi — = 9,4 — Hs, 925 — 8,' = — Oo — Oui, 

— 9,1 — a)! = — Ox — 4, or O,4+ Got = — i — O23, 

— + O33 = — 2+ 9,' 
als identisch mit dem urspriinglichen Ausdruck 9,. 

Die Function ®, bleibt daher auch ungeiindert bei derjenigen 
Gruppe von Permutationen, deren Erzeugende die drei Permutationen 
S, T, U sind; diese drei Permutationen erzeugen aber die bekannte 
dreifach transitive Gruppe von 120 Permutationen (vgl. Serret, Cours 
d’Algébre supérieure, II, pg. 325 und 432). 9, ist also eine sechs- 
werthige Function der Wurzeln. 

Bilden wir daher die Summe der dritten Potenzen dieser sechs 


Werthe: 
Se, 


so ist dies eine rationale Invariante von f vom Grad sechs in den 
Coefficienten, die, wie sich im § 5 ergeben wird, nicht identisch ver- 
schwindet, und die wir bis auf einen Zahlenfactor mit C* bezeichnen. 

Es bleibt nun noch iibrig, die bisher nur als Functionen der 
Wurzeln definirten Invarianten B* und C* durch die Invarianten 
A, B, C von Salmon auszudriicken, sowie der Nachweis, dass B* 
und C* die einzigen rationalen Invarianten vierten resp. sechsten Grades 
von f sind, welche als ganze Functionen der @- Nullwerthe darstellbar 
sind, 


§ 5. 


Bestimmung der Anfangsterme der Entwicklungen der Salmon’schen 
Invarianten A, B, C nach Potenzen von q,, q. 


Um die Invarianten B*, C* durch die Salmon’schen Invarianten 
auszudriicken, bestimmen wir mit Hilfe der Richelot’schen Normalform 
die Anfangsterme der Entwicklungen von A, B, C nach Potenzen 
von: g, =e"'™ und g, = e7'™, 

Die lineare Substitution, welche die Form f in die zu dem oben 
gewahlten System von Perioden gehérige Normalform iiberfihrt, lautet: 

’ 8, 5 

— Vit M4» 
“0 nfm OM) 

= ym ? 


deren inverse Substitution wir schreiben wollen: 


a, = ax, + Ba, 
Ly = yx, + Ox, 





(18) 


(ad — By = 1’). 
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Dabei ist zur Abkiirzung gesetzt: 


(3.4)¢ (45)* (85) 
M = “4 (14) 24)” 


und der sechsten Wurzel ist irgend einer ihrer sechs Werthe bei- 


zulegen. 


Durch die Substitution (17) geht die Form f tiber in: 


(19) f° (ay a) — Wy’ By (eg’ — 24’) (aig — x? ay’) (a — A? ar,’) (Hy — way) 








= f(x, %2), 

wo: 

(34) (25) 5 Oy" ) 

— (36) (24) a202 = 8(1-+ cos rt,,.) g.[1 +--+], 
on, J a2 — (34)(18) _ P05 a5 “ 
GD) 1 Pm Hae ~ oaen OG + me sin) tall ++ --) 

e202 
to — (34) (05) _ Vos%e 169,[1 +++ -}. 








(35)(04) a2 a? 


Fir die Determinante vr’ ergiebt sich: 


, (34) (45) 
(21) v* = Say (4) (14) OH)” 


oder mit Hilfe der Formeln (11): 

a . 
eo," Poi o 

Fiir die Coefficienten a’ der Form /f’ findet man: 


, , 1 
a=0, a=-07 a= 


(22) 3 = 

















6? 
pm Se BE. CaP +-- 5 
P 242 + ux? +- u? A? 4 x? 1? yu? 
—" 15 im 
_ __ (i+ cos ong & tom Te) (8q)?+- ++, 
; 24 42 2 242 4. 4242 2 42 2 
ofan SEP te + + ut + wrx — PFOA) 84, 4+, 
ee ee ee a 
a= 15 ag 15 + 


Hiernach kann man die Anfangsterme der Entwicklungen der 
Invarianten A’, B’, C’ mit Hilfe der von Salmon gegebenen Formeln 
berechnen; man braucht dabei nur diejenigen Terme zu beriicksichtigen, 
welche keine der Grissen ay, a;', a, enthalten, was die Rechnung 


vereinfacht. 












n 
ay 
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Beachtet man weiter, dass 





1 , 1 ’ 1 , 
A=, A, B= B’, C=, C 


y 12 
und dass die Entwicklung von a beginnt mit: 


we r) t 
7°- gigi “4 


so erhilt man fiir die Anfangsterme der Invariante A, B,C, die wir 
durch [A], [B], [C] bezeichnen wollen, die Werthe: 


2 
[4] = Sor ainF eg * 3012 + 008? are.) 
4 
3) [B] = om [16 + 76 cos? xz,, — 11cos‘ x1,,], 
[Cc] =— For a 8 [64 — 894 cos? xt,, + 138 cos‘ xr, 


— 37 cos® wt]. 
Wir kniipfen hieran zunichst die Bemerkung, dass keine der 
lnvarianten A, B, C sich als ganze Function der &-Nullwerthe dar- 
stellen lassen kann, weil jeder der drei Anfangsterme fiir t,, = 0 un- 
endlich wird, wiihrend die #- Nullwerthe endliche Werthe behalten. 
Weiterhin benutzen wir nun diese Anfangsterme dazu, die In- 
varianten B*, C* durch A, B, C auszudriicken. Wir wissen, dass 


der Ausdruck 
“Sor 


eine rationale Invariante vierten Grades ist, also sich ausdriicken lassen 
muss in der Form: 


oe z 5,5 = mA? + nB; 


wir entwickeln beiderseits nach Potenzen von q, und qg, und setzen 
die Anfangsterme einander gleich. Dies liefert drei lineare Gleichungen 
zwischen m und m, welche durch das eine Werthsystem: 


m= 1620, m= 1620-(— 100) 
befriedigt werden, sodass man zugleich eine Controlle hat. Wir defi- 


niren jetzt: 
A? — 100 B = B*, 


1 
BY = 7590 “> 9.'. 
Genau ebenso findet man, wieder mit einer Controlle, dass 


>) 0) = 2. 37-5 (AP — 300A B + 2500) 


so ist 
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und wir setzen wieder 
A’ — 300 AB + 250C = C*. 


Die Rechnung zeigt zugleich, dass die Invarianten B* und C* die 
einzigen rationalen Invarianten vierten, resp. sechsten Grades sind, 
welche sich als ganze Functionen der #-Nullwerthe ausdriicken lassen. 


§ 6. 
Excurs: Neuer Beweis der Thomae’schen Formeln. 


Bei der Wichtigkeit der Thomae’schen Formeln fiir die Nullwerthe 
der geraden #-Functionen, mag es gestattet sein, hier einen neuen 
Beweis fiir dieselben einzuschalten, der sich an die Reduction der all- 
gemeinen Binirform 6'" Grades auf die Richelot’sche Normalform an- 
schliesst, und der nichts weiter als die Formeln von Rosenhain 
benutzt. 

Man kann die dritte Potenz der Determinante r’, ohne auf unsere 
Formeln (11) zuriickzugehen, auf folgendem Wege durch die @-Null- 
werthe ausdriicken : 

Bezeichnen wir mit w,', wu,’ die beiden Integrale: 


ul ef tee tr — yd ay) 
’ VE (a1’, ae’) 





af am [2 —9 ee) 
Vi" (ey, a)” 
so ist *): 
uy = r(au, + Bu,’), 
Uy = r(yuy’ + uy’); 
die Determinante dieser linearen Substitution ist r’*. 
Andererseits hat man: 


Uy = 1% + 9%, 
Uy = Oy Vy HF WyqV%, 
0, = Cy uy + Cy, te, 
v. = Cy ty’ + Cyt’, 
wo die Gréssen C;, nach Rosenhain in bekannter Weise durch die 
Nullwerthe gerader #-Functionen und die Nullwerthe der partiellen 
Ableitungen ungerader #-Functionen ausdriickbar sind. 
Hieraus folgt durch Composition der Determinanten: 
_— 13 = pio (Cy Cy. — Cp Cy), 


*) Vgl. F. Klein, hyperelliptische Sigmafunctionen, Math. Ann, Bd. 27, 
pag. 437. 


und: 
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oder da nach Rosenhain: 
P 
Ci, Co. _ Ci Cry ie iil 4x0 oO,’ 
so haben wir nach (21): 


ita (34) (45) v4 P 


~ (85)? (04) (14) 24) gat af o,f’ 





in Uebereinstimmung mit (22). 
Beachtet man nun, dass nach Rosenhain: 
Ae? ae? pg? ae 2120 (10) (94 (64? _ PPO 
a He a=" 5) 24) (14) 04? ~ oS ata?’ 


so findet man durch Vergleichung mit der vorigen Gleichung die 
Thomae’sche Formel: 


(01) (12) (20) (45) (63) (34) = etx, 


woraus sich dann nach den Rosenhain’schen Formeln fiir die Quotienten 


a! 


ga die tibrigen neun Formeln ergeben. 
B 
§ 7. 
Zusammenstellung der Resultate. 


Es folgen hier die vollstiindigen Ausdriicke der rationalen I[n- 
varianten A, B*, C*, A, E, wie sie sich-auf dem bisher beschriebenen 
Wege ergeben haben. 

Wir gebrauchen, wie bisher, die Abkiirzungen: 


(¢, k) = pp. — p,p., 
ie (22%)? 
° 044 Dgg — 4p gy” 


p=|] ».. 


wo das Productzeichen sich tiber die zehn geraden #-Nullwerthe er- 
streckt. Die Buchstaben A, B, C, E bedeuten die von Salmon so 
bezeichneten Invarianten. 


lL A=— yt Dr rp rrp 
(24) PLA es 
Pp? 








ee? 
3-5 


Dabei erstreckt sich die Summation einerseits tiber die 15 Werthe der 
Function (ik)? («’ k’)? («” &”)*, andererseits tiber die 15 Sextupel, welche 
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die 15 Gépel’schen Quadrupel aus geraden #-Functionen zum Product 
aller geraden #-Functionen erginzen. 


2. B*—A?—100B 
= ae D> i NY PTY IY 


sia o* 8 
+ ge D O. 
a 


(25) 


Dabei erstreckt sich die Summation einerseits iiber die zehn 
Werthe der Function (ik)? (kl)? (li)? («’ kh’)? (k' UV’)? (U' @’)*,_ andererseits 
iiber die zehn geraden @-Nullwerthe. 

3. Wendet man auf die Function: 


Po = (03) (85) (50) (12) (24) (41) 


die successiven Potenzen der cyklischen Vertauschung von der Periode 5 


an: 
(0, 1, 4, 3, 2) 


und addirt die so entstehenden Werthe g,, 9, 92, Y3, Py, 80 ist die 
Function 

9 = H+P +92 + 93 + % 
sechswerthig. Es ist alsdann: 


/O* = A? — 300 AB + 250 C 
1 
= cero z o? 


6) )) =a [(— 20, + 0! + 03 + 054)" 

+ (—28,4+ 05+ 9,4 Oi) +(—28,!+4 i+ O5-+9,1)° 
— (—29,!+-8,'+ H+ Osi)” — (—28,'+ O15 + 0254-01)" 
(|  — (— 20,!+- 04+ 0,14 4)". 


an 4. A= | | (in 
= go! P2, 





5. Die Function: 


Yo = Aq [Hs Og (Hy + My — Hy — Oy) + O(a + @, — a, — By) 
+ % a, (a, + a& — a, — @,)) 
nimmt bei den Vertauschungen der Wurzeln, abgesehen vom Vor- 


zeichen, 15 verschiedene Werthe an. Wir fixiren die Vorzeichen so, 
dass die 15 Werthe alle aus den drei Functionen: 
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t Ay [5g (Oey + My — &, — Oy) + Ht, (@, + @, — O, — Oty) 
+ aa, (a, + % — &, — a)), 
Ay [45 Oy (Oy - Oy — My — Oy) + 0, (a, + @, — a, — Oty) 
+ 2 04(H%, + M% — & — a5)], 
Ay [Oe Oy (Oty + Oy — Oy — Oty) -F Oty Oy (Hy + &, — A, — M%) 
+ a (@, + a — a, — a)) 
durch Anwendung der Potenzen der cyklischen Permutation: 


' (0, 1, 2, 3, 4) 
hervorgehen. Dann ist: 


1 
(28) E=— x-g-ew [| 


) Jedem Factor y; ist ein Gépel’sches Quadrupel aus geraden @-Func- 
tionen zugeordnet und diesem wieder entspricht eine Rosenhain’sche 
Doppelrelation zwischen den vierten Potenzen der sechs nicht an dem 
Gopel’schen Quadrupel betheiligten @-Nullwerthe, von der Form: 

Gd + Os = Ot Oy — Her + pr. 


Bezeichnet man den gemeinsamen Werth der drei hier einander gleich- 
gesetzten Ausdriicke mit + R;, so ist, bei passender Wahl der Vor- 


zeichen : 

Te 
5 es et Y P 
(29) E= 25. 3%. 510 P3 





Ausgeschrieben und zeichenrichtig lauten die 15 Werthe R;: 


R, = Ht — 9,4 = O,4 — Hog — Os — Hi, 
R, = 05 — 0,' = 0, — of = of — Of, 
R, = 9,4 — Ost = Os + O45 = + Oil, 
R, = Os — Oy! = Got — Og = O,1 — Oi, 
R, = 9,4 — 0:8 = 0,4 + O25 = Got + it, 
R, = O34 — 9,4 = O13 — 05 = A! — Hii, 
R, = 95! — Pot = 4 + Hes — Hie + Hii, 
R, = 9! + 8,1 = 8,4 — 04 = Ost + Oil, 
R, = Ost — Ot = O35 — O,' = O,' — O55, 
Ry = O13 + Oot = Osi + O,! = 8,4 — Oi, 
Ryy= 95! — 9,4 = O4 + O,! = O13 + O25, 
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R,,= 9)! + at = a4 — Dos = O34 — Os, 
R= Ost = O13 = Oot — o,'=—3,!-— Sos, 
Ryy= 9! + 92 = 4! — O33 = Ost — 5, 
Ry= 9,4 — Oo = Got + 3 = 01+ 8,!. 


§ 8. 
Uebergang zu den Borchardt’schen Moduln. 

Der Vollstindigkeit halber fiige ich hier noch die Darstellung 
der rationalen Invarianten durch die Borchardt’schen Moduln bei, d. h. 
durch die Nullwerthe von vier ein Gépel’sches Quadrupel bildenden 
@-Functionen mit den Moduln 21,,, 2t,., 2t,., wodurch die vor- 
liegende Arbeit in engen Zusammenhang gebracht wird mit der bereits 
genannten Arbeit von Herrn Maschke, ,,Ueber die lineare Substitutions- 
gruppe der Borchardt’schen Moduln“*). Wir wiihlen fiir die Borchardt’- 
schen Moduln die Grossen: 

2, =H, (0,0 | 20,1, 2049, 29), 2p = By,(0, 0 | 2741, 2t,, 2a»), 
y= 9,0, 0 | 20,5, 20,9, 29), 2, = O, (0, 0 | 204, 2t, 2t,,). 
Dany driicken sich die Quadrate der Nullwerthe mit den Moduln 

T11> Tig» Tx, in folgender Weise durch die Gréssen ¢ aus: 


2 
Oe? — 8? + 2? + es? + 07, Ora = 4,7 — 2? — 23? + 2,’, 


. 
8? = 2,7 + 2,2 — 42> — 4,7, B54 = 8,7 — 2,7 + 8,° — 2,”, 








(30) 4 O25 = 22,2, + 22,2,, Oi = 22,2, — 225%, 
Oot = 22,2, + 22,2, &,? = 22,2, — 22,8, 
0,2 = 22,2, + 22,85, Oo3 = 22,2, — 2254s. 


Die Uebertragung der in § 7 gegebenen Ausdriicke fiir die In- 
varianten in die 2 ergiebt hiernach das folgende Resultat, welches ich 
der erwihnten Arbeit von Herrn Maschke entnehme: 

Bezeichnet man: 


iF, = Ps #° + u> a'a,4 + 168 2,22,72,72,?, 
P.= > g;'? — 33 a a2 2° ao 330 >) Bi 2,'2,' 


: 4 4 > ) 
(31) + 792 8,785" 2578," @;', 
Dyy= 64 (4,7 2,” — 2574,4?) (2,224? — 2,28,?) (2,224? — 2,7 25”) 


& ‘ . 
>< es ef —2 Me eit a4 + 82,72," a2, 


*) Dieselbe findet sich hier nachstehend abge:ruckt. 
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mit H(F,) die durch 8*- 7! dividirte Hesse’sche Determinante von F, 
und endlich mit R; die biquadratische Form der z, welche aus dem 
einzelnen RF; von pg. 493— 494 unmittelbar durch die Substitutionen 


(30) hervorgeht, so ist: 





( 25-9? H(F,) 
soot 
4 
Bt= ror F,, 
6 
(32) 4 C*#¥= —3 F2) 
A =e" Dy, 
IL 
Bin agi a 
{ 25. 39. 50 (VDx)* 


Géttingen, im Juni 1887. 














Ueber die quaternire, endliche, lineare Substitutionsgruppe 
der Borchardt’schen Moduln. 


Von 


Herricu Mascuxe in Berlin.*) 


Die in der Ueberschrift bezeichnete Gruppe ist zuniichst giinzlich 
ausser Zusammenhang mit der Theorie der hyperelliptischen Functionen 
von Herrn Klein**) aus der Liniengeometrie abgeleitet worden. Spiiter***) 
hat Herr Klein gezeigt, dass die sogenannten Borchardt’schen Moduln 
der hyperelliptischen Functionen vom Geschlechte p= 2 sich nach 
derselben Gruppe linear substituiren, wodurch dann die Gruppe, welche 
bisher nur den Vorzug hatte, eine der wenigen Gruppen linearer Sub- 
stitutionen von endlicher Ordnungszahl zu sein — und zwar, von ein- 
fachsten Fiillen abgesehen, die erste, welche man im quaterniiren Gebiet 
kennen lernte — wesentlich an Interesse gewann. Dieses Interesse 
wird fiir viele Mathematiker im Vordergrund stehen, wenn es sich, wie 
es auf Anregung von Herrn Professor Klein im folgenden geschehen 
soll, darum handelt, das volle System invarianter Formen fiir diese 
Gruppe aufzustellen. 


§ 1. 
Definition der Gruppe. 
Die Ausdriicke: 


1 
t= Pia + Pur 22 = > (Pi2—P)s 
1 
(1) Uy = Diy + Pars Ly = > (Pis—Par)s 


1 
l= Dig t Pr, B= > (Pis—Pas)» 
wo die sechs Gréssen p;; in tiblicher Bezeichnung die Coordinaten der 


*) Vergl. eine vorliufige Mittheilung in den Nachrichten d. K. Gesellschaft 
d, Wissenschaften zu Gottingen 1887, Nr. 14. 
**) Math, Ann. Bd. II, pag. 198 u. 366; Bd. IV, pag. 356 ff. 
***) Vorlesung tiber hyperell, Functionen; gehalten in Leipzig Sommer 1885. 





tm wm in. 2 








Ueber die lineare Gruppe der Borchardt’schen Moduln, 497 


geraden Linie im Raume bedeuten, stellen, gleich Null gesetzt, sechs 
lineare Complexe, die Fundamentalcomplexe, dar. In Folge der, 
zwischen den p,, bestehenden Identitit sind dabei die x; an die Glei- 
chung gebunden: 


6 
>a =(Q. 
i=1 

Der Inbegriff dieser sechs Complexe wird durch beliebige Ver- 
tauschung und beliebigen Vorzeichenwechsel der Gréssen 2; nicht 
geindert.*) Durch eine jede dieser beiden ,,Elementaroperationen“ 
wird aber der Raum in bestimmter Weise einer linearen Transforma- 
tion unterworfen, welche folgendermassen niher pricisirt wird: 

Jede aus einer geraden Anzahl jener Elementaroperationen susam- 
mengesetzte Umdnderung der x; bewirkt eine Collineation, jede aus einer 
ungeraden Anzahl zusammengesetete eine dualistische Umformung des 
Raumes. 

Leiten wir so aus den 720 Permutationen und den 64 Zeichen- 
wechseln der 2; alle méglichen Collineationen ab, so entsteht eine 
wohldefinirte endliche Collineationsgruppe. Indem wir diese Collinea- 
tionen homogen in den Punktcoordinaten ¢,, 2,, 2,, 2, mit der Sub- 
stitutionsdeterminante + 1 schreiben, bekommen wir eine endliche quater- 
nire Gruppe linearer Substitutionen, die wir mit G bezeichnen wollen, 
und diese ist es, welche der folgenden Untersuchung zu Grunde gelegt 
werden soll. 

Wir stellen zuniichst die Ordnung: dieser Gruppe fest. Von den 
64.720 Uminderungen der 2; liefert dem oben ausgesprochenen Satze 
zu Folge nur die Hiilfte Collineationen des Raumes. Da die Linien- 
coordinaten : 

Piz = Eime — Beni 
aber quadratisch aus den Punktcoordinaten zusammengesetzt sind, so 
entsprechen einer Umiinderung der x; immer zwei Substitutionen der 
#;, die sich von einander nur durch simultanen Vorzeichenwechsel 
unterscheiden, und auch nicht mehr als zwei; mithin ist die Anzahl 
der Substitutionen unserer, Gruppe, also die Ordnung von G: 
N = 64. 720. 

In der mit G demnach hemiédrisch isomorphen Gruppe der 2; 
bilden die aus einer geraden Anzahl] von Vertauschungen, verbunden 
mit einer geraden Anzahl von Vorzeichenwechseln zusammengesetzten 
Operationen eine ausgezeichnete Untergruppe, und in dieser ist wieder 
die aus den Operationen, welche eine gerade Anzahl von Vorzeichen- 


*) Vergl. betreffs dieser Gruppe Reichhardt, Math, Ann. Bd. 28 Ueber die 
Normirung der Borchardt’schen Moduln. 
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wechseln allein enthalten, bestehende Untergruppe von der Ordnung 32 
ausgezeichnet. In Folge des Isomorphismus schliessen wir daher fiir G 
auf die Existenz einer ausgezeichneten Untergruppe H, von der Ordnung + N, 


und eine in dieser ausgezeichneten Untergruppe H, von der Ordnung 64. 
Um zu bestimmten Formeln iiberzugehen, legen wir das Funda- 

mentaltetraeder (12), (34), (56) als Coordinatentetraeder zu Grunde*), 

und schreiben nun zuniichst die 64 Substitutionen von H, auf. Von 

diesen lauten acht folgendermassen: 

a ete | 4 ete | ate, | 4 ety, 

By = &% | By =e, | ey — FH | ey =F 2, 

a, = t% | =e | Ke | =F 2, 

agmty | aoe Fey | ay ee | ey HY. 


(2a) 


Zu diesen acht Formeln — es sind immer gleichzeitig entweder die 
oberen oder die unteren Vorzeichen zu nehmen — treten acht andere, 
in denen auf der rechten Seite zu jedem ¢ der Factor i—/— 1 
hinzukommt, Die noch fehlenden 48 erhilt man, wenn man immer 
je 16 ebenso aus den drei Formeln: 

By = By | By = ay | 2 = A, 

‘ , 
So = 8, | & = 8, | 8, = 8 
. 2 1 2 4 2 

(2b) F , 
&s = 2, 23 = 2, & = &Z. 
a = 8, | #4 = 2 | 8 = 2% 


bildet , wie die Formeln (2a) aus der Identitit. 

Was weiter die ausgezeichnete Untergruppe H, anbetrifit, so erhalten 
wir deren Substitutionen, indem wir mit der eben hingeschriebenen H, 
noch combiniren die Untergruppe G, von der Ordnung 720, welche einer 
geraden Anzahl von Vertauschungen der a; entspricht. Die aus den 
Permutationen, welche eine gerade Anzahl von Vertauschungen von 
6 Elementen enthalten, bestehende Gruppe lisst sich voilstindig durch 
folgende beiden cyklischen Permutationen von der Periode 3 und 5 erzeugen: 

S’ = (%,%_,%3), LT" = («,%,%,%,%,). 

Transformiren wir nimlich S’ der Reihe nach mit 7”, 7’?, T’%, T’4, 
so erhalten wir: (4, %,%,), (@, a, 25), (%,%;%), (@,%g%), woraus sich in 
Verbindung mit S’ durch einfache Transformirungen folgende cyklischen 
Permutationen ergeben: 


(2, %_%y), (Ly Wy My), (Ly %_ Xs), (%, %_ Xe). 


Hieraus aber liisst sich, wie bekannt, die Gruppe der Permutationen 


*) Siehe hieriiber auch Rohn: Ueber die verschiedenen Gestalten der Kum- 
mer’schen Fliche, Math. Ann. Bd, XVIII, pag. 143, 144ff. 
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der x;, welche aus einer geraden Anzah] von Vertauschungen bestehen, 
zusammensetzen. *) 

Die beiden Permutationen S’ und 7” liefern fiir die Punktcoordi- 
naten zg folgende beiden Formeln: 














f + 24, = (1—#) (2,—4), 
ne + 24,’ = (1 —4) (¢,—4;), 
"| + 22,’ = (1+%) (@. +4), 
+ 22, = (1+%) (¢,+-4,), 
? + 22, = — 4 + 2, + ta, — ie, 
T: + 24, = + 4, + 2, + 14; + t4,, 
" | 22,’ = — 4, + & — t4, + ia, 
L + 22) = + 4, + % — 14, — te. 


S und 7 sind demnach fiir die Gruppe G, erzeugende Substitutionen, 
Aus ihnen und den 64 Substitutionen von H, setzt sich mithin durch 
alle Combinationen und Wiederholungen die Gruppe H, zusanimen. 

Zur vollen Gruppe G@ fehlen jetzt nur noch die Substitutionen, 
welche einer ungeraden Anzahl von Zeichenwechseln verbunden mit 
einer wngeraden Anzahl von Vertauschungen der 2; entsprechen. Fiir 
die Gruppe der 2; bekommen wir diese, wie sich ohne Weiteres be- 
weisen lisst, siimmtlich, wenn wir zu den bereits vorhandenen Ver- 
tauschungen und Zeichenwechseln nur noch die eine Substitution in 
allen Combinationen hinzunehmen: 


, 
x, = Zo, 
Ly = X;- 


Die entsprechende Substitution der ¢ aber lautet folgendermassen : 


+V 2a, = (1+i)4,, 
(4) U: +38, = (1+i)%, 
+ V22,' = (1—i)¢;, 
+22) = (1—i)y. 
Wir haben jetet in den 64 Substitutionen von H, verbunden mit 8S, T', U 
in allen Combinationen und Wiederholungen die ganze Gruppe G von 
64 . 720 Substitutionen vor uns. 
Fiir die Folge erweist es sich als vielfach bequemer, neben diesen 
Formeln die folgenden vier Substitutionen von der Determinante + 1 


zu benutzen, welche ebenfalls die ganze Gruppe G erzeugen, wie im 
letzten Paragraphen niiher auseinandergesetzt werden soll : 


*) Netto. Substitutionstheorie. Leipzig 1882, pag. 35, Lehrsatz 1X. 
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co 1 ’ 
% = 7 Ate Sis &Z,, 
, 1 , 
a= Ve (4. + 45); 4= Ef, 
A:) Bt 
, 1 , ° 
= Pa 2%) & = — 0623, 
5) ’ 1 , ‘ 
( 4 = 7 (1 —%)s (Me = — 88%; 
&, = &%;, 8 = 8&8, 
C: fy = 844, D: £4, = €2, 
: 25. = EZs, : Bs = E25, 
{ , = 82, 4,—= &%. 


Hierin bedeutet ¢ eine achte Hinheitswurzel, und zwar: 

1—i7 : 

be 

Das Vorzeichen der /2 in A kann dabei nach Belieben positiv oder 
negativ genommen werden, da man vermittelst der Substitution D', 
welche wegen «= — 1 einen simultanen Zeichenwechsel aller z be- 
wirkt, den einen Fall auf den anderen reduciren kann. 

Wie man ferner sofort sieht, hat A die Periode 2, wihrend B, 
C, D die Periode 8 besitzen. 

Selbstverstiindlich kann jede der Substitutionen S, 7’, U sowie die 
zur Gruppe H, gehérigen angegebenen 64 durch A, B, C, D aus- 
gedriickt werden und umgekehrt. So ist z. B.: 

U=B.D*, S=B'.A.B ete. 

Die ausgezeichnete Untergruppe H, wird gebildet von all den- 
jenigen Substitutionen, an denen eine gerade Anzahl der 4 Erzeugen- 
den A, B, C, D betheiligt ist, wie man aus den folgenden Formeln 
entnimmt, welche die den genannten 4 Erzeugenden entsprechenden 
Operationen der Gruppe der 2; geben: 





é&e=xc 


, , , , 


( Y= 2, (%— 2%; i= 4%, oa L> 

Ly= 2p, ty =—%,, y= — 2s, Wo = —2Xy, 

6a: Xs pin om X 4, aan 

oe Mr oye — Ms t= —2;, tiy= 4s, 

| sling Berrie Sy Sy t= 2, 
ig = —Xe, 
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§ 2. 
Eigenschaften der bei G invariant bleibenden Formen.*) 


Ueber die Beschaffenheit derjenigen ganzen homogenen Functionen 
der vier Verinderlichen 2, , 2,, 2,, 2,, welche durch die N linearen Sub- 
stitutionen der Gruppe G in sich selbst iibergehen, kann man von 
vornherein eine Reihe von Satzen aufstellen, welche uns spiiterhin von 
Nutzen sein werden. 

Sei f eine solche Form vom m" Grade, so wird wegen der 
Homogeneitiit bei der Anwendung der Substitution D sich der Factor 
é" absondern, und wenn wir nach geraden und ungeraden Potenzen 
der Variabelen z, ordnen, so kommt: 


fF =P (1s 20 83°, &) + Ms fa (#1 » Bos #57) 24) 
f = a (fF, 1, %s 23", 24) — 25f2 (#1, #25 25", %4)], 
wo f’ den durch D aus f hervorgehenden Ausdruck bedeutet. Indem 
wir vorliufig auch solche Formen in Betracht ziehen, welche sich bei 
den Substitutionen der Gruppe bis auf einen Factor reproduciren, zieht 
die Bedingung: f’ = @ . f nach sich entweder: 
. fees: e und f=, (4%, 42, 4%, %), 
oder: 
eo=—e@ und f= 4, . fy(%5 4, 25”, %)- 
Nun sind aber in G Substitutionen vorhanden, welche jede beliebige 
Vertauschung der ¢ bewirken. So vertauscht C, indem wir den Factor 
 ausser Betracht lassen, z, mit z,, ADA z, mit z,, AD B?A endlich 
z, mit z,. Aus den genannten drei Vertauschungen aber liisst sich die 
ganze Vertauschungsgruppe von ¢,, 2, #,, 4, zusammensetzen. Mithin 
hat jede bis auf einen Factor invariante Form entweder die Gestalt 
f(,?, 22”, #7, 2,2) oder 2, 2,2,8, . f(#,?, 2%, 25”, 2,7). Das Vortreten des 
Factors 2, 4,2, 2, der zweiten Form zieht nun aber sofort nach sich, 
dass auch alle die Ausdriicke als Factoren vorantreten miissen, welche 
aus 2,2, 2,2, durch die Substitutionen der Gruppe hervorgehen. Es 
sind dies im Ganzen 15, welche, eingeln gleich Null gesetet, die 15 
Fundamentaltetraeder der sechs Complexe x; = 0 darstellen. Fihren wir 
die Abktirzungen ein: 
attattattai=o, 

#4729" + 2572)? = Yo, 
(7) #725" + 2,72,? = Vs, 

£2? + 2,22," =, 
Pee aD 8, 8,832, =f; 


*) Betreffs der Terminologie vergl. Klein. Vorlesungen iiber das Ikosaeder 
Leipzig 1884, pag. 47 u. f 
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so haben wir folgende Gleichungen fiir die 15 Fundamentaltetraeder: 


1 von der Form: y= 0, 

(6) 6 » » » ? w+ =O, 
2 on » ? P—2(%+4;,+4,) + 87 = 0, 
6» » » > p—2(v+de— vr) + 84 —0, 


wenn wir fiir i, k, 7 alle von einander verschiedenen Werthe 2, 3, 4 
nehmen. Das Product der linken Seiten dieser 15 Gleichungen liefert 
uns demnach eine Form 60'" Grades: R,., welche bei den N Sub- 
stitutionen von G zuniichst bis auf einen Factor ungeiindert bleibt. 
Aber dieser Factor ist +- 1, wie man sich leicht iiberzeugt, wenn man 
die Substitutionen A, B, C, D der Reihe nach anwendet, mithin haben 
wir in Reo bereits eine invariante Form unserer Gruppe vor uns. 

Wir kénnen jetzt auf Grund der vorhergehenden Erérterungen 
den Satz aussprechen: 

1) Jede invariante Form unserer Gruppe enthilt entweder nur 
gerade Potenzen der Variabelen (Formen erster Art), oder ist das 
Product der invarianten Form Ry und einer Form erster Art (Formen 
sweiter Art). 

Soll aber eine Form erster Art vom mn‘ Grade absolut invariant 
sein, so muss der nach Anwendung der Substitution D vortretende 
Factor «* = -+- 1 sein, also folgt: 

2) Der Grad jeder invarianten Form erster Art ist durch 8 
theilbar. 

Wir erkennen weiter, dass fiir invariante Formen erster Art nach 
dem soeben Gesagten bei Anwendung der Substitutionen B, C, D der 
Factor ¢ in diesen Substitutionsformeln einfach weggelassen werden 
kann, dass also in Folge der friiher auseinandergesetzten Eigenschaften 
der Substitutionen C, ADA, ADB°*A jede invariante Form erster 
Art in den vier Variabelen 2g symmetrisch sein muss, Da dasselbe 
von R,, gilt, wie der Anblick der Formeln (8) zeigt, so folgt: 

3) Jede invariante Form ist eine symmetrische Function der vier 
Variabelen 2. 

Endlich wollen wir eine Form erster Art nach geraden und un- 
geraden Potenzen von zg,” und g,? in folgender Weise ordnen: 


f= Fy G17, 07, 58, 244) E8572 (817, 20”, 254, @y8) 247 F (2,7, 207, 254, 25°) 
+ 857247 f (2,7, 227, 254, 24‘). 
Wenden wir hierauf B an, so bleibt der erste und letzte Term un- 
geaindert, die beiden mittelsten andern ihr Vorzeichen, diirfen daher, 
da f invariant bleiben soll, in f nicht vorkommen. Also muss sein: 


f= fy (41, 427, %54 244) + 2572,7f (2,7, 297, 54, 2,4). 
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Wegen der Symmetrie in den 2 folgt aber: 
f =f, (G14, #4, 254,244) + 2,74578572,7/,(2,4, 824, #54, 2°), 
wir haben also den Satz: 


4) Jede invariante Form erster Art ist eine ganze Function von 
den vierten Potenzen der Variabelen und dem Product 2,°2,?2,? 4, 


§ 3. 
Aufstellung des vollen Formensystems. 


Wir werden uns nun invariante Formen unserer Gruppe in der 
Weise zu verschaffen suchen, dass wir uns zuniichst eine Form bilden, 
welche bei einer méglichst ausgedehnten Untergruppe von G invariant 
bleibt, bei Anwendung von G@ also méglichst wenige verschiedene 
Werthe annimmt, indem wir gleichzeitig die Forderung zu erfiillen 
bestrebt sein werden, dass diese Form auch von mdglichst niedrigem 
Grade ist. Indem wir alsdann solche symmetrischen Verbindungen der 
simmtlichen verschiedenen Werthe dieser Function zusammensetzen, 
welche nicht identisch verschwinden, werden wir zu Formen gelangen, 
welche bei der Gesammtgruppe invariant bleiben. 

Es ist zunichst leicht, Formen anzugeben, welche der ausgezeich. 
neten Untergruppe H, gegeniiber sich invariant verhalten. Es sind 
dies die in den Formeln (7) mit p, ¥,, 3, ¥,, % bezeichneten Ausdriicke. 
Sie bilden sogar das volle Kormensystem der Gruppe H,, indem wir 
unter einem zu einer Gruppe linearer Substitutionen gehdrigen vollen 
Formensysteme den Inbegriff aller derjenigen invarianten Formen ver- 
stehen, welche nothwendig und hinreichend sind, damit durch sie eine 
jede bei den Substitutionen der Gruppe invariant bleibende Form rational 
und ganze ausgedriickt werden kann. 

Der etwas umstiindliche Beweis dafiir, dass die genannten Func- 
tionen das volle formensystem der Gruppe H, bilden, kann hier tiber- 
gangen werden, da er fiir die weiteren Entwickelungen nicht erforderlich 
ist. Kine Folge dieser Thatsache ist es aber, dass, wie die wirkliche 
Anwendung der vier erzeugenden Substitutionen zeigt, die fiinf Gréssen 
gy, vi, % bei Anwendung der ganzen Gruppe G sich linear unter sich 
substituiren, also eine mit G isomorphe quiniire endliche Substitutions- 
gruppe bilden. 

Aus den Gréssen , ¥;, % setzen wir nun eine neue Form 
zusammen, welche noch bei einer anderen in H, enthaltenen Unter- 
gruppe ungeiindert bleibt. Ausser H, ist in H, nach § 1 noch die 
aus S und 7 erzeugte Gruppe als Untergruppe enthalten. Verlangen 
wir zuniichst, dass ® bei der Substitution Z von der Periode finf 
ungeiindert bleibt — indem wir 7 der grésseren Periode wegen vor S 
bevorzugen. 

33* 
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Die Substitution 7’ wirkt auf die Functionen 9, ¥;, % folgender- 
massen : 
16g’ = 4g + 24y, — 24, — 24y, — 96y, 
16y, =29 — 4¥,+ 4y, — 12y, + 164, 
(9) T:{16y, =29+ 12¥,+ 4¢,+ 40, + 167, 
16y, —=29 — 4y¥,—12¥,+ 4y, + 16, 
164 = p— 2%,+ 2¥,+ 24,— 84. 
Um an der Forderung fest zu halten, dass ® von méglichst niedrigem 
Grade sein soll, setzen wir ® als lineare Function von g, ¥;, x an, 


also: 
> = ap + bw, + cv, + dy, + ex. 
Verlangen wir vorliufig nur, dass ' bei 7 bis auf einen Factor @ 
invariant bleiben soll, dass also ©’ = e® sei, so liefert uns die Glei- 
chung: ‘ 
ag’ + by, + cy, + dy, + ex = e(ap+by,+c%,+dy,+ ey), 
indem wir fiir g’, ¥, zy ihre Werthe aus (9) eintragen, und nun die 
Coefficienten von gy, ¥;, x beiderseits gleichsetzen, fiinf lineare homogene 
Gleichungen fiir die fiinf Gréssen a, b, c, d, e. Sollen diese nicht 
simmtlich verschwinden, so muss die Eliminationsdeterminante gleich 
Null sein, und dies liefert uns eine Gleichung fiinften Grades fiir @. 
Diese Gleichung reducirt sich auf die einfache Form: 9° =1. Wir 
wahlen als Wurzel natiirlich 9 = 1, weil bei dieser Wahl ® absolut 
invariant bleibt, und erhalten jetzt als zugehérige Werthe der Coef- 
ficienten : 
a=1,b=6,c=—6,d=—6,e=0. 
Mithin haben wir: 
(10) >= 9 + 6 +4;,—%). 
Bei Anwendung der ganzen aus S und 7’ zusammenzusetzenden Unter- 
gruppe nimmt, wie sich leicht zeigen lisst, @ nur 6 verschiedene 
Werthe an, und zwar die folgenden: 


0, = 9 + 6(—¥,.—¥,— %); 

o, = 9 + 6(—%,+%3+4%,), 

o, = p + 6(+4.—%;+%), 

%, = 9 + 6(+4%.+4;—%), 

>, = — 29 — 247, 

®, = — 2p + 24y. 

Da jedes einzelne der 9; bei der H, ungeindert bleibt, so haben wir 
das Resultat: Die sechs Functionen ®; vertauschen sich bei Anwendung 


der Substitutionen der ausgezeichneten Untergruppe H, nur unter einan- 
der (ohne zutretenden Factor). . 


(11) 








FF = 
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Um endlich die Wirkung der vollen Gruppe auf diese Functionen 
zu erkennen, brauchen wir nur das Verhalten der Substitution U 
(Formel (4)) zu untersuchen. Diese bewirkt ebenfalls nur eine Ver- 
tauschung der ®; unter sich, aber verbunden mit einem simultanen 
Zeichenwechsel aller ®;. Dasselbe zeigt sich auch, wenn wir die Sub- 
stitutionen A, B, C, D einzeln auf die ®; wirken lassen. Die Function 
® ist demnach bei der Gesammigruppe G zwélfwerthig, aber dergestalt, 
dass sich je zwei Werthe nur durch das Vorseichen unterscheiden. 

Bilden wir jetzt die elementaren symmetrischen Functionen aus 
den sechs Gréssen 9;, so werden uns dieselben, so weit sie nicht 
identisch verschwinden, entweder absolut invariante Formen fiir unsere 
Gruppe darstellen, oder solche, welche nur ihr Vorzeichen wechseln, 
je nachdem ihre Dimension in den ® gerade oder ungerade ist. 

Wir erhalten so folgendes Formelsystem, wobei bemerkt sein mag, 
dass die symmetrischen Functionen fiinfter und sechster Dimension — 
welche iibrigens nicht identisch verschwinden — der Complicirtheit der 
Ausdriicke wegen nicht explicite in den z hingeschrieben sind, dass 
dagegen die symmetrische Function vierter Dimension sich bis auf 
einen Zahlenfactor als das Quadrat der zweiter Dimension erweist. Die 
Zahlenfactoren auf den linken Seiten sind beigefiigt, damit die Coef- 
ficienten der Glieder, welche die hdchsten Potenzen der einzelnen 
Variabeln enthalten, — 1 werden. 


> =0, | 
i Oi: => + 14> ia! + 1684,?2,?2,?2,? = F,, 


= 4 10,0,0, = Set? — 33 Soh as! + 330 Seteytes 


(12) + 792 2,?2,?2,22,? eit =F, 
> 01:0, 0,%n = + (>'0,0,)' = 9F 2, 
a > O,9, 9,9, = Fy, 





1 
| 4,0, 00,050, = Fyy. 


Links gehen die Indices von 1—6, rechts von 1—4. 

Hiernach sind F, und F,, absolut invariant. F,, und F) sind 
absolut invariaut bei der H,, und erhalten bei den iibrigen Substitu- 
tionen von G den Factor —1, folglich sind Fy, Fj und F,,. Fy 
ebenfalls absolut invariant. 

Ich behaupte nun: 


In F,, Fi, Fab, Fy, Fy. Fy und Ry haben wir das volle 
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Formensystem unserer Gruppe vor uns, d. h. jede andere bei den Sub- 
stitutionen der Gruppe invariant bleibende Form ist eine rationale, 
ganze Function der Formen des Systems. 

Ehe wir zum Beweise dieser Behauptung schreiten, wird es néthig 
sein, die Entwickelungen des folgenden Paragraphen vorauszuschicken, 


§ 4. 
Die Liésung des Formenproblems. 


Ertheilen wir den vier invarianten Formen F,, F:3, F:5, F,, be- 

liebige aber feste Werthe, setzen wir etwa: 
(13) F,=a, Fi =b, Fic, F,, =, 
so will ich zuniichst zeigen, dass diese Gréssen in der That ganz be- 
liebig gewahlt werden kénnen, dass also zwischen den Formen F,, 
Fy., Fy, F, keinerlei Abhingigkeit besteht, Bilden wir zu dem 
Zwecke die Functionaldeterminante (F,, Fy., Fi), F.,). Ohne allzu- 
grossen Aufwand von Rechnung findet man, dass das Glied, welches 
in g, von héchstem Grade ist, folgendermassen lautet: 

211. 319. 2," 2525 2, (8,4 — #54) (2,4—2,) (2,4—2,"). 
Damit ist das Nichtverschwinden der Functionaldeterminante und somit 
der Satz bewiesen: Die Formen F,, F,,, Fy, Fi, sind von einander 
unabhiingig. 

Die Ausdriicke (13) stellen uns nun vier Gleichungen mit den 
vier Unbekannten 2,, 2,, 2,, 4, vor. Eine vorliufige Abzihlung ergiebt, 
dass dieselben 8 . 24.40.24 — 4. 64.720 —4N Lésungen besitzen. 
Wir sind aber in der Lage, diese Lisungen wirklich angeben zu kiniten. 
Dies geschieht auf folgende Weise: 

Wie aus den Formeln (12) hervorgeht, kénnen wir die sechs 
elementaren symmetrischen Functionen der Gréssen 9,, ..., ®, un- 
mittelbar durch a, 6, c, d ausdriicken. Sind daher y,, y,,..., Y die 
sechs Wurzeln der Gleichung: 


(14) y® —Gayt+ 4y/d- y3 + 9a?y? —12/e-y+4d=—0, 
so werden die Gleichungen (13) durch jedes Werthsystem ®, ,®,,...,9, 
befriedigt, welches wir in beliebiger Reihenfolge mit den Wurzeln 
Y1>Yo,+++, Ye identificiren. Die Gleichung (14) reprisentirt aber in 
der That nicht eine, sondern vier Gleichungen, welche sich nur durch 
die Vorzeichen von // und Yc von einander unterscheiden, was gerade 
vier Méglichkeiten ausmacht. Wir erhalten demnach 4 .6! Lésungs- 
systeme D,, D,,...,0,, welche den Gleichungen (13) geniigen. 

Nun kommt es darauf an, aus den 9; die 2; zu berechnen. Die 
Gréssen @, ¥, ¥;, Y,, % lassen sich vermittelst der Gleichungen (11) 
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linear durch die ®; ausdriicken, Aus den Gleichungen (7) aber ergiebt 
sich ohne Weiteres: 


( (#1? + 22? 25? + 2,?)?? = p + 2(. +9, +%) 
=—(O,+%,4%) =P, 
(6,2 +4, —#;—2,2)? = 9 + 2(—H—H) 
— 5 (%, +9;+ 5) = P. 
(4,2 —#,?-++ 2,’ —2,")? = » + 2(—, + ¥,—%) 
=—FO+%,4+%) =P 
(4,? —2,?— 2,’+-2,”)? = p . 2(— 4. — V3 + %) 
=—1 4,40) =P, 


(15) 





\ 


wo die P; zur Abkiirzung fiir die links danebenstehenden Gréssen 
eingefiihrt sind. Hieraus hat man: 


“2 => (VP.+VP,+VP,+VP), 
- ib oe le eis —VP,), 

#2 => VP, -VP,+VP;—VP,), 
22-4 VP, VP, VP +7P). 


Aus einem Werthsysteme der ; wiirden sich hiernach 2‘ Werthsysteme 
der g,? ergeben, da die Vorzeichen der vier Wurzelgréssen beliebig 
sind Berechnet man aber aus diesen Formeln: 


2,22,%2,22,2 = 4-*( >’ P?2—2 >’ PP, +8 P, .VP,.V P,-VP,); 

(17) }so hat man andrerseits aus (7) und (11): 
#, 78,7 8,72,? = x? = 48-*. (0, — 9%)’. 
Durch Vergleichung dieser beiden Ausdriicke sieht man, dass z. B. 
VP, bestimmt ist, wenn die Vorzeichen der drei anderen Wurzeln 
irgendwie angenommen werden. Mithin ergeben sich nur 2° Werth- 
systeme 2? aus einem Werthsystem ;. Ebenso folgt, dass zu einem 
Werthsystem 2? nicht 2‘ Werthsysteme 2; gehéren — der beliebigen 
Wahl der Vorzeichen der Quadratwurzeln aus den rechten Seiten der 
Gleichungen (16) entsprechend — sondern nur 2°, da die Wahl der 
letzten Quadratwurzel durch die Gleichung: 
8, 2,852, = 48-'. (DO, —9,) 
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an die der drei tibrigen gebunden ist. Wir erhalten somit, da es 
4.720 Werthsysteme ; giebt, welche den vier Gleichungen (13) geniigen, 
in den Quadratwurzeln aus den rechten Seiten der Gleichungen (16) in 
der That 2°. 23.4.720=4.64.720=—4Nd. h. alle Lisungssysteme 
21) 2) 255 %, welche die Gleichungen (13) befriedigen. 

Wir setzen jetzt auch noch den Werth der invarianten Form F,, . F,, 
als vorgeschrieben voraus, was wir durch die Gleichung andeuten 
wollen: 

(18) Fy, . Fy = + Vbe. 

Von den vier in (14) enthaltenen Gleichungen sind jetzt nur noch die 
zwei beizubehalten, in denen /0 und Jc gleiches Vorzeichen besitzen, 
mithin reducirt sich die Anzahl der Lisungen der Gleichungen (13) und 
(18) auf 2.N. 

Ferner bilden wir fiir jede der beiden Gleichungen (14) die Dis- 
criminante. Diese ist fiir beide Gleichungen eine und dieselbe. Denn 
jede der beiden Gleichungen (14) geht aus der anderen hervor, wenn 
man —y statt y setzt. Kiir diesen Wechsel bleibt aber die Discriminante 
als Quadrat des Products der Wurzeldifferenzen ungeiindert.*) Die 
Discriminante ist aber nach den vorangegangenen Entwickelungen 


nichts anderes als 
6 
[][ @.—o». 


i,k=1 


Sie stellt sich als ganze Function von a, b, c, d, Ybe, d. h. von 
F,, Fi, Fs, Fy, Fy, . Fy dar, ist mithin eine invariante Form 
unserer Gruppe. Wie aus dem Term (®,—®,)* hervorgeht, enthilt 
sie aber den Term 2,? z,? 2,” 2,? als Factor, mithin ist die Discriminante 
der Gleichung (14) nichts anderes als R,2 (von einem etwaigen Zahlen- 
factor abgesehen), da das 15-gliedrige Product T1(%;— ®,) von der 
60'" Dimension ist. Wir haben also den wichtigen Satz bewiesen: 

Rg ist eine ganze Function der invarianten Formen F,, F3, Fx, 
Fy, Fyy.F 9, und ist als solche dargestellt durch die Discriminante der 
Gleichung (14), wenn wir in derselben a, b, c, d, Vbe den Gleichungen 
(13) und (18) gemdss durch F,, Fiz, Fo, Foy, Fy . Fp ersetzen. 

Ist nun endlich der Werth der invarianten Form R,, selbst vor- 
geschrieben, was wir durch die Gleichung: 


(19) R=+/VA 
andeuten wollen, so werden von den 2N Werthsystemen 2;, welche 
*) Den in den Coeff. ausgerechneten Werth der Discriminante der all- 


gemeinen Form 6. Ordnung siehe bei Salmon, Algebra der linearen Transforma- 
tionen. Leipzig 1877. pag. 344. 
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die Gleichungen (13) und (18) befriedigen, nur noch die Hiilfte, also 
N, der Gleichung (19) geniigen. Wir fassen dies in den Satz zusammen: 

Die Anzahl der Werthsysteme 2;, welche den Gleichungen: F,=a, 
Fix, Fu= ¢, F,,=d, Fyy. Fy = +V be, Ry = + VA geniigen, 
ist = N, also gleich der Anzahl der linearen Substitutionen, welche 
jede der sechs invarianten Formen F, . . . Ry, in sich selbst tiberfiihren. 

Kennt man daher ein Lésungssystem 2, , 22, 2; , 2, dieser Gleichungen, 
so erhilt man alle tibrigen durch die N Substitutionen der Gruppe G. 


§ 5. 
Beweis der Vollstindigkeit des Formensystems. 


Aus dem soeben gewonnenen Satze kénnen wir nun folgender- 
massen schliessen: Setzen wir in eine beliebige Form /(2,, 2, 23, 2;) 
die N Liésungssysteme unserer sechs Gleichungen: 

F,=a,..-,Ry=+Vd 

ein, so erhilt f im Allgemeinen N von einander verschiedene Werthe, 
ist also durch eine Gleichung vom Grade N in f mit F,,... Ryo 
verkniipft. Ist aber f eine bei den N Substitutionen der Gruppe @ 
invariante Form, so werden alle die N Werthsysteme der ¢,, da sie 
simmtlich aus einem derselben durch die N Substitutionen von G 
hervorgehen, der Form f auch nur einen einzigen Werth ertheilen; 
f ist mithin durch eine Gleichung ersten Grades mit den Formen 
F,,...,; Rg verknipft, d. h. f ist eine rationale Function der be- 
zeichneten Formen. 

Ich will nun nach dieser orientirenden Voriiberlegung direct be- 
weisen, dass jede invariante Form f nicht nur eine rationale, sondern 
auch eine ganze Function der sechs invarianten Formen unseres Formen- 
systems ist. 

Ich beweise zu dem Ende zuerst, dass jede invariante Form sich 
als ganze Function der sechs Gréssen ®,, ®,,..., ®, darstellen liisst. 
Von Rey wissen wir das bereits. Wir hatten gefunden: 


6 
Ry = Const, J [(,—9). 
ik=l 
Nach Satz 1, 3 und 4 des §2 wird der Beweis vollstiindig erbracht 
sein, wenn es uus zu beweisen gelingt, dass jede ganze symmetrische 
Function der zg, welche nur von den vierten Potenzen der Variabelen 
und von dem Producte z,?z,*4,?¢,? abhiingt, sich als ganze Function 
der , darstellt. 
Nun ist jede Form der erwihnten Eigenschaft darstellbar als 
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ganze Function des Productes 2,? 2,” 2,? 2,2 und der elementaren sym- 
metrischen Functionen von 4,4, 2,', 2,4, 2,4. Es ist aber unmittelbar: 


2,7 2,"2,72,? = 48-2, (®, —,)* nach (17), 
ferner 


2,4 + #,4 + a54 + 244 = p = — + (,+,) nach (7) und (11), 


und 
8,424,428, 4 48-4 . (%, —9,)*. 


> und >a, die wir ja an Stelle der entsprechenden elementaren 


symmetrischen Functionen wihlen diirfen, ergeben sich aber, wenn 
man die Formeln (16) des vorigen Paragraphen benutzt, durch un- 
mittelbare Ausrechnung als ganze Functionen von P,, P,, P;, P, und 
VP,P,P,P,, wo die P; durch (15) definirt sind. Diese Quadratwurzel 
ist aber, wie durch Gleichsetzung der rechten Seiten der beiden 
Formeln (17) hervorgeht, ebenfalls als rationale, ganze Function der 
®; darstellbar. Alle symmetrischen Functionen von 2,‘, 2,‘, 2,4, 2,4 und 
das Product 2, 2,” z,?4,? sind demnach in der That ganze Functionen 
der ;. Also kénnen wir zusammenfassend sagen: Jede invariante 
Form unserer Gruppe ist als ganze Function der sechs Formen ®, ,®, ...%, 
darstellbar. 

Aber nicht jede ganze Function der ® wird eine invariante Form 
ergeben, sondern nur diejenigen, welche die mit G isomorphe Gruppe 
der ® zulassen. Diese Gruppe ist folgende: 

Den vier Erzeugenden A, B, C, D entsprechen in wohl nicht 
misszuverstehender Bezeichnung folgende Vertauschungen der ©: 


A : (OD, 9.) (O95) (O39), 

B : (394) (®, 92) (95%), 

C: (®,9%,), 

D : (®,%), 
gleichzeitig jedoch verbunden mit einem Vorzeichenwechsel aller >. Sehen 
wir fiir einen Augenblick von diesem Zeichenwechsel ab, so behaupte 
ich: Jene durch A, B, C, D gegebenen Vertauschungen der ® erzeugen 
in Combination und Wiederholung simmtliche 720 Permutationen der 
symmetrischen Vertauschungsgruppe der 6 Elemente . In der That ist: 

ACA =(,9%,); BCB=(%,9%,); ADA = (9,9,). 
Hieraus bekommt man aber durch einfache Transformirungen: 
(Pq) , (Oy s), (P,q), (P19), (1 %e) 


woraus sich die ganze symmetrische Gruppe zusammensetzen lisst.*) 


*) Netto, Substitutionentheorie. Leipzig 1882, pag. 33, Lehrsatz VI. 
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Die ausgezeichnete Untergruppe H,, welche aus denjenigen Sub- 
stitutionen besteht, an denen nur eine gerade Anzahl der 4 Erzeugen- 
den betheiligt ist, wird daher in den die sogenannte alternirende 
Gruppe von 360 aus einer geraden Anzahl von Vertauschungen bestehen- 
den Permutationen bewirken, da sich die Vorzeichenwechsel bei diesen 
Substitutionen gerade aufheben. 

Nennen wir das Quadrat des Differenzenproductes von m Grdéssen 
A, so ist bekanntlich jede bei der alternirenden Vertauschungsgruppe 
dieser » Elemente invariant bleibende rationale Function der m Elemente 
rational ausdriickbar durch /A und die symmetrischen Functionen der 
nm Elemente. Es ist aber auch jede ganze, bei der genannten Gruppe 
invariant bleibende Function f als ganze Function von VA und den 
symmetrischen Functionen darstellbar. Denn jede alternirende ganze 
Function f lisst sich zunichst durch Herausschaffen der Quadratwurzel 
aus dem Nenner auf die Form bringen: 


f — 8, + Va “ S: 
eee 
wo S,,S,, 8S, symmetrische Functionen bedeuten. Vertauscht man in 
dieser Gleichung irgend zwei Elemente, so erhilt man: 
S,—VAS 
A= —— 


Jetzt ist f+f,=— 23 eine ganze symmetrische Function, also S, 


durch S, theilbar, und f — f, =2/A 4 eine ganze alternirende Func- 
3 
tion, also oe eine ganze symmetrische Function, mithin auch 8, 


durch §, theilbar. 

Im vorliegenden Falle der sechs Elemente 9; ist aber /A = Ryo, 
folglich ist jede bei der ausgezeichneten Untergruppe H, invariant bleibende 
ganze Function der ®, also auch nach den friiheren Erorterungen jede 
invariante Form der 2 rational und ganz ausdriickbar durch R,. und 
die elementaren symmetrischen Functionen der ®, d. h. durch F,, F,,, 
Py, Foy. 

Nun ist der letzte Schritt zur Gesammtgruppe leicht. Da bei der 
Gruppe G die ® sich auf alle mégliche Weisen permutiren, jedoch 
verbunden mit einem simultanen Zeichenwechsel, so kénnen bei der 
Darstellung einer bei G invarianten Form durch die ® nur solche 
Terme auftreten, in denen die beiden ungeraden symmetrischen Func- 
tionen der © (24; ist Null) entweder in einer geraden Potenz oder 
mit eiuander verbunden vorkommen und somit folgt: Jede homogene, 
ganze Function der vier Grissen 2,, 2, %, 2, welche durch die 
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N Substitutionen der Gruppe G in sich iibergefiihrt wird, ist eine ganze 
Function von F,, Fiz, Fy, . Fy, Fe, Foy, Reo- 

Hiermit ist der Beweis der Vollstaindigkeit unseres Formensystems 
erbracht. 


§ 6. 
Anwendung des Vorigen. 


Jede Covariante solcher Formen, die lineare Transformationen in 
sich zulassen, lisst offenbar dieselben Transformationen in sich zu. 
Also sind alle Covarianten, die wir aus den Formen unseres Systems 
bilden kénnen, ebenfalls invariante Formen, miissen sich also rational 
und ganz durch die Formen des Systems ausdriicken. 

Hiervon machen wir eine Anwendung zuniichst auf die Functional- 
determinante (I’,, F3, Fj, F,,). Dieselbe ist gleich: 

4F', . Fy (Fy, F, Fy, F,,). 

Da aber F’,,.F,, selbst eine invariante Form ist, so muss auch die 
Functionaldeterminante (F,, F',., Fy), F.4), von der in § 4 bereits 
erwiesen, dass sie nicht identisch verschwindet, eine invariante Form sein. 
Dieselbe ist vom 60'* Grade, und da es nur eine invariante Form 60! 
Grades giebt, so folgt, dass die Functionaldeterminante (F’,, F',., Fx, Fx) 
bis auf einen Zahlenfactor mit Ry. tbereinstimmt. Die Vergleichung 
der héchsten Potenzen ergiebt: 


(20) (Fs; Fy2) Fr, Fy) = 2" . 3" Roo. 

Wir bilden ferner die Hessesche Form von F,; dieselbe ist eine 
invariante Form vom 24'* Grade, die wir so bezeichnen wollen: 
| oF, 
04,02, 





1 
Hy = Ta 








Alsdann ergiebt die Rechnung: 
(21) 144H,, = Fi; — Fy. 


Endlich bietet uns noch die Liniengeometrie eine invariante Form 
dar, die, an und fiir sich interessant, in den Entwickelungen des 
§ 7 eine wichtige Rolle spielen wird, und die wir deshalb durch die 
Formen unseres Systems ausdriicken wollen, 

Ordnet man niimlich die sechs Fundamentalcomplexe 2; =O zu 
Tripeln, so definirt ein jedes dieser Tripel z. B. (123) mit dem Er- 
ginzungstripel (456) eine Linienfliche zweiter Ordnung. Da sich eine 


solche Zusammenfassung zu Doppeltripeln auf = : $23 +5 oe 10 ver- 
schiedene Arten bewerkstelligen lasst, erhalten wir zehn Flichen 


zweiter Ordnung, deren Inbegriff ebenfalls bei den Vertauschungen 
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und Vorzeichenwechseln der x; ungeiindert bleiben muss. Diese Flichen 
sind folgende: 


(2,> + 2, + 2,7 + 2,7 = 0, 
2,2 + 2,2? — 2,7? — 62> = 0, 
a? — #, + #2 — 2 =0, 
(22) a? — £,> — 2 + 2° =0, 
2 (2, 2,45 %,) = 0, 
2 (4, 23-1 4)4,) = 0, 
2 (2, 2,24) = 0. 





Das Product der linken Seiten dieser Gleichungen liefert eine Form 
20' Grades D,,, welche bei den vier Erzeugenden A, B, C, D ihr 
Zeichen wechselt, bei H, invariant bleibt. Folglich muss sich D,, 
durch die Formen des vollen Systems der H, rational und ganz aus- 
driicken. Man findet: 


(23) ‘81D,, = 2. (F,. Fyy>—Fy)- 


§ 7. 
Zusammenhang mit den Borchardt’schen Moduln. 


Wie schon in der Einleitung bemerkt, hat Herr Klein vermittelst 
des durch die Kummersche Fliche begriindeten Zusammenhanges der 
Liniengeometrie mit den hyperelliptischen Functionen vom Geschlechte 
p =2 gezeigt, dass sich die Verhiltnisse der sogenannten Borchardt’ 
schen Meduln bei linearer Transformation der Perioden genau so 
linear substituiren, wie die Verhiiltnisse 2, : 2,:2,: 4, bei Anwendung 
der soeben untersuchten Gruppe G. Unter Borchardt’schen Moduln 
verstehen wir dabei die Nullwerthe von vier irgend ein Gipel’sches 
Quadrupel bildenden @-Functionen mit-den Moduln 21,,, 274), 21). 
Nun lisst sich die ganze unendliche Gruppe aller linearen Perioden- 
transformationen durch folgende vier nur unbedeutend von den 
Krazer’schen Substitutionen*) abweichenden Transformationen erzeugen : 


| 
| A | B C | D 

SSS ¥ _ Seen 
Oi, = | — Wiz @j1 | Dio 1 

z : 
Oi2 = @i2 @i2 41 60; 2 i=1, 2. 

, 
Oi: = G51 | Ogg — @j1 | Dig | Diz + @i3 

, 
04 = ia @i4 @i3| Oi + @i4 


*) Krazer. ,,Ueber die Zusammensetzung ganzzahliger linearer Substitu- 
tionen etc,“ Annali di Matematica, ser, 2, XII. 
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Stellen wir die Wirkung dieser Transformationen auf die vier Gréssen 
9, 9%, %3, %, fest, indem wir zur Abkiirzung 


(0, 0 | 2t,,, 2t4,, 2t 49) = 6 


setzen, und schreiben die resultirenden Substitutionen homogen in den 
durch die Gleichung: 

By 2 Bq? By 2 By = G2 0, 2 Oy 2 Oy 
definirten z, wobei wir durch simultane Zufiigung geeigneter Factoren 
bewirken, dass die Substitutionsdeterminante iiberall + 1 wird, so 
erhalten wir die in § 1 mit A, B, C, D bezeichneten 4 erzeugenden 
Substitutionen unserer Gruppe. 

Alle durch die vorhergehende Untersuchung gewonnenen invarian- 
ten Formen der zg werden daher, wenn wir unter den vier Gréssen 
z Borchardt’sche Moduln verstehen, allen linearen Periodentransforma- 
tionen gegeniiber sich bis auf einen Factor invariant verhalten. 

Nun hat Herr Bolza in seiner Arbeit iibem Darstellung von In- 
varianten durch #-Functionen*) gezeigt, wie man die rationalen In- 
varianten der Form 6‘ Ordnung durch Nullwerthe von @-Functionen 
mit den Moduln 1,,, t,., T.. ausdriicken kann. Da in diesen Aus- 
driicken**) nur die Quadrate der 10 geraden -Functionen vorkommen, 
diese sich aber durch quadratische Verbindungen der 9? ausdriicken, so 
werden sich die Invarianten der Form 6'** Ordnung durch die invarianten 
Formen unseres Systems ausdriicken lassen miissen. 

Unter Zugrundelegung der Uebertragungsformeln: 


2 
Os? = 4,7 + 2? + 23? + 2, F— 2,’ — 4,” — 2,’ + 2,’, 


2 ; 
Dy? = 2,7 + 2° — 2,’ — 247, Da4 = 2,7 — 8," + 257 — 2’, 


8x5 = 2 (2; +254), O14 = 2 (2, — 2544), 
ot = 2 (2, 25+42%), Oy! = 2 (2, 2y— 8%), 
4! = 2 (8,44-++ 424); Bus = 2 (2, %,—H2%3), 


— es sind dies gerade die linken Seiten der Flichen zweiter Ordnung 
(22) — erhalten wir folgende Resultate: 


> 0! = 4F,, 


[+ = D,,, (vgl. Formel (23)) 


[ [Rr =2°R,. 


*) Die hier vorstehend abgedruckte Arbeit. D. Red. 
**) Vergl. durchweg §7 der genannten Abhandlung. 
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Es handelt sich noch um >) 8419p 8/4 Oat Bt 94, wobei die Summation 
zu erstrecken ist tiber die 15 Sextupel, welche die 15 Gépel’schen 
Quadrupel aus den 10 geraden $-Functionen zum Product aller geraden 
#-Functionen erginzen. Wir berechnen diesen Ausdruck, den wir mit 
G,, bezeichnen wollen, indem wir aus dem einen Term: 

925 O14 For Oo! Oy! og — 64 (2,22,? — 252242)? (042 42—29? #42)? (6,2 242— 297857)" 
die 14 andern durch die Substitutionen unserer Gruppe herleiten. Die 
Durchfiihrung der Rechnung ergiebt das einfache Resultat: 


21G,, = 2. Hy. 
Gdttingen, den 30. Juni 1887. 














Ueber die Entwickelung der doppelt periodischen Functionen 
zweiter und dritter Art in trigonometrische Reihen. 
(Zweite Abbandlung), 


Von 


Martin Krause in Rostock. 


In einer Arbeit gleichen Titels*) ist gezeigt worden, dass die Ent- 
wickelung der doppelt periodischen Functionen dritter Art in trigono- 
metrische Reihen, falls die Zahl der Nullstellen grésser ist, als die 
Zahl der Unendlichkeitsstellen zuriickgefiihrt werden kann auf die Ent- 
wickelung gewisser Primfunctionen und zwar der Grossen: 

4 [k] (nv—b, mr) © 
@,(v— a, t) 





Durch Specialisirung der Constanten kommt man zu dem Problem, die 


sechzehn Quotienten 
a, (nv — w, nT) 


#4 (0, t) 


bei denen @ und # der Reihe nach gleich 0, 1, 2,3 sein kéunen, in 
trigonometrische Reihen zu entwickeln. Dieses Problem soll nun im 
Folgenden wirklich gelést werden. 

Die Lésungen, welche ich hierbei gebe, sind indirecte. Sie be- 
stehen im wesentlichen darin, dass die von mir eingefiihrten Prim- 
functionen mit Hiilfe gewisser Functionen, die mit dem Namen von 
Restfunctionen bezeichnet werden mdgen, in trigonometrische Reihen 
entwickelt werden. Diese Restfunctionen stehen in enger Beziehung 
zu den Primfunctionen, die von Herrn Appell eingefiihrt worden sind. 

Der Grund, warum diese Methoden zuniichst gewahlt worden sind, 
ist ein doppelter. Erstens erscheint es von grosser Wichtigkeit, die 
Beziehungen aufzudecken, die zwischen den Restfunctionen und den 
transformirten Thetafunctionen bestehen. Zweitens aber ist im vor- 
liegenden Falle eine Mannigfaltigkeit von Methoden von hervorragender 
Bedeutung. An anderer Stelle werden directe Methoden der Ent- 
wickelung gegeben werden. Die Vergleichung derselben untereinander 


*) Bd. XXX dieser Annalen, pag, 425 ~ 436. 





me = 


m 


a, fo ws &F ss a, = a 
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und mit den indirecten Methoden fiihrt zu einer grossen Reihe inter- 
essanter Resultate. 

Die Arbeit zerfillt in vier Paragraphen. Im ersten Paragraphen 
soll gezeigt werden, dass und wie eine jede ganze transcendente doppel- 
periodische Function dritter Art in trigonometrische Reihen entwickelt 
werden kann und zwar ohne Kenntniss ihrer Nullstellen. Hierdurch 
unterscheidet sich diese Methode von der in der friiheren Arbeit ent- 
wickelten und von den Methoden der Herren Appell und Halphen. 
Im zweiten Paragraphen soll gezeigt werden, wie auf Grund dieser 
Methode die simmtlichen Primfunctionen, wie sie vorhin definirt 
worden sind, in trigonometrische Reihen entwickelt werden kénnen. 
Es werden hierzu eine Reihe von Restfunctionen eingefiihrt, die die- 
selben Bedingungen erfiillen, wie die Primfunctionen, und deren Ent- 
wickelungen gegeben sind. Im dritten Paragraphen soll dasselbe Problem 
in anderer Weise gelést werden. Es wird in demselben gezeigt, dass 
das Problem die doppelt periodischen Functionen fiir ein beliebiges 
positives » in trigonometrische Reihen zu entwickeln auf den Fall 
n=1 zuriickgefiihrt werden kann. Zugleich werden weitere Relationen 
zwischen den Restfunctionen und den transformirten Thetafunctionen 
angegeben. Im vierten Paragraphen endlich sollen die Restfunctionen 
durch Sinus und Cosinusreihen dargestellt werden. 


§ 1. 
Darstellung aller ganzen transcendenten. doppeltperiodischen Functionen 
dritter Art durch trigonometrische Reihen ohne Kenntniss ihrer 
Nullwerthe. 


Es sei eine ganze transcendente Function von v vorgelegt, welche 
den Gleichungen Geniige leistet: 


I f(v+1) =f), 
fot) — e-minartetof(n), 


wobei » eine beliebige ganze positive Zahl bedeutet, so kann dieselbe 
immer in die Form gebracht werden: 


— 
(2) f(v) == Dic, - e~2tike 8,(nv-+na—kr, nt). 


Die Gréssen c, sind unbekannte Constanten. Um sie zu bestimmen, 
setzen wir an Stelle von v der Reihe nach: 


1 2 n—1 
0 Sal > Sy eee 
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Dann folgt durch Addition aller entsprechenden Gleichungen un- 
mittelbar: 


n—1 


N+ Cy + O,(nv-+-na, nt) =>'f(0+2) 


oder indem wir etwa v = 0 setzen: 


n—1 
(3) N+ Cy + 9 (na, nr) =>'f (=): 
0 
Genau so sind die iibrigen Constanten zu bestimmen. Setzen wir: 
ani 
axe", 
so ergiebt sich: 
n—1 
(4) M+ C+ O3(na—kr, nt) = rate. f(£)- 
0 


Die analogen Formeln gelten, wenn die Function f(v) den Gleichungen 
Geniige leistet: 


. f(e+1) =f), 

©) flor) = — e-tintetzat Flo), 
Dann wird: 

(6) f(v) — Sle - e—iaike . o(nv-+na—kr, nt). 


Die Bestimmung der Constanten erfolgt, wie vorhin. 
Anders gestaltet sich die Sache, wenn die Function den Glei- 
chungen Geniige leistet : 


fv-+1) =— fo); 
f(v-+ +) = + emintettete . F(o). 


Nehmen wir zuniichst das obere Zeichen und wihien m als ungerade 
Zahl, so wird: 


(7) 


n—1 
(8) f(r) = She - eam. 8, (nv+-na—ke, nz). 
0 
Wir setzen jetzt an Stelle von v der Reihe nach: 
2 4 2(n—1) 
v,0+ >> v+ Bilas op Se) | 


n 


dann wird zunichst: 
n—1 


(9) Ney 9,(na, nt) = >+f(=7), 


1) 
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liberdies allgemein: 
n—1 

(10) n+ C+ 3, (na—kr, nr) = Dror ‘ f(2*): 
0 


Damit ist dieser Fall erledigt. Ganz analog gestaltet sich die Sache 
fiir das untere Zeichen. Wir haben fiir dasselbe zu setzen: 


n—l 
(11) f (v) =>} Cy e~27tke . H (nv-+-na—kr, nt). 


Jetzt sei m eine gerade Zahl. Dann setzen wir im Falle des oberen 
Zeichens : 





(12) f (v) = >I Cor-1* e—7ik—l)o ‘ a, (nv+na— aL t, nt): 
1 
Die rechte Seite schreiben wir: 


C,-e~ ie -9,(no+na—<, nt) 


+ Onpae- #409. I(nv--na— (n+ 1)=, nz) 
+¢,-¢-*#°. 9, (nvt+na—<*, nt) 
tenpse-ti49)9.95(nv-x a (n+3)5, nt) 


Wir setzen jetzt an Stelle von v der Reihe nach: 


2(n — 1) 
, 


2 4 
OO =) OF myo OH * 
multipliciren die Gleichungen der Reihe nach mit: 
1, @,a@?,..., a2 


und addiren, so ergiebt sich: 


n|c, -e-i0.9,(nv-+na —+, nr) 


n—l 


+ enp1-e-ia+0°.9.(no--na —(n+1) > nz) | =>rer-f(v+ =r), 
0 
oder also, indem wir etwa v = 0 setzen: 


(13). n| ¢, :0,(na —>, nt) + Cnt 0, (na —(n+1)<, nt)| 


n-1 P 
r 
= vr. —)- 
ae: 
0 


34° 
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Setzen wir tiberdies in der vorletzten Gleichung an Stelle von v: v + * 
und dann v = 0, so erhalten wir die weitere Gleichung: 


(13), n| ¢,-95(ma —, nz) — co41- 95 (na—(n+ 1) 5, nz) 
ni n—l 


ae” Dra f(v+ Sett). 


Diese beiden Gleichungen ergeben dann die Bestimmung der beiden 
Constanten c, und ¢,4:. Genau so kénnen die tibrigen Constanten 
berechnet werden. 

Im letzten Falle endlich haben wir zu setzen: 


(14) f (v) = Dé cape 71RD. G, (no-+na—(*>*)s, nz), 


0 





wobei dann die Constanten analog wie im vorletzten Falle zu bestim- 
men sind. 


§ 2. 
Entwickelung der Primfunctionen in trigonometrische Reihen mit Hiilfe 
von Restfunctionen. 


Es soll jetzt das Problem gelést werden, die Primfunctionen in 
trigonometrische Reihen zu entwickeln. Wir fiihren dazu gewisse 
Hiilfsfunctionen ein, die mit den von Herrn Appell eingefiihrten nahe 
verwandt sind und mit dem Namen von Restfunctionen bezeichnet 


werden sollen. Wir setzen: 
m4) (o4-2) ES Ambinin (04 Satie, (otie (oti) 
(1) PF; (v,t) =e ns i ? 
a cos 2 (o + 





wobei @ einen vollig willkiirlichen Parameter bedeutet. 
Dann folgt zuniichst die Convergenz dieses Ausdrucks fiir alle 
Werthe von v, die verschieden sind von 
1 
r—stt+s 
— vorausgesetzt, dass r und s ganze Zahlen bedeuten. 

In der That, ziehen wir zuniichst nur die Glieder in Betracht, 
welche positiven Werthen von m entsprechen und bilden den Quotienten 
zweier aufeinanderfolgender Glieder, so wird derselbe _ 

(eta sim +1)24 2H +e) tine ite ani(op nt a *¢) 
2m-+3 mts) . 


ite ani(o+ =" 


2nin (e+ 
é 











fC /e Ps 


aad, i i. ai 





fe 


e 
ie 
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Dieser Quotient niihert sich aber mit wachsendem Werthe von m immer 
mehr der Grenze Null. 

Das analoge gilt von den Gliedern, die den negativen Werthen von 
m entsprechen. 

Als Function von v aufgefasst, geniigt der Ausdruck iiberdies den 
Gleichungen : 


F;(v+1,t) = 33 (, t), 
— min (20422) 4 +r) 
F;(v+t, t) =e » Fy3(v, 1). 


Die erste Gleichung ist unmittelbar klar. Um die zweite zu beweisen, 
setzen wir an Stelle von m: m-+-1, so kann der Ausdruck unter dem 
Summenzeichen pegs werden : 

+ etis 


iat! Stotte 


Jomts nniotet += «)+ nin(204" +t) + #i(n-+1)¢ 


COs x (o +r+ sert t) 


Hieraus folgt unmittelbar die Richtigkeit der Behauptung. 

Die Function wird an den Unendlichkeitsstellen, wie man sich 
leicht tiberzeugt, von der ersten Ordnung unendlich gross. 

Hieraus folgt fiir gerade m unmittelbar die Relation: 








- 1 ,[(m+1)v-+(n-+ la, (n+1)r]- o, 7 
Cee Hiv, 2) HlFi)a, wie] —— (DY + Fa ©) 





n—1 


+ >he » e~eaike . §.(nv-+(n+ l)a—kr, nt), 


0 


fiir ungerade n dagegen: 





n-+1 
1 O[(n+1)v+(n+1)a, (n+1)t]-O _ 2 
(2)o = ; G(v, t)- Be[(n+1)a, (n1)t]) 1 males 
n—1 


+ >be - e~ 2nike . H, (nv-+-(n+ 1)a—kt, nt). 
0 
Die Bestimmung der Constanten c, erfolgt nach den Methoden 
des ersten Paragraphen. Hiermit ist die Entwickelung des einen 
Quotienten voéllig gegeben. In analoger Weise kénnen die anderen 
Quotienten bestimmt werden. Wir bestimmen dazu eine Reihe weiterer 
Restfunctionen, bei welchen wir zur Vereinfachung setzen: 


wot Ot g, 


und welche das Gleichungssystem (3) ergeben. 
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+o 2mnia(w+ ary 


e 
Fy(0,t) = DP sexta 


anaia(wt ) 
Fs; (0, t) -5 ae sinaz(v-+-mrt) ” 








comtsnia (wp 2 e+ "tt 2) 
F v,t) = eln+l) aio “= 1)" 
20( ) x sin x (vp —™ amt t) ’ 


+a (2m-+l)niaz (w+ 2™t* 2) 





e 
Fy5(v,t) => tmFI 
ee «2 COS EL V-+- 3 





(n-+1) i (0+ 4) +o amnin (w+ = he feast 
e 





cos 2(v-++-mr) ? 


(n-+-1)2iv oom (w+%*) 


F,, (v,t) =e Sc iy = sinz(v-+-mrt) ” 
emia (wt t) 


poncieiamy 








+o 
Fq(2,t) = > (—1)"* 











Lamtinia(o+* 
v tt) = m — , 
F,;(0,1) >a 0 eT eT, 
wena Ss cnet F) 
F,,(v,t) =e "cr: cos z(v-+mrt) ’ 


+a amnia (w+ at 
F,y(0,) = ote Dn re 


+o (2m-f1) nin (w+ 2h a 


Fyo(v,t) = ™ 


& sin x(v+ 2+" 5) 





pee (w+ —™ ants ep ttt t 





men lores > n(— 


cos # (v-++ 


20 t1,) 
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2mnin (w+ 





+ @ 
Fy, (v,2) = Sm (— 1)" 


cosz(v-+-mr) ’ 


+e Imnin(w+ ) 
7 é 
Fy, (v,t) = > “sin x(v-+mt)? 


fe emti)nin(w4 Mt ey Mt 2) 


. 4 
Fo (2,7) = ortinte Sn £ a (4 m1) 
=o 7) 





Mit Hiilfe dieser Functionen ist es leicht, die Entwickelung der 
gesuchten 16 Thetaquotienten in trigonometrische Reihen zu geben. 
Es muss hierbei unterschieden werden, ob m gerade oder ungerade ist. 


I. n= 0 mod. 2. 
4, [(n+1)0+(n+1)a, (n+1)r]. 3,’ 


1 n-- 1)v-+-(n-+1)a 
bd 


#3(v,t). ®[(n-+1)a, (n+1) t] 


n—1 











= (—1)* Fy (v,2) + >t ce + e249 . 9 (nw —ke, nz), 
0 


1 [(n-+1)0+(n+1)a, (n+ 12]. OY 
= (0,2). (nF la, MF 1)t] 





n n—1 


= (— 1)’ F,, (2, T) +> c+ e—* athe. (nw —krt, nr), 
0 


1 O[(m+1)0+ (n+1)a, (n1)e] Oy 


mn = (v, t). ®% [mF 1a, (n+1)] 


n—1 


=F, (v,7) +> Cy + e~ *#iko . . (nw—kr, nz), 
0 


1 Mo [+1)0+ (w+ 1)a, (m1) e] 


™ 8o(v, t). O,[(m+ 1)a, (m+ 1)r] 


n—1l 


= Fo (v, t) -> c, : e~ 2aike . (nw —kt, nt), 
0 








1 Pal(n-+e)0+ (M414, (WHI) 4]. OY 
% o(v, t) . F2[(m-- 1a, (n+ 1)t] 


1 n—1 
=(~1)* + Fyg(0,t) + >t ce - e249. (nw —kr, me), 
0 


A [(n+1)0+ (w+ 1)a, (n+1)t]. 


7 4, (0, t). g[(m+1)a, (n+1)t] 





n—1 
= F,, (v,1) +> Cy e~* ike . H,(nw —kt, nt), 
0 
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1, [(m+1) 0+ (m+ 1)a, (n+1)7]. 4, 
™ #,(v, t). P2|(n-+ 1a, (n+1)t] 


n n—1 
afd 
=(—1)* -F,,(,7) +> Cy + e—*nike . J, (nw—kr, nt), 
0 


1 A [(m+1)0+ (n+1)a, (n+1) 2]. O,’ 


1 pers Tt). B_[(m-+-1) a, (n+-1) 7} 








mt 


=(— 1) mS F3 (v, 7) +3 & - g-tatie. 3 (nw —kr, NT), 


1 @;[(n+1)v + (n+1)a, (n-+1)t]. a 





%™ 92 (0, t). Po[(m-+-1)a, (n+ 1)z] 
= F;, (v,7) +> Cop—1 + eC *IGR—IJo . ®, (nw— (24+ t snr), 
1 


A &[(n+1)o+ (+1), (n+1)t]. Oy 
= &(v, t) . Bo [((m-+1) a, (n+-1)t] 


n 
, ; 2k—1 
= F,;(v,t) + > Cop—1 +» EC *IGE-I)e . G, (nw — es nz), 
1 


1 Oi [n1)0+ (n4+1)a, (m1) e]. 0) 
* F (0, t). Fo[(m+1)a, (m+ 1) 7] . 


n 
\) 2k—1 

= F',,(v,t) + > Copa + EC #*RE—NO . GH, (nwo— t, nz) , 
1 


2 








1 #[(m+1)v+ (n+1)a, (n+1)r]. oy 


cd #, (0, t) . ® [(m-+1) a, (m+1)t] 


n 
, 2k—1 
= Fy (v,7) +> Cap—1 +E IRE-IO . G, (neo — 7% nz), 
1 





Os[(n-+1)0-+ (nt 1a, (nH) 2]. 


1 
= = (0, t). ®[(n+1)a, (n+ 1)c] 





gate 2k—1 
31(¥, 7) + Bias. oes 0+ (nw— . t, nr), 
1 


1 8 [(n+1)0 + (n+1)a, (n+1)r]. a, 
% Wo(0, t). Fs[(m-+-1)a, (m+ 1)t] 


1 n 
=(— 1)’ . Fy (v, t) +> Con—1 + EC #tRE- Ne, a, (nw — SS “ 
1 





~ 


1 & (n+1) 0+ (n+1)a, (n+ 1)t]. 4, 


™ 95 (v, t) . #5 [(n-+-1) a, (n+ 1) 7] 


n 
, 2k—1 
= F’,,(v,7) + Y cont +e wi(Rk—Io , B, (nw — t, ne), 
1 








2 





s, nt), 
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Go [(m+1) 0+ (m+1)a, (n+1)r]. 
42 (0, t). s[(m-+1)a, (n+-1)t] 


n 
= Fy (v,t) +> Can-1 « C~*EBE-Io . G (nw — ad t, nz) , 
Fr 


1 
7% 








II. »=1 mod. 2. 
1 45[(n-+1)v + (n+1) a, (n+1)t]. &,' 


m 5 (v, t). (mF 1)a, (w+ 1)r] 
n+1 


n—1 
=(—1) * - Fyy(vyt) +>! ee - €-24** . 9, (nw—ker, nz), 
0 


Ma[(n+1)0 + (m+1)a, (n4+1)1].0/ 
As(0, 2). Pl(mF1)a, (nF 1)e] 


n—1 
= (—1)"- F,, (0,7) +> C + e—*# ike . &. (nw—kr, nt), 
0 


a 
m 








Fo[(m+1)v + (m+) a, (n+1)t] . O,' 
4o(v, t). ,[(m+1)a, (n-+1)r] 





& 
% 


n—1 
= F,,(v,7) +> Cy eke . &. (nw—kr, nz), 
0 


[= 


4S [(n-+1)0 + (m+1) a, (n+1)2] . 


am = By(v, t). Po[(m--1)a, (m+ 1)t] 


n—1 
= F,,(v,7) +> c+ e~*7tke . &.(nw—kr, nt), 
0 


_ 


4[(n+1)0 + (n+1)a, (n+1)7] . Oy 
#o(v, t) . #,[(m-+1)a, (m-++-1)z) 


1 n—1 
= (—1)* + Fyo(v,2) +>} cg + e280 . 94 (nwo — kx, nz), 
0 





1 4, [(n+1)0+ (n+1) a, (n+1)1) . 
™ #o(v, t) . 2[(n--1)a, (n+-1)z] 


1 n-—1 
= (—1)* - Fyo(v,t) + >t ce - e-*#H#° . 8 (nw —ke, nz), 
0 





A [(n1)0+ (n+1)a, (n+ 1)t]. Oy 
95(0, 2). Bol (n-+1)a, (n+1)z] 


1 
= 


apt n—1 
=(—1) *-F,,(v,2) +> Cy e~ 2tkO . Y (nw—kr, nz), 
0 
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LS [(m+1)0 + (n+1)a, (n+1)1] vd, 
™ @5(v, t). Fo[(m-+-1)a, (n-+-1)z] 
a o—! 
= (—1) * « Fyg(v,t) +>} cg - 241° . 8, (nwo —kr, nz), 
0 
, D 
A G[(m+1)0+ (n+1)a, (n+1)r] . a de 
= ,(0, t). F,[(m-+-1) a, (n+-1)r] 
n—1l 
= F,(v,7) +> Cy + e~** the . (nw —kr, nr), 
? A 
1H, [(m+1)0+ (n+1)a, (n+ 1)t]. o' F 
™ @, (v, t) . By (m+ 1)a, (n+ 1)r] 
etl s—! 
=(—1)? F',.(v,7) +> Ce: e—*# ike. D, (nw—kz, nt), 
° A 
1 [(m+1) 0+ (n+1) a, (n+1)2]. 4, 
m #,(v, t) . ®[(m+1)a, (n+1)t] (1 
n—1 
= F,,(v,t) +2 Cy: e~2Hiko . & (nw —kt, nt), D 
1 % [(m+1)0-+ (n+ 1)a, (n-+-1)r]. a 
™ (0, rt). Fo[(m+-1) a, (+1) z] 
n—1 
= £, (0,7) +2 Cy: e—8aiko . }. (nw—kr, nz), ; 
1 4, (n+1)0+ (n+1)a, (n+1)1] . 
™ (0, t) . 5 [(m+1) a, (m+1) z] 
n—t 
= F;, (v,t) + De cy + em 2H ike 2, (nw —kt, nr), 
7 
8 
1 &, [(m+1)v + (n+ 1) a, (n+1)2] . o' 
™ ®, (0, t) . By [(m+-1)a, (n-+-1) tz] . 
n—1 | 
= F,, (v,7) +> Cy e~*xiko . H (nw —kr, nr), ; 
0 
A [(n+1)0+ (n+1) a, (n+1)t] . OY 
™ #,(0, t). %[(n+1)a, (n+1)r] . 
n+1 n—t1 : 
=(—1)* Fy (0,2)-+ SF cg + e-2° . 9, (nw — ker, nt), 
0 
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1 &[(n+1)0+ (w+1)a, (n+1)t]. oy 
= %,(v, t) . Fy [(m-+1)a, (n+ 1)t] 


n—1 
= F,,(v,t) +> Cy + Ee 2tko . H (nw—kr, nt). 
0 





Die simmtlichen in diesen Formeln auftretenden Constanten sind nach 
den Methoden des ersten Paragraphen unmittelbar bestimmbar. 


§ 3. 
Andere Darstellung desselben Problems. Reduction des allgemeinen 
Falles auf den Fall »—1. Neue Beziehungen zwischen den Rest- 
functionen und den transformirten Thetafunctionen. 


Wir wollen dasselbe Problem jetzt in anderer Form lésen. 
Sei zuniichst wieder m eine gerade Zahl, so betrachten wir den 
Ausdruck: 


n=t | (n +1) 0+ (n+1)a-4+ SED" 
0 o,(o44, ) 


Derselbe mége auf den gemeinsamen Nenner 


n—1 
k 
gi a, (v + rt t) 
0 
gebracht werden, Die auf diese Weise entstehenden Zihler bezeichnen 
wir durch F(v). 
Dann leistet F'(v) den Gleichungen Geniige: 
F(v+ +) =F), 


—2nzi \2e St 
F(v+r1) =e = - F(v). 


Setzen wir demnach: 


oe ,(n+1)e] 
.* 


(1) 





nv=v, nt 
und sehen den Ausdruck als Function von v’ und ¢’ an, so leistet er 
als solcher den Gleichungen Geniige: 


p(v'+ 1) = pv’), 
p(v' 2’) = — c— 2m oF 2 DA+7) @ (y’) 


*) Soweit dem Verfasser bekannt, sind derartige Summen noch nicht be- 
trachtet worden. Diejenigen Summen von Thetaquotienten, die in den Arbeiten 
von Jacobi, Hermite, Enneper, Herstowski u. a. betrachtet worden sind, 
enthalten lediglich Thetafunctionen, die denselben Modul besitzen, wihrend hier 
verschiedene Moduln vorkommen. 











Martin Krause. 


528 


kann also nach bekannten Regeln dargestellt werden. Die Darstellung 
ist eine mannigfache. Wir wihlen zuniichst die folgende: 


p(v') = Cy: (20 + (m+ 1) a, 20’) +c, -Bo(v',c’)- (0 + (m+1)a,v’) 
oder also: 
(2) F(v) =c, 8, (2nv+(n+1)a, 2nr) 
+ ¢, +3, (nv, nt) -d,(nv-+(n-+1) a, nz). 
Die Constante c, wird in einfacher Weise bestimmt, indem man: 
1 

[ers a 
setzt und fihnlich einfach ist ¢c, zu bestimmen, indem man v einen 
Werth beilegt, fiir welchen der Ausdruck: 


9, (nv, nt) - O,(nv+ (n+ 1)a, nt) 
nicht verschwindet. 
Nun ist aber fiir ein gerades n: 


n—1 
kT: (v +=, 1)= c+ d, (nv, nr) 
0 


wobei ¢ einen bekannten Werth besitzt. 
Hieraus folgt: 


rt o4[(nti)ot (ntija+ OEDE ise] 


a.” Fo 


0 a(o+-, ) 


Fy (2nv-+(n-+1)a, 2nz 
= C10 . o( Pon, nt) miata 4 Cy ° Bs (nv+(n+ l)a, mt). 





In analoger Weise wiirde sich eine Reihe weiterer Gleichungen ergeben. 
Setzen wir dazu: 


so folgen die Gleichungen (4): 


x1 a, [(n41)o+ nf1pa+2tM* (ny tye] 


} ak. 


k 
f a, v+—,) 





B [2nv-+(n-+ 1)a— 1,2 nr} 
By (nv, nt) 


+ Cy, -e-2*°. 9, (nv-+(n+1)a—t, mr), 


= C14 e ea2niv e 








a 
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nt 9 [ (n+ 1)0-+ (n--1)a4 SEE, (n-+1)¢ 
De k 
0 a, (0+, r) 


o[2nv0-+(n+ 1)a—2t, 2nz] 
@ (nv, nt) 


+ Cy + e220 eer ee 2t, ua 


= Cio e e7 2: 2niv ‘ 














s ne, Mi remrewewer ae +12] 
ae 
3 o,(v+=, +) 

~2(n-1) nie, Po[2nv0-+(n+1)a—(n—1)t, 227] 
Cg ee (nv, nz) 


+ Cana + €-2—D10. 9 (nv-+ (n+ 1)a—(n—1)r, nz). 


Die Constanten sind in allen diesen Gleichungen unmittelbar bestimmt, 
mdégen aber nicht besonders hingeschrieben werden. 

Durch Addition aller Gleichungen erhalten wir dann eine Dar- 
stellung der Function: 


,[(n+ 1)v + (n+ La, (n+1)t] 
#,(v, t) 





durch die Functionen: 
Ho (2nv+ (n+1la—rr, 2nz)) 


e~2rnio J 
(nv, nt) 





Es ist unser urspriingliches Problem also darauf zuriickgefiihrt, 
diese letzteren Functionen in trigonometrische Reihen zu entwickeln, 
Setzen wir aber in diesen an Stelle von mv:v, von mt: 7 so ist klar, 
dass das letzte Problem identisch ist mit dem Problem die Functionen: 

Go(2v--a, 2) 
#o(v, 7) 
in trigonometrische Reihen zu entwickeln. Hiermit haben wir aber 
das urspriingliche Problem, welches fiir ein beliebiges gerades n gilt, auf 
den Fall n = 1 euriickgefiihyt. Dieser kaun wieder direct und indirect 
behandelt werden. Auf die directe Behandlung mége bei anderer 
Gelegenheit eingegangen werden — die indirecte ergiebt sich un- 
mittelbar, wenn wir in den allgemeinen Formeln n = 1 setzen. 

Zu gleicher Zeit ergeben sich aber neue und interessante Beziehungen 
zwischen den Restfunctionen und den transformirten Thetafunctionen. 
In der That, wenn man mit den Functionen F;,(v, t) analog verfahrt, 
wie mit der Function: 


4,[(n+1)0+ (n+1)a, (n+) ] 
#,(v, t) 
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so folgen die Beziehungen: 


n—1 
k , Bo(2nv-+(n+1)a, 2nz 
(5) > Fa(vt+ =) =40- ( a 
0 





By (nv, nt) 


+ cao + F, (nv-+ (n+ 1)a, nz), 


ae . Fy,(v+ F) = Cy, + e720, 9, (2n0-+(8-+1)a—+, 64) 
0 





@, (nv, nt) 
+ ch - e274? - H, (nv-+-(n+1)a—t, nt), 


n—1 


. _ By (2nv+(n+1)a—(n—1)r, 2n 
> qim—)k, F,3(0+ =) = C4 _—1 °C 2D aio @ee-+- ext ae 
0 


+ Cons: e7 2-10. &, (nv-+-(n-++-1)a—(n—1) tn). 





Die Constanten sind wiederum unmittelbar zu bestimmen. 
Diese Formeln lehren dann erstens die Entwickelung der Gréssen: 


e~2 tire, a (2uv-+(n+1) a—rt, 2nt) 
Bo(nv, nt) 





in trigonometrische Reihen kennen, zweitens aber geben sie auch um- 
gekehrt eine neue und wichtige Darstellung der Restfunctionen durch 
die transformirten Thetafanctionen. 

Wir kénnen aber noch weitere Beziehungen herstellen. Hierbei 
wollen wir anders verfahren wie vorhin. 

Wir bilden dazu den Ausdruck: 


&,[(m-+-1)v + (n+1)a, (m+1)t] 


3, (nv, nt) - #,(0, ¢) 





Derselbe ist eine ganze transcendente Function von wv und iiberdies 
eine Thetafunction 2‘ Ordnung. Hieraus folgt die Darstellung: 





#,[(m-+1)v + (m+ La, (n+1) c] 
(6) 94 (0, 1) eee on “ 


2n—1 
- > ce e~2tke. 9, (2nv+ (n+ 1)a—ke, 2nz). 
0 

Die Constanten sind nach den Regeln des ersten Paragraphen 
bestimmt. Hiermit ist wieder der allgemeine Fall auf den Fall n=1 
surtickgefiihrt. 

Genau so wiirde folgen: 

2n—1 


(7) 9,(mv,mt)- Faq (v,t) = >? cy.e- 24”. 9, (2nv-+(n-+1)a—kr,2n), 
0 





so 
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wobei die Constanten wieder nach angegebenen Regeln zu bestimmen 
sind. Diese Gleichung stellt in einer neuen und iibersichtlichen Weise 
die Beziehungen dar, die zwischen den Restfunctionen und den trans- 
formirten Thetafunctionen bestehen. 

Bei diesen Betrachtungen ist m als gerade Zahl angenommen 
worden. Ist m ungerade, so modificiren sich die Untersuchungen 
etwas, Es mége das nicht in vélliger Ausfiihrlichkeit durchgefiihrt 
werden. 

Nehmen wir wieder die Summe: 





to [ (nt ot(ntia4 HOY, (nztye| 
> -- k 
0 (0+ n’ ) 
so wird dieselbe fiir ein ungerades m sich in die Form bringen lassen: 
4, [2n0+(n+1)a—rt, 2nr] 
&, (nv, nt) 
+ ¢y,-6-2*ir0. 9, (nv-+(n+1)a—rr, nt), 


wobei die Constanten wieder unmittelbar bestimmt sind. Die iibrigen 
Betrachtungen bleiben analog wie vorhin. 

Wir greifen diejenigen Formeln heraus, die sich in der Folge von 
besonderer Bedeutung zeigen werden und die den Uebergang zwischen 
dem allgemeinen Problem und dem Problem fiir den Fall » = 1 ver- 
mitteln. 


? 


Cir e e~2xire _ 





I. »= 0 mod. 2. 
#5 [(n-+-1)0 + (m-+1)a, (n+-1) 7] 


#,(v, 7) 





@, (nv, nt) - 
2n—1 
-> Cy: E—2n ike . $ (2nv-+-(n+1)a—kr, 2nrz), 
0 


Ho [(n-+1)0+ (m+ 1)a, (n+1)] 


3, (nv, nt) - @,(0, ©) 





2n—1 


-> Cy + e~ 2#tke .  (2nv-+(n-+ 1)a—kr, 2nr), 
0 


8, [(n-+-1)v + (n+-1)a, (n-+-1) 2] 
@, (0, t) 


2n 
= Dhee mite. & (2nv+(n+1)a — (7) 2ne), 
1 


BD, (nv, nt) + 





4,[n+1) 0+ (n+1)a, (n+1)t] 
#,(0, 1) 


2n 
= Dee tarne, 8, (2n0+(n+ l)a— ss t, 2nz) ; 
1 


B, (nv, mz) - 
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Die iibrigen Formeln folgen aus den hier entwickelten, indem v 
um halbe Perioden vermehrt wird. Die Constanten ¢ sind in den 
verschiedenen Formeln verschieden und kénnen nach den Methoden 
des ersten Paragraphen bestimmt werden. 


Il. »=1 mod. 2. 


4, [(n-+-1)v + (n+-1) a, (n+1)t] 
4; (v, t) 





2n—1 
-> Cy: e~8ike . H,(2nv+(n+ 1l)a—kr, 2nr), 
0 


Pe[(n+1)0+ (m4 1a, (w+1)e) 


8, (nv, nT) - #,(0, 2 





2n—1 
-> Cy e— 2m ike . H (2nv-+ (n+ 1)a—krt, 2nrz), 
0 


Aln+1)0+ n+1)a,(n41)e] 
#5 (0, 7) 





®, (nv, nT) - 


2n 
== Dk Cz: e~ *iR—I)e . %, (2n0+(n+1)a— CX t,2nz), 


1 


O(n +1)0 + (n+), (n+1)2] 


3, (nv, nt) - 3,00, 0) 





2n 
== Dé cy: e~Hik—le . ® (2n0-+(n+1)a— 


1 


2k 





—1 
; t, 2nr). 


Die fehlenden Formeln sind aus den hingeschriebenen wieder durch 
Substitution halber Perioden zu entwickeln. 


§ 4. 
Darstellung der Restfunctionen durch doppelt unendliche Reihen. 


Es sollen jetzt die Restfunctionen in doppelt unendliche Reihen 
entwickelt werden. Es mége in Bezug hierauf wiederum auf die 
Arbeiten von Herrn Appell verwiesen werden. Wir wiéhlen zuniichst 
als besonders einfach die Function: 


+a 2mnia (0+ "+ (fs) 
(1) Fy,(v,t) = >n ° ’ 


sin z(v-+ mt) 





—@ 


und greifen zwei Glieder heraus, die gleichen und entgegengesetzten 
Werthen von m entsprechen. 








Lv 
len 
len 


ch 


en 
‘ie 
st 
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2mnina (0+ 


(n+1) 
: ot % 


—2mnni(o+@tve) 
e 


en nnit 





sin x(v-+mr) + sin z(v— mr) 


Nun ist: 


C) 
i =—24 d/etr—atiotme), 
1 


sin 2(v-+-mt) 


ao 
i — 2 >) ert) ei(— etme) 
1 


sinaz(v—mt) 


Hieraus folgt fiir das allgemeine Glied der Werth: 
“) (@r—1)zime(i4 —*. 

at re wime(tt arp) - sin [2mnax (0+ y+ @r—Nae], 
1 


oder also wir erhalten die Darstellung: 


(2) Fu (v,t) = — — 4 >> gn et+@r—iym 
: 
-sin [ox (2mn-+ (2r—1))4+2axm(n-+1)]. 


Auf die Grenzen, innerhalb welcher diese Darstellung gilt, braucht 
nicht niiher eingegangen zu werden. Genau so wiirde folgen: 


C) (2m-—1)? 


(3) F,(v,t) = — > > ee 
- sin [vx ((2m — 1)n-+(2r—1))-+a2(2m—1) (n+ 1)]. 


Nehmen wir jetzt drittens: 


+o mani (04 ™* 4 tHe) 
Fy (v,t) = a cos x(v-+-m rt) 





Greifen wir wieder zwei Glieder heraus, die gleichen und entgegen- 
gesetzten Werthen von m entsprechen und beriicksichtigen die Re- 
lationen : 
a ae 
cos x (v-+- mr) 


ao 
= 2 >) (—1)P-1 « e@r—tim(otme), 
1 


cosa (v—m rt) 


1 ast a- 1)r—1 « ¢@r—t)imn(—o-tme) 
r 
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so folgt: agi 
QO Fuld ales +4 Dp DAI. totes 
1 
- cos [vx(2mn —(2r—1))+2axm(n-+ 1)]. 


Ebenso wird: 
(2m—1)? (2m—1)(2r—1) 


(5) Fy(o,7) = 43 oy ne 


- cos [vx ((2m —1)n—(2r—1))+a%(2m—1)(n+1)]. 





Damit sind diejenigen vier Functionen dargestellt, aus denen sich die 
noch fehlenden auf so einfache Weise ergeben, dass von ihrer Auf- 
stellung abgesehen werden kann. 


Rostock, den 21. Juli 1887, 
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Zur Theorie derjenigen ebenen Curven, deren Coordinaten 

sich rational und ganz durch zwei lineare Functionen und 

zwei Quadratwurzeln aus ganzen Functionen eines Parameters 
darstellen lassen. 


Von 


C. Wetrzien in Berlin. 





Die Darstellung der homogenen Coordinaten einer ebenen Curve 
mittelst einer unabhingigen Veriinderlichen (eines ,,Parameters“) hat 
zu einer grossen Anzahl interessanter Resultate Anlass gegeben. Die 
Form der Darstellung ist eine doppelte: entweder handelt es sich um 
transcendente Functionen oder um algebraische. Fiir die Curven vom 
Geschlechte 0 (die rationalen Curven) benutzt man z. B. entweder 
trigonometrische oder ganze Functionen. Unter Benutzung der letzteren 
Darstellungsform kann die Theorie dieser Curven, soweit sie sich auf 
die Gleichungen fiir die Parameter der Doppelpunkte, Wendepunkte 
und Beriihrungspunkte der Doppeltangenten bezieht, mittelst rein 
algebraischer Rechnungen entwickelt werden. Fiir die Curven vom 
Geschlechte 1 (die elliptischen) und die hyperelliptischen Curven vom 
Geschlechte 2, 3, 4, ... bedient sich die erste Form elliptischer, 
resp. hyperelliptischer Functionen, die zweite bedarf, abgesehen von 
ganzen Functionen, nur der Quadratwurzeln aus ganzen Functionen. 
Fiir diese Curven ist die zweite Darstellungsform weit seltener benutzt 
worden, als die erste. Schon Clebsch hat in seiner grundlegenden 
Arbeit*) mehr von jener Darstellung Gebrauch gemacht, als von dieser; 
diese hat er hauptsichlich zu dem Zwecke benutzt, dig Anzahl der 
Doppelpunkte der elliptischen Curven zu bestimmen, er hat bewiesen, 
dass die Gleichung n(n — 3)'" Grades fiir die m(m— 3) Parameter 
n(n — 3) 


; und 


der Doppelpunkte mittelst einer Gleichung vom Grade 
*) Clebsch: Ueber diejenigen Curven, deren Coordinaten sich als elliptische 

Functionen eines Parameters darstellen lassen, Crelle’s Journal Bd. 64, — 

Clebsch: Vorlesungen tiber Geometrie. Herausgegeben von Lindemann, 


85* 
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n(n —8) 
2 
gilt fiir die hyperelliptischen Functionen. Die Herleitung der Gleichung 
n(n —3)'" Grades wiirde nach dem Verfahren von Clebsch die Abson- 
derung eines tiberfliissigen Factors vom Grade: 3n—8-++ 4(m—3) (nm —4) 
erfordern und daher zu umstiindlich sein. Deshalb ist sowohl diese 
n(n — 8) 
2 


quadratische Gleichungen gelést werden kann. Aehnliches 


Gleichung als auch die reducirte Gleichung vom Grade 


weder fiir die elliptischen, noch fiir die hyperelliptischen Curven bisher 
aufgestellt worden. Fiir eine specielle Art von Curven, nimlich fir 
diejenigen, deren homogene Coordinaten 2,, 2, %, sich in der Form: 


QL, = (aot + a) V E(t) + (at + as) VF (t), 
A: OL, = (Dot + b,) VE(t) + (bet + bs) VF (t), 
Ox, = (Cyt + ¢) V E(t) + (Gt + ¢s) V F(t) 


darstellen lassen, worin E(t), F(t) ganze Functionen von t bedeuten, 
soll dies im 2'" Abschnitt der folgenden Untersuchung ausgefiihrt 
werden. 

Bezeichnet @ + 1 den Grad der Functionen E(t), F(t), wobei 
@ > 1 ist, so stellen die Gleichungen A eine Curve von der (g + 3)' 
Ordnung dar, deren Geschlecht gleich g ist. Im ersten Abschnitt soli 
durch Elimination des Parameters t und der Grésse g die zwischen 
1, %, XZ, bestehende Gleichung der durch A definirten Curve (g+-3)'* 
Ordnung aufgestellt werden. 

Fiir beide Aufgaben beschriinke ich mich auf die durch A dar- 
gestellten Curven 4", 5'r, 6 Ordnung. 


1. 
Die Curvengleichung. 


Bezeichnet man die Determinante 








x; ade ag | 
Z, b. bg| durch af, 
Xs Ca Cp 


so ergeben sich aus A leicht folgende Gleichungen: 


(1) 0O1~E(t) = — (02t + 03) YF it), 
(2) (O2t + 12) VE(t) = 23yYF (i), 
(3) O2¢? + (038 + 12)t+13 =0., 


Um aus diesen Gleichungen, von denen nur 2 unabhiingig sind, 
die Curvengleichung ohne fremde Factoren darzustellen, bilde man 








lone ne ee Oe — ee oe 


is 
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das Quadrat der ersten Gleichung, ebenso das Quadrat der 2‘" Gleichung ; 
dann zeigt sich, dass der Coefficient von t*t+e den Factor 02?, der 
Coefficient von t?+@ den Factor 02 enthalt; daher kénnen diese beiden 
Glieder mit Hilfe der Gleichung (3) fortgeschafft werden, ohne dass 
dadurch die Ordnung der Coefficienten (als Functionen von 2,, 2», 23 
betrachtet) erhdht wird. Dadurch erhalt man 2 Gleichungen, die fiir 
t vom Grade 1+ @ sind; multiplicirt man die Gleichung (3) mit 
t®, t', t®,..., t@-!, so erhilt man @ weitere Gleichungen und kann 
t®, t', t*,..., t@+!, wie aus linearen Gleichungen, eliminiren. Das 
Eliminationsresultat enthilt noch den der Lésung fremden Factor 
12 — 03; es erscheint in Form einer verschwindenden Determinante, 
die nach Potenzen von 12—03 entwickelt werden kann; der Coefficient 
des von 12 — 03 unabhiingigen Gliedes verschwindet identisch, die 
Gleichung wird durch 12 — 03 theilbar. 


§ 1. 
Die Gleichung der elliptischen Curve 4" Ordnung. 

Sollen die Gleichungen A eine Curve 4 Ordnung darstellen, so 
miissen E(t), F(t) ganze Functionen 2'" Grades: 

E(t) = E,t? + E,t a E,, 
, Fj = FP +hi+h, 
sein. 

Um nun die Gleichung (1) zu quadriren und in der angegebenen 
Weise zu reduciren, bemerke man zunichst, dass in Folge der Glei- 
chung (3): 

(02t + 03)? <= 03* — 02 - 13 — (12 — 03) 02t 
wird; ebenso wird: 
— 02t(F,t? + Fit+ F,) 
= — 02F,t + [(03 + 12) t+ 13] (Ft + F,); 
daher wird die erste Gleichung die Form annehmen: 
(12? — 02 - 13) (Fyt? + F,t) + (03? — 02. 13) F, 
+ (12—03) [(13 F, — 02 F,)t + 13 F,| — 01°7(£,t? + £,t + £,) = 0, 
oder, wenn man bedenkt, dass: 
O1 . 23 — 02-13 + 03-12 —0 
[(01(01E, + 23 F,) — (12 — 03) 12F,] t? 
+ [01(01E, + 23 F,) — (12 — 03) (13 F, + 12F, — 02 F,)) t 
+ 01(01 FE, + 23F,) — (12 — 03) (13 F, — 03 F,) = 0. 


Durch dasselbe Verfahren erhiilt man aus der 2'" Gleichung: 


ist, 
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[23 (01 Z, + 23 F,) + (12 — 03) 03 Ey] t? + [2301 EF, + 23 F,) 

+ (12 — 03) (13 E, + 03 EF, — 02 E,)] t + 23(01 EB, + 23 F,) 

+ (12 — 03) (13 FE, — 12E,) = 0. 

Fiigt man hierzu die 3° Gleichung: 
O02t? + (03 + 12)t+ 18 =0, 
so kann man t?, t!, t®, wie aus linearen Gleichungen, eliminiren 
und erhalt die noch mit einem fremden Factor ersten Grades multi- 
plicirte Gleichung der Curve in der Form einer verschwindenden Deter- 
minante von 3? Elementen. Die Glieder der ersten und 2'* Horizontal- 
reihe bestehen aus 2 Theilen, von denen der eine den Factor 12—03 
enthalt; demgemiiss kann man die Determinante in 4 andere zerlegen, 
von denen diejenige, welche den Factor 12 — 03 nicht enthalt, ver- 
schwindet, da die Glieder der ersten Reihe den entsprechenden der 
zweiten proportional sind. Von den 3 itibrigen Determinanten ent- 
halten zwei den Factor 12—03 zur ersten, eine denselben zur zweiten 
Potenz. Man kann mithin durch 12—03 dividiren und erhalt dadurch 
die Gleichung der Curve 4'* Ordnung in der Form: 
239), + 014) + (12 — 03) ,, —0, 

wo gesetzt ist: 








12 F, 13F,+12F,—02F, 13F,—03FP, 
01 E,+23F, 01E, +23 F, 01E,+23F, | = %,, 
02 03-4 12 13 
03 E, 13E,+03E,—02E, 13£,—122, 
O1E, +23F, 01 E,+23F, 01E,+23F, | = %, 
02 03-4 12 13 
12F, 13F,+12F,-0O2F, 13F,—03F, 
03 B, 13E,+03E,—02E, 13£,—12E,|=—4,,. 
02 03-412 13 
g 2. 


Die Curven 5** Ordnung. 
Die Gleichungen A stellen eine Curve 5 Ordnung dar, wenn 
E(t), F(t) ganze Functionen 3'" Grades bedeuten: 
E(t) — E,t?+£,t?+4,t+E,, 
F(t) = Fyt?+F,t?+F,t+F,. 
Durch dasselbe Verfahren, wie in § 1, erhilt man die Glei- 
chungen : 





sia 


peo 


— po GQ 
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[01(01 E, + 23F,) — (12 — 03) 12 F,] t3 
+ [01(01 E, + 23 F,) — (12 — 03) (13 F, +12 F,)) t? 0 
+ [01(01E, + 23F,) — (12 — 03) (13 F, + 12F, — 02F,)] t . 
+ 01(01 BE, + 23.F,) — (12 — 08) (183 F, — 03 F,) 

[23(01 E, + 23F,) + (12 — 03) 03.E,] t® 
+ [23(01E, + 23F,) + (12 — 08) (13.E, + 03 E,) t? -_ 
+ [23(01 E, + 23F,) + (12 — 03) (13E, + 03E, —02E,)} t ; 
+ 23(01.E, + 23F,) + (12 — 03) (13E, — 12F;) 


Fiigt man hierzu die Gleichungen: 

02t5 + (03 + 12) t? + 13t —0, 

02t? + (03 + 12)t +13 =—0, 
so kann man t', t?, t', t°, wie aus linearen Gleichungen, elimi- 
niren und erhilt dadurch die Gleichung der Curve (zuniichst noch mit 
einem der Lésung fremden Factor behaftet) in der Form einer ver- 
schwindenden Determinante von 4° Elementen. Zerlegt man diese in 
derselben Weise, wie in § 1, so verschwindet wieder diejenige Theil- 
determinante, welche 12 — 03 nicht als Factor enthialt; die tibrigen 
Theildeterminanten sind durch 12 — 03 theilbar; dividirt man durch 
12 — 03, so ergiebt sich die Curve 5' Ordnung in der Form: 
wo gesetzt ist: 


2F, 13F,-12F, 13F,+12F,—02F, 13F,—03F, 
01E,+23F, O1E,423F, O1F,423F, O1F,+23F, 
02 03-4412 13 . 

0 02 03-12 13 


0(3E,  132,+03F, 13E,403E,—02E, 13E,—122B, 
OLE, +23F, O1E,4+23F, O1B423F, 010,423F, 


02 03-4412 13 o | =F» 
0 02 03-4412 13 
QF, 13F412F, 13F,412F,—02F, 13F,—03 F, 
OBE, «13, 03E, 13E,+03E,—02E, 13B,—12B,| 
= ~ee° 


02 03-412 13 0 
0 02 03-412 13 
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§ 3. 
Die Curven 6** Ordnung. 
Die Gleichungen A stellen eine Curve 6‘ Ordnung dar, wenn 
E(t), F(t) ganze Functionen 4'" Grades sind: 
E(t) = E,t* + Et + E,t? + E,t + E,, 
F(t) = Fyot* + Ft? + Ft? + Ft + %,. 
Durch dasselbe Verfahren, wie in § 1, erhalt man die beiden 
Gleichungen : 


(01(01 E, + 23 F,) — (12 — 03) 12F,] t* 
+ [01(01B, + 23F,) — (12 — 03) (13F, + 12F,)) t3 | 
+ (01(01B, + 23F,) — (12 — 03) (13F, + 12F,)] t? | ae @ 


+ [01(01 B, + 23F,) — (12 — 03) (13 F, + 12F, — 02F,)] t 
+ 01(01E, + 23F,) — (12 — 03) (13 F, — 03F,) 


[23(01 EB, + 23F,) + (12 — 03) 03.B,)] t4 
+ [23(01E, + 23F,) + (12 — 08) (13E, + 03E,)] t3 | 
+ [23(01B, + 23F,) + (12 — 03) (13E, + 03E,)] t? -_ 


+ [23 (01 EB, + 23F;) + (12 — 03) (13 FE, + 03 BE, — 02 £,)\t 
+ 23(01 E, + 23 F,) + (12 — 03) (13, — 12£,) : 
Fiigt man hierzu die Gleichungen: 

O2t4 + (03 + 12) t? + 13t? —0, 

02¢3 + (03 + 12) t? + 13t —0, 

02t?+ (03+ 12)t +13 =0, 
so kann man t‘, t%, t?, t', t®, wie aus linearen Gleichungen, elimi- 
niren und erhilt dadurch die Gleichung der Curve (zuniichst noch mit 
dem der Lésung fremden Factor 12 — 03 behaftet) in der Form einer 
verschwindenden Determinante von 5? Elementen. In derselben Weise, 
wie friiher, ergiebt sich durch die Absonderung des Factors 12 — 03 
die Gleichung der Curve 6'* Ordnung in der Form: 

2395, + 014,, + (12 — 03) #,, = 0, 

wo die drei letzten Reihen der Determinanten %),, 9,), 9,: 





02 03 4 12 13 0 0, 
0 02 03-412 13 0, 
0 0 02 08412 13 


sind, wihrend die 2'’° Reihe von @), und 9: 


01E,+23F, O1F,+23F, O1E,+23F, O1E, +23F, 
OLE, + 23F,, 
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die erste von #), und @,,: 
12F, 13F,+12F, 3F,+12F, 13F,+ 2F, —02F, 
13 F, — 03 F,, 
die erste von #,, und die zweite von @,,: 
OE, 132,4+ 032, 132,+08F, 13E, + 8, — 022£, 


13 E, — 12F, 
ist. 


II, 
Die Doppelpunkte. 


Fiir die durch A dargestellten Curven findet ein Doppelpunkt 
statt, wenn zwei Werthe t,, t, des Parameters dieselben Werthe 
fiir 2,:%,:2%, liefern, wenn also die drei Quotienten: 


(Gots + a4) VE(ty) + (at, + a) VF) 
(@o ty + a) VE (tg) + (Gate + a) VF (ty) 


(Dots + 04) VE (ts) + (bets + 03) VF (ty) 
(Dota + b,) VE (te) + ete +3) VF (te) ’ 


(Cots + 4) VEC) + (Cots + 9) VF) 
(Cote + ¢,) VE (te) + (Cote + 3) VF (te) ; 


denselben Werth — @ haben, oder wenn: 
(aot, +.4,) VEC) + (ast + a5) VF) 

+ { (aot, +a,)VE(t) + (a, t, + as) VF (t)} =0, 
(boty +0,)VE (ty) + (b. ty +03) V F(t) 











D: st hoes 
+ { (Dot, +0,)V E(t) + (bot, +03) VF} = 9, 
(Cyt, + ¢,)V E(t,) + (Cyt, + ¢3) V F(t) 
+ {ey t, +6) V E(t) + (Ct, + &) VFC)} = 0, 
ist. 


Bezeichnet man die Determinante: 
| a dy a 
Ob be ba | durch ixd, 
|G; Ce OCA 


so ergiebt sich leicht aus den Gleichungen D: 


(012+, + 013) E(t) = (023t, + 123) /FG,), 
(012t, + 013) VEC) = (023t, + 123) (FG); 

















542 C. Weurzen. 


oder, wenn man quadrirt: 


(1) (at, + %)* E(t.) — (Bot, + By)? F(t) = 0, 
(2) (Got, + a)? E(t,) — (Byt, + B,)? F(t,) = 0, 
wo gesetzt ist: 
Ol2—a,, O13 —a,; 
023 = 8B, 123 = 8,. 
Fihrt man nun: 
it+h=6, 
tt, = 
in diese Gleichungen ein, so erhilt man durch Elimination von 1 fiir 6 
eine Gleichung vom Grade: 
(n— Ht — 3) — 9; 


t ist rational durch o ausdriickbar; t,, t, sind die Wurzeln der 
Gleichung: 
T?—oT+r=0. 


Hierbei bedeutet m die Ordnung, @ das Geschlecht der durch A 
dargestellten Curven; fiir m = 4, 5,6 ist resp. 9 = 1, 2, 3. 


§ 1. 
Die 2 Doppelpunkte der Curven 4** Ordnung. 
Die Gleichungen A stellen eine Curve von der Ordnung 4 und 


dem Geschlechte 1 dar, wenn E(t), F(t) ganze Functionen 2' Grades 
von t bedeuten: 


E(t) = E,t? + £,t+ £,, 
Fit) = Ft? + Ft + F,. 

Setzt man diese Functionen in die Gleichungen (1) und (2) ein 
und subtrahirt die 2'° von der ersten, so erhilt man, nachdem man 
durch t, — t, dividirt hat: 

(@,?E, —2a,e,E,— BF, + 28,8,F) + 
+ (@°F, — «°F, — BF, + 8 Fi)o } =0. 
+2a,0,B,— «°F, —26,B,F,+ BF, 

Subtrahirt man die mit t, multiplicirte 2'e Gleichung von der 


mit t, multiplicirten ersten und dividirt durch t, — t,, so er- 
halt man: 
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(a,? Ey — By? F,)?? 
+ {(a,? E, — 8, F,)o—a,? BE, +20,0, E, —a,? E,+,°F, “a 
—2B,B, F,+6Fy} t 
+ (a9? E, — By? F',) 6* +2 (a, a, E, — By B, F,)o-+-a,? E, — B,?F, 
Bezeichnet man durch %{,, 8, Functionen A" Grades von 6, so 
ist die Eliminationsresultante dieser beiden Gleichungen von der Form: 


0. 





0 & &, 
Bo B, 0 = 0; 
A, A, A, 





sie ist fiir 6 vom 2'* Grade; zu jedem Werthe von o gehdrt ein 
Werth von t, also auch ein Werthpaar t,, t,. 


§ 2. 
Die 4 Doppelpunkte der Curven 5%" Ordnung. 
Die Gleichungen A stellen eine Curve von der Ordnung 5 und 


dem Geschlechte 2 dar, wenn E(t), F(t) ganze Functionen 3" Grades 
von t bedeuten: 


E(t) = Et? + Et? + £t+£,, 
F(t) = F,t® of Ft? +. F,t + F;. 
Setzt man diese Functionen in die Gleichungen (1) und (2) ein, 


subtrahirt die 2'° von der ersten und dividirt durch t, —t,, so er- 
halt man: 


Gr? ++ Cr+ 6,—0, 
a? E, — BF, = &, 
2 (oy @, Hy — BoB, Fy) 6 — a? E, + 2 Oty oY E, — a, E, + BF, 
aes 2 BoB, F’, + BF, =, 
(aE, — B,°F,) 6? + (aE, — aE, — p,?F, + B,?F;) 6 + a,’ E, 
— 2a, 0, F, — BF, + 288, F, = ©,. 
Subtrahirt man die mit t, multiplicirte 2'° Gleichung von der mit 
t, multiplicirten ersten und dividirt durch t; —t,, so erhalt man: 
Dor+Dt+D,—0, 


wo gesetzt ist: 


wo gesetzt ist: 
a? E, — 2a, a, EF, — B,? FP, + 28,8, =D, 
(@° EH, — aE, — BF, + 6%) o — «°F, + 2a,0,E, — a, E, 
+ B,? F, — 28,8, F, + 6’ F, =2,, 
(a,?E, — By? F;) 6? + 2(a,0,£; — BoB, F;) 6 + a,?E, — °F, = ®,. 
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C. Wetrzien. 


Durch Elimination von t ergiebt sich aus diesen beiden Gleichungen 
die Resultante in Form einer Determinante: 


‘a <6, € 0 
0 & & G&|_, 
i. 1 81”? 
0 ® 2, ® 


welche fiir « vom 4' Grade ist; zu jedem Werthe von 6 gehdrt ein 
Werth von t, also auch ein Werthpaar t,, t,. 


§ 3. 
Die 7 Doppelpunkte der Curven 6‘ Ordnung. 


Die Gleichungen A stellen eine Curve von der Ordnung 6 und 
dem Geschlecht 3 dar, wenn E(t), F(t) ganze Functionen 4'" Grades 
bedeuten: 

E(t) = E,t* + E,t® + £,t? + Eyt + E,, 
F(t) = Fyt* + Ft? + F,t? + Fyt + F,. 

In derselben Weise, wie in den vorhergehenden Paragraphen, er- 

halt man die beiden Gleichungen: 


G, 7? + Gr + G = 0, 
He+H,c? + H.1+ H,—9, 
wo gesetzt ist: 
(a? E, — By? Fy) 6 + a? EB, — 2a,0,F, — BF, + 26,8, F,=—G,, 
2(a, a, E,— B, 8, Fy))0?+2(a, a, £, —a,?E,— BB, F,+6,F,)o j-o 
— a,” E, + 2a, a, E,—a,? E, + B,? FP, —26,8, F,+ 8,’ F, 7 
(a,?E, — B,?F,) o + (a, EF, — B,F,) &? 
+ (aE, — aE, — BF, + B,’F,) 6 
+ aE, — 2a,a, FE, — BF, + 28,8, F, 
a? Ey — By Fy = Do, 
2(a,a,E, — BB, Fy) 6 — a, E, + 2a,a, BE, — «FE, + B,’F, 
— 2B, B, F, + BF, - 91> 
(a,?E, — B,? Fy) o? + (aE, — a? BE, — BF, + By’ F;) 6 hg 
+ aE, — 2a,0,F, + aE, — BF, + 28,8, PF, — BF, 2 
— (a? E, — By? F,) 0? —2(a, a, E,—ByB, F’,) 6 —a,?E, + BF, = Oy. 
Die Eliminationsresultante ist: 


= G3; 











Vv 





0 Oo 
0 G, 
G, G, 
0 
Ho 9; 


Berlin, Juni 1887. 
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G, 
G, 
G; 
9, 
9. 





6, 6, 
@, 0 
0 0 |=0, 
H2 H, 
§, 0 





Subtrahirt man die mit 6 multiplicirte 4'° Reihe von der 2'*, die 
mit 6 multiplicirte 5'° von der 3", so wird: 
6, — $6 = G,,, 
G, — $16 = G,’, 
6; — §,6 = Gy, 
wo die Gréssen ,’ Functionen A'" Grades von o sind. Die Elimi- 


nationsresultante ist daher vom 7" Grade fiir o; zu jedem Werthe 
von 6 gehért ein Werth von rz, also auch ein Werthpaar t,, t,. 





Ueber Binirformen sechster Ordnung mit linearen 
Substitutionen in sich. 


Von 


Osxar Bouza in Freiburg i. Br. 


Im folgenden beabsichtige ich, ein Referat itiber eine Arbeit ,, Ueber 
Binirformen mit linearen Substitutionen in sich‘‘ zu geben, welche 
demniichst im American Journal of Mathematics in extenso er- 
scheinen wird. 

Es werden zunichst alle Binirformen sechster Ordnung mit linearen 
Substitutionen in sich bestimmt, sodann werden die nothwendigen und 
hinreichenden Relationen aufgestellt, welche fiir diese speciellen Formen 
sechster Ordnung einerseits zwischen den rationalen Invarianten, an- 
dererseits zwischen den #-Moduln Tag bestehen. 

Im Zusammenhang damit wird in dem invariantentheoretischen 
Theil der Untersuchung eine Ergiinzung zu dem Theorem von Clebsch 
iiber die lineare Transformirbarkeit zweier Binirformen sechster Ord- 
nung in einander gegeben. 

Die hier behandelten Fragen haben ein gewisses principielles 
Interesse fiir die Theorie der hyperelliptischen Modulfunctionen; in der 
That stellen die eben erwahnten Relationen zwischen den t,g Kanten 
und Ecken des bisher noch unbekannten Fundamentalraums fiir die 
hyperelliptischen Modulfunctionen dar, und die Frage der linearen 
Transformirbarkeit zweier Formen sechster Ordnung in einander hingt 
aufs engste mit der Frage zusammen: ob die rationalen absoluten In- 
varianten der Binirform sechster Ordnung eindeutige Functionen der 
Argumente 1,;, 7,2, T2. sind. 

In diesem Sinne ist die vorliegende Arbeit, welche auf Anregung 
von Herrn Prof. F. Klein entstanden ist, als eine Vorarbeit fiir die 
Theorie der hyperelliptischen Modulfunctionen zu betrachten. 





—_ we Bee a Uf) 6 


_ ~~ 
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§ 1. 
Bestimmung aller Binairformen sechster Ordnung mit linearen 
Substitutionen in sich. 


Wenn eine Biniarform sechster Ordnung f bei einer Reihe von 
linearen Substitutionen S, S’, S”,... invariant*) bleibt, so bildet die 
Gesammtheit dieser Substitutionen eine Gruppe G; und es lisst sich 
zeigen, dass diese Gruppe endlich ist, vorausgesetzt, dass man die Sub- 
stitutionen S auf die Determinante 1 bringt. 

Sehen wir von der trivialen Gruppe: 

Hetty, &=+2, 

welche jede Binirform sechster Ordnung invariant lisst, ab, so muss 
daher G eine der folgenden endlichen binaéren Gruppen sein: 

1) eine cyklische Gruppe, oder 

2) eine Diedergruppe, oder 

3) die Tetraedergruppe, oder 

4) die Oktaedergruppe, oder 

5) die Ikosaedergruppe. 

Aus der Theorie der endlichen biniren Gruppen kennt man fiir 
jede derselben die Gestalt der allgemeinsten Binirform, welche bei 
Anwendung der Substitutionen der betreffenden Gruppe bis auf einen 
constanten Factor invariant bleibt; indem man nun alle diejenigen 
Fille aufsucht, in welchen dieser allgemeinste Ausdruck einer invarian- 
ten Form speciell eine Form sechster Ordnung darstellt, gelangt man 
zu folgendem Resultat: 

Jede Bintirform sechster Ordnung, welche ausser den Substitutionen 
L, = + 4,', L = + 2,' lineare Substitutionen in sich besitet, und deren 
Wurzeln alle von einander verschieden sind, lisst sich durch eine lineare 
Transformation auf eine der folgenden kanonischen Formen reduciren: 




















, Kanonische Form F: . | Zugehérige binire Gruppe: 
I. | #,° + w2,42,? + Bz,?2,4 + 2,° | Cyklische Gruppe n = 2 
Il. &,(2,°+2,°) Cyklische Gruppe n = 5 
Ill. 8,2, (8,4 + as,?4,? + 2,4) Diedergruppe n == 2 
(A) 4 a20, e2+> 
IV, 2° + az,52,5 + 2,° Diedergruppe n= 3 
«e20, e2+yY—50 
V. 2,°+ 2,° Diedergruppe n= 6 
(VI. 2; 8 (2,4 + 2,4) Oktaedergruppe 











*) Darunter ist im folgenden immer verstanden: invariant bis auf einen con- 
stanten Factor, 
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Die beigefiigten Ungleichungen fiir den Parameter @ sind néthig, um 
jedesmal diejenigen speciellen Fille auszuschliessen, in denen die Binir- 
form sechster Ordnung bei einer umfassenderen Gruppe invariant bleibt. 
Z. B. wiirde: 

F = 4,2, (2,'+ «2,?2,*+2,') 
bei « =O sich auf die Form der Oktaedergruppe reduciren, wihrend 
bei @ = + 2 F sich durch eine lineare Transformation auf die Form 


2,°-+ 2,° reduciren liesse. Die entsprechende Ungleichung fiir den 
Fall I ergiebt sich aus dem folgenden Paragraphen. 


§ 2. 
Die Invariantenrelationen. 


Es handelt sich jetzt darum, die nothwendigen und hinreichenden 
Bedingungen daftir aufzustellen, dass eine Binairform sechster Ordnung 
durch lineare Transformation auf eine der eben angegebenen kanonischen 
Formen reducirbar ist. 

Fiir die Fille I und II sind diese Bedingungen bereits von Clebsch*) 
in Gestalt von Invariantenrelationen mitgetheilt worden ; fiir die tibrigen 
Fille findet man die Bedingungen in einer Arbeit von Herrn Maisano**) 
in Gestalt von Covariantenbedingungen angegeben. Aber auch in 
diesen Fillen lassen sich die Kriterien durch Invariantenrelationen 
ausdriicken. Dieselben sind, unter Benutzung der Clebsch’schen Be- 
zeichnungsweise, in der unten folgenden Tabelle in der zweiten Colonne 
zusammengestellt. 

In der dritten Colonne ist fiir jeden der vier ersten Fille eine 
quadratische Covariante angegeben, welche, in den kanonischen Variabeln 
2;, 2, geschrieben, die Form hat: 

Const. 2, 2,, 

woraus sich unmittelbar die lineare Substitution ergiebt, durch welche 
die Form f mit den beliebigen Variabeln x,, 2, auf die kanonische 
Form F mit den kanonischen Variabeln ¢,, ¢, reducirt wird; man hat 
nur fiir 2,, 2, die beiden Linearfactoren der betreffenden quadratischen 
Covariante zu wahlen, und dieselben mit solchen constanten Factoren 
zu multipliciren, dass in dem Ausdruck fiir F der Anfangs- und End- 
term den Coefficienten 1 erhiilt. 

Fir die Falle V und VI verschwinden alle quadratischen Covarianten 
identisch ; es ist daher hier ein anderes Verfahren anzuwenden; dasselbe 
beruht darauf, dass die Bestimmung der kanonischen Variabeln 2,, 2, 


*) Theorie der biniren algebraischen Formen. 
**) Sulla Sestica binaria, Atti della R. Accademia dei Lincei, 1883—84. 





(B) 





I 
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fiir unsere Formen mit linearen Substitutionen in sich identisch ist 
mit der Lésung des zur betreffenden Gruppe von linearen Substitutionen 


gehérigen Formenproblems. 


Darnach erhalt man fiir den Fall V 2, und z, aus den beiden 


Gleichungen: 
2° + 2,5 =f, 


i 
44> 


VPA — 28 
eee eae 


fiir den Fall VI durch Auflésung der Gleichung: 


4 
16g? + 6-(2) H-9+f?=9, 


deren drei Wurzeln sind: 





= (2,2,)*, 
2 ¢g,2)? 
p, = (2 = 2 : 
in —S 
Ps = ai 


Wir lassen die Tabelle fiir die 














Kanonische Form 

1. 2°--ae,42,2-+ 4 Be,2e)'+4, 

——e 

Il. 2, (2,°+-2,°) 

Ill.| 2,%,(2,4-++-a2,?2,?+-2,") 
«20, a2+~ 

IV. 2,°+az,52,3+2,5 
«20, a2+¥—H 

Vaya 

VI. 2, fy (2,4+-2,") 








Mathematische Annalen, XXX, 


Invariantenrelationen folgen: 


Invariantencriterien 





A, 4, 
{nt Bak Cae 


|4B345ABC+60?— 


SAL? 


D2, 6C? 


9D —2B(6C+AB)=0 
D20, 2AB—15020 


6B— A?—=0,6C-+ AB=0, D=0 
Azo 

neta 
AZ0 


R=0 
,— 42, 20 


im 


D20 


3AD—0 
—6BC+4A°C—18D=0 
— B20 


6C?— BS =0 


U m) le Mz 





Quadr, 
Covariante 


m 
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§ 3. 
Excurs iiber die lineare Transformirbarkeit zweier Binairformen 
sechster Ordnung in einander. 


Im allgemeinen sind zwei Formen sechster Ordnung / und /" linear 
in einander transformirbar, sobald die entsprechenden absoluten In- 
varianten beider Formen einander gleich sind, wie Clebsch mit Hilfe 
der typischen Darstellung der Binirform sechster Ordnung durch 
quadratische Covarianten bewiesen hat. 

Der Beweis verliert jedoch seine Giiltigkeit in denjenigen Fallen, 
in welchen die typische Darstellung nicht mdglich ist. Es soll in 
diesem Paragraphen die Frage beantwortet werden ob auch in diesen 
Ausnahmefillen die Gleichheit der absoluten Invarianten fiir die lineare 
Transformirbarkeit zweier Formen in einander hinreichend ist. 

Nach den Untersuchungen von Clebsch wird die typische Dar- 
stellung durch quadratische Covarianten nur in folgenden Fillen un- 
mdglich: 

1) wenn f sich durch lineare Transformation auf eine der kanonischen 
Formen III bis VI der Tabelle (A) reduciren lisst; 

2) wenn f eine drei- oder mehrfache Wurzel besitzt. 

Was zuniichst den ersten Fall betrifft, so folgt aus den in § 2 
mitgetheilten Resultaten, dass hier die Gleichheit der absoluten In- 
varianten in der That hinreichend ist. Denn da diese Fille durch 
Invariantencriterien vollkommen charakterisirt sind, und da der in 
Fall III und IV auftretende Parameter a beidemale die Quadratwurzel 
aus einer rationalen absoluten Invariante ist, so kann man die Formen 
f und f in ein und dieselbe dritte Form transformiren, nimlich in 
die kanonische Form der Tabelle (A). 

Dagegen ist im Fall einer vier-, oder fiinf-, oder sechsfachen 
Wurzel die Gleichheit der absoluten Invarianten nicht hinreichend, da 
alle drei Fille A= B=C— D=O liefern, sich also gar nicht 
durch Invariantencriterien von einander unterscheiden lassen. 

Ebenso ist aber auch im Fall einer dreifachen Wurzel die Gleich- 
heit der absoluten Invarianten nicht hinreichend. Denn obgleich sich 
die Criterien fiir das Auftreten einer dreifachen Wurzel durch Invarian- 
tenrelationen ausdriicken lassen, so lassen sich doch die verschiedenen 
dabei méglichen Fille, niamlich: 

eine dreifache und drei einfache Wurzeln, 
eine dreifache, eine doppelte und eine einfache Wurzel, 
zwei dreifache Wurzeln, 
nicht durch Invariantencriterien von einander trennen, 
Man kann also dem Satz iiber die lineare Transformirbarkeit 
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zweier Binairformen sechster Ordnung in einander die folgende pricisere 
Fassung geben: 

Die Gleichheit der entsprechenden rationalen absoluten Invarianten 
zweier Bindrformen sechster Ordnung ist hinreichend fiir die lineare 
Transformirbarkeit der beiden Formen in einander, mit einziger Aus- 
nahme derjenigen Fiille, in denen eine der beiden Formen eine drei- 
oder mehrfache Wurzel besitet. 


§ 4. 
Die Relationen zwischen den #-Moduln t.,*). 


Den Relationen, welche zwischen den algebraischen Invarianten 
der Binirformen sechster Ordnung mit linearen Substitutionen in sich 
bestehen, entsprechen Relationen zwischen den transcendenten Invarian- 
ten derselben, d. h. zwischen den @-Moduln 1,,, T,., To. 

Man beweist zuniichst: 

Wenn eine Bindrform sechster Ordnung f mit lauter ungleichen 
Wurzeln lineare Substitutionen in sich besitet, und es ist t1,, T., Too 


irgend ein zu Vf gehiriges System von %-Moduln, so entspricht jeder 
linearen Substitution S der Variabeln 2,, 2, welche f invariant lisst, 
eine lineare Transformation s der Perioden, welche das Werthsystem 
Tit» Tia) To invariant Lisst. 

Umgekehrt: Wenn ein zu einer Biniirform sechsten Grades mit 
lauter ungleichen Wurzeln gehériges System von #-Moduln 1,,, t,., Too 
bei einer linearen Periodentransformation s ungeiindert bleibt, so bleibt 
die Form f bei einer linearen Substitution S der Variabeln invariant. 

Und wenn die lineare Substitution S der Variabeln von der Sub- 
stitution 

g=etey, & —+2, 
verschieden ist, so ist die entsprechende lineare Periodentransformation 
s nicht congruent zur Identitaét modulo 2, und umgekehrt. 

Die Gleichungen, welche ausdriicken, dass das System der #-Moduln 
bei der Periodentransformation s invariant bleibt, stellen aber gerade die 
gesuchten Relationen zwischen den t,g dar, und aus dieser Ableitung 
derselben ergiebt sich zugleich ihre oben erwahnte Bedeutung als 
Kanten und Ecken des Fundamentalraums fiir die hyperelliptischen 
Modulfunctionen. 

Die Bestimmung der linearen Periodentransformation s erfolgt 
dadurch, dass man die conforme Abbildung des bei der Berechnung 


*) Vgl. hierzu die Angaben des Hrn, Wiltheiss in Bd, 21 dieser Annalen, 
p. 398. 


D. Red. 
36* 
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der tes zu Grunde gelegten Systems von Periodenwegen betrachtet, 
welche durch die lineare Substitution S der Variabeln z,, 2, vermittelt 
wird. Es zeigt sich dabei, dass in allen Fiillen die Betrachtung einer 
einzigen Substitution der Variabeln z,, 2, gentigt, um alle zwischen 
den t., bestehenden Relationen zu erhalten. 

Wir stellen in der folgenden Tabelle die Resultate zusammen, wie 
sie sich bei geeigneter Wahl der Periodenwege ergeben: 























| Kanonische Form Relation zwischen den te 
; 1 
I. | 2,°-++ @z,42,°-+ B2,?2,'+2,° t=F 
Ty = 1—J’, T= —J — J", Fo =) 
Il. £,(,°+-2,°) See 
joe’ 
oe 
TIT.| 2, 2,(¢,4-+-@2,72," +-£,') “Ts 
Ty) = Too 
(C) quan ~ - , canqpnitenigunenanmanecemenmnaai, 
« . %.,=—-—_— 
IV. #,°+az2,52,5+2,° oe 
12T,T. + 1 = 0 
1 
ee 
V. £,°-+ 2,° ‘ 
bd | ee thas V3 
1 
meds 
Vi. £, 2, (2,4-+-2,') i, 
= —1+ih2 
nit eR 














Aus der Umkehrung des im Eingang dieses Paragraphen angefiihrten 
Satzes lisst sich zeigen, dass die angegebenen Relationen zugleich hin- 
reichend sind; nur miissen noch gewisse Ungleichungen hinzugefiigt 
werden, um die verschiedenen Fille vollkommen von einander zu 
trennen (siehe die analoge Bemerkung zur Tabelle (A)). 


Gottingen, den 1. August 1887. 











Integration regularer lineairer Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung durch die Kettenbruchentwicklung von ganzen 
Abel’schen Integralen dritter Gattung. 


Von 


Kart Hevn in Miinchen. 


1. 
Einleitung. 


Die reguliren lineiren Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
mit 7 endlichen Verzweigungspunkten haben die Form 


(1) va-ve- SS + va. G,[i—1] 4% + G,[2i — 2] -y 0, 
wenn 
wu = (a — §,) (w — &,) --- («@ — &i). 

Hierbei ist vorausgesetzt, dass das lntegralsystem (y) keine anderen 
Unstetigkeitspunkte besitzt als die Verzweigungsstellen §,...&,. Die 
21 + 2 Verzweigungsexponenten kénnen jedoch, unbeschadet der All- 
gemeinheit, zum Theil solche Werthe erhalten, dass die ganze Function 
G,(2i — 2], welche vom Grade 24 — 2 ist, durch pz theilbar wird. 
Dann erhilt man die reducirte Form der Differentialgl. (1): 


a d 
(1) va tae ba: ge + Te-y=0, 
wo ¥x ebenso wie G,{i— 1] vom Grade ¢ — 1 und @z vom Grade 
i — 2 ist. 


Von den 21 —1 Coefficienten in Gl. (I) sind aber nur i+ 1 
durch die Bedingungen der Verzweigungen bestimmt, so dass noch 
i—2 Coefficienten in @ x unabhingig bleiben, welche ich im Folgenden 
die ,,charakteristischen“ Parameter der Gl. (I) nennen will. Wird die 
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Function yx gewissen Beschrinkungen unterworfen, dann lisst sich 
die Gl. (1) allgemein integriren, wenn nur der Coefficient der héchsten 
Potenz von x in @& eine bestimmte Form hat. Die charakteristischen 
Parameter kénnen hierbei beliebig bleiben. Die beziiglichen Integrations- 
methoden, welche sich im Wesentlichen auf die Bestimmung eines 
lineéren homogenen Integrationsmultiplicators erster Ordnung von der 


Form Gz- st + Hz -y zuriickfiihren lassen, versagen aber in dem 


Falle, in welchem ein Fundamentalintegral der Gl. (I) eine ganze 
rationale Function wird. [Man vergl. die Abhandl. von Herrn Fuchs 
iiber die Integration der Lamé’schen Differentialgl., Géttinger Nach- 
richten 1878.] Gerade dieser Fall soll aber Gegenstand der folgenden 
Untersuchungen sein. 


2. 
Formale Einfihrung des Kettenbruchalgorithmus. 
Damit y, als ganze rationale Function mn" Grades der Gleichung 
a , , d 
(la) wa SE + (bya + kai? + +. + i) Se 
+ (kya? hic) 4 + hi y 0 
geniigen kann, muss die Bedingung stattfinden: 

Diese Bedingung ist aber keineswegs hinreichend, sondern es miissen 
die i — 2 charakteristischen Parameter k,', k, --- k; noch gewissen 
algebraischen Gleichungen geniigen, die sich leicht durch Kinsetzen 
der Function y, in Gl. (Ia) ergeben. Diese Bedingungen gentigen aber 
auch zur vollstindigen Bestimmung dieser Parameter. [Man vergl. 


Heine, Handb. d. Kugelfunct. Bd. I, § 136.] Die Anzahl der ganzen 
Functionen y,, welche sich auf diese Weise ergeben, ist gleich 


(m+ 1) (+2) +++ (mfi—2) | 
1-2---(¢— 2) 





Aus diesen rationalen Lésungen ergeben sich dann die transcendenten 
Integrale y, vermittelst der Gleichung 


-f 2? ax 
Ss 
(2) eas = 


In dem speciellen Falle wo ya = a ist aber nach den be- 


kannten Untersuchungen von Heine [Borchardt’s Journ, Bd. 61] 
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sana 5 Syt4 
: Te a = =e 
@) Bron SG fe 2 
§y 


wo Z eine ganze rationale Function bedeutet und die C, constante 
Werthe haben, welche sich aus gewissen algebraischen Gleichungen 
ergeben. Diese Relation ist aber in der Form enthalten: 
(4) Y= V-y, + £, 
wo V und FE Functionen von & sind, welche in Folge der Gleichung 
(2) der Bedingung 

~f bie 


(5) We: Es + ate =m 6 
geniigen miissen. Um daher das Resultat Heine’s von der Be- 
schrinkung, welche der Function ya auferlegt ist, zu befreien, kénnen 
wir, wie es schon in meiner Miinchener Habilitationsschrift [Ueber 
linedire Differentialgleichungen zweiter Ordnung, deren Lisungen durch 
den Kettenbruchalgorithmus verkniipft sind, Gottingen 1881] geschehen 
ist, von der Bedingungsgleichung (5) ausgehen, um die Functionen V 
und E im allgemeinen Falle zu bestimmen. 


Es sei 
=e F = eS ae Vi 
a" s—E tao T ar 
wo 
rey 
a we,’ 
ferner 


(a — &)"-(@ — Eh +++ (@ — £;)"' = Oa, 
dann kann man in Gleichung (5) setzen: 


Vm faz ae a Fa—g.2* 


Ox’ 


wo Z eine noch niher zu bestimmende ganze rationale Function vom 
Grade » — 1 bedeuten soll. Folglich kann der Grad der gleichfalls 
noch unbestimmten ganzen Function xx die Zahl i — 2 nicht iiber- 
steigen. 

Die Gleichung (4) heisst jetzt: 


wow fied 8E2 


Ox 0x “x 7 
a Ye oe faz a — 4. 


Ks ist aber auch 


R® = NO.W — Z™, 


oder 
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wenn Z™: N™ der n° Naherungsbruch der Kettenbruchentwicklung 
der transcendenten Function W, und R™ der zugehdrige Rest ist. 
Man kann desshalb setzen: 
t) 
er 2 (a dz, ZY —=—Z, Nw =—y, Rw) — 2. Yo, 
wenn nachgewiesen ist, dass: 
erstens W in einen Kettenbruch von der Form 


entwickelbar ist, der fiir einen gegebenen Werth von » wenigstens 
bis zum n'*" Partialnenner (inclus.) ,,regulir“ ist; 

zweitens ebensoviele Werthe der Function xx existiren als ganze 
rationale Lésungen y, existiren, nimlich 


(+ D@+2)--- i= 2) 
1-2-3---¢—2 





drittens die Function R™ .- wirklich eine ,,zweite“ Lésung 
der Gleichung (I) darstellt. 


3. 
Transformation der Function W. 


Um zuniichst den Nachweis zu fiihren, dass das Integral W eine 
Kettenbruchentwicklung von der angedeuteten Form zulisst, geniigt 
es zu zeigen, dass W in eine convergente Reihe entwickelbar ist, die 
nur Potenzen von z mit negativen Exponenten enthilt. Setzt man 


zu diesem Ende =z, dann ist nach einem bekannten Theorem 


von Abel [M. vergl. etwa Jacobi, Ges. Werke, Bd. II, pag. 125—127]: 


— a a 
? fatten . J (@— a) 6a 


ma=i—2 n=i-—2 


- >’ Po eae Himba) ~ bere dmtetn)} : 


m=—0 n=0 


I%- -dx iE -dz 

Jun = J, 

Ox. 29% ae b + bY. a + b@. ra 4+... + KH). git 
dx ? 


pa: = = OL Meet eM. get... + cid. git, 





Qa, 


(¢ 


= = 
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- Die Wurzeln der Gleichung 0% = 0 sind &,, &...&. Integriren 
wir in der obigen Transformationsgleichung nach einander zwischen 
je zwei aufeinander folgenden dieser Gréssen, dann erhalten wir Aus- 
driicke von der Form: 


Sy 44 m=i—2 
dz a" dax 
Le: ee (m) Th... i 
ve | ater DOS SE, 


by m=0 


y=1,2,3---i—1, 





wo die Gréssen [ bekannte Constanten sind. Man multiplicire nun 
diese ¢ — 1 Gleichungen der Reihe nach mit den Constanten C,,C,...Cj—1, 
und bilde die Summe dieser Producte. So erhilt man: 


= > aL a — -Sefz Gane @ 


Die Function xz hat aber nach dem Vorigen die Form: 


HL == Hy +H, -U+ x, > eH +--+ + K-2- a, 


Ks lisst sich also das Integral auf der linken Seite der obigen 
Gleichung mit dem urspriinglichen Ausdruck fiir W identificiren, wenn 
man setzt: 


r. O.47,9 OC, +---+ FQ Q—x,, 
(a) a eel rh ms, 


rf 26, + 6, +: r ri C; = x2, 
so dass man fiir W die neue Form erhilt 


ixi- Sif1 7 
02 
W= 2 @na)es dz. 

Aus dieser Gleichung erkennt man aber unmittelbar, dass die 
Function W sich thatsiichlich in eine convergente Reihe entwickeln 
lisst, welche nur negative Potenzen von 2 enthilt. 

Wir wollen nun im Folgenden voraussetzen 02 habe die Form 


Os — (#—£)" -(e— By" + @ —B)", 


wo vy; und uw; ganze positive Zahlen vorstellen, die den Bedingungen 
geniigen uw; > v;. Alsdann ist 
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(@ — &) (w — &5) --- @ 
—= % — .e 
(6) ner tr (81 — &2) (8s — &) --- (Er— : : vb, + 
vy; (@— &,) (w@— &)--- (@—&,_}) 
+7 GWE ea ve 
und die Function W stellt sich als eine Summe von ganzen A bel’schen 
Integralen dritter Gattung dar. 


4. 
Vollstindige Bestimmung der Function W. 


Wir wenden uns jetzt zur vollstindigen*) Bestimmung der ganzen 
Function xz. Zu diesem Ende bilden wir aus Gl. (4) die folgende 


ye. £.(es Be) = 92 {xa — 5 (22 a) + 0 a}: 


" Y 


Die rechte Seite dieser Gleichung ist einer Constanten gleich, folglich 
auch der Ausdruck auf der linken Seite. Dies ist unméglich solange 
der Grad**) des Restes R™ — (n+ 1) ist. Ist jedoch der (n + 1) 
Partialnenner der Kettenbruchentwicklung von W nicht lineiir, wie 
die vorhergehenden, sondern vom Grade i— 1, dann wird R™ vom 
Grade — (nw + 4 — 1) und in Folge dessen 

s ve R” 


Ox-y,? — Si, ) = const. = Il, 


wie verlangt wird. Hieraus schliesst man zugleich, dass die Function 
R”. = wirklich eine ,,zweite‘‘ Lésung der Gleichung (I) darstellt. 
Die Forderung, dass R™ vom Grade — (n-++ i— 1) werde, liefert 
aber auch zugleich die hinreichenden Data zur Bestimmung der Coeffi- 
cienten in der Function xz. Denn in dem Producte y,- W miissen 
die — 1, — Qe, ...: —(m+7%— 2) Potenz von «x herausfallen. 
Setzen wir also ; 


Y, = hoa + hia? + +--+ lait + In, 
ba bec 4, > @'¢ 
W= me ap x a ahs ce te ? 


dann eee sich die folgenden n + i—2 Bedingungsgleichungen: 


*) Ein Coefficient in xx bleibt naturgemiiss unbestimmt. 

**) Unter ,,Grad“ der transcendenten Function R™ verstehen wir hier mit 
Heine den kleinsten der negativen Exponenten in der Reihenentwicklung 
von R”, 








ma 
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ay, * ln + a, *Nnat:+*+ any +h =O, 
a, hata, shart: +-+any. -h, =O, 
az thy ta, -Rhnit--++anys -byy =0, 


Anti—2* Wn On gi-1* Ini + + + + + donqi-a* hy = 0. 
Die Gréssen a, haben die Form 
ap =a CO, + a®. O, +--+ + al). G4, 

wo die Coefficienten a"), a(?)..- «*-) sich wiederum linear durch die 
primitiven Periodicititmoduln der hier auftretenden Abel’schen Inte- 
grale ausdriicken lassen. Aus den m ersten Gleichungen des obigen 
Systems lassen sich demnach die Coefficienten h,, h,, +--+, hy als Func- 
tionen dieser Moduln und der i — 2 Verhiltnisse 

C; C. A Os 

Gu? Os Ona 


il 








Xo my *i-1 
27 He He 
Setzt man nun die so gefundenen Werthe von hy), h,...h, in die 
folgenden i— 2 Gleichungen des Systems (6), so erhilt man ein 
Gleichungssystem, welches 
(e+ 1) (6+8) --- @+s—2) 
i-2-3---(¢—) 


Werthgruppen fiir die Verhiiltnisse 


und wegen der Gleichungen (a) auch ebenso viele fiir die Verhiltnisse 
der Constanten C; liefert. 
Hiermit ist die vorgelegte Aufgabe erledigt. 


5. 
Schluss. Neue Formulirung des Resultats. 


Das Resultat der vorhergehenden Untersuchung lisst sich folgender- 
massen zusammenfassen : 
»Besitet die regulire Differentialgleicheng 


a d 
yu: 73 + 42-32 4+ o0-y=0 





a ae ere 


ee 
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eine ganze rationale Function n" Grades als erste Loésung, 
dann ist diese der n'* Néherungsnenner der Kettenbruch- 
entwicklung der Function 


lit Sy 
=i Oz 
W= > oe eee 
v=1 
gy 
wenn 
xh ath xii 


V(b) = 0, Oe — (—E)”". (7B)... (@—E)”™ 
ist und die Constanten C,, C,... C1 derartig bestimmt 
werden, dass die n ersten Partialnenner des Kettenbruchs 
fiir W linedr, der (n + 1) dagegen vom Grade i—1 wird. 
Ferner ist der zugehorige Rest multiplicirt in = eine zweite 
Lisung derselben Differentialgleichung.“ 

Sind insbesondere die Gréssen a iichte Briiche, dann enthiilt 
y, keine héheren Transcendenten als ganze Abel’sche Integrale dritter 
Gattung. Unter dieser Voraussetzung lisst sich das Resultat auch in 
der folgenden Form aussprechen. 

»Man kann regulire Differentialgleichungen zweiter Ord- 
nung unter den angefiihrten Bedingungen derartig integriren, 
dass die zugehirige erzeugende Substitutionsgruppe durch die 
Periodicitiitsmoduln gewisser Abel’ scher Integrale und ganz- 
zahlige Wurzeln der Einheit bestimmt sind. 

Von diesem Gesichtspunkte aus erkennt man die theoretische Be- 
deutung, welche den Differentialgleichungen zweiter Ordnung zukommt, 
deren eine Liésung eine ganze rationale Function ist. 

Die vorstehende Untersuchung war in meiner oben angefiihrten 
Habilitationsschrift nur fiir den specielleren Fall 


a ee ee 

w &  & @ §; p? 
wo 4 einen iichten Bruch bedeutet, ausgefiihrt. Setzt man noch ins- 
besondere —4 = 2. dann erhalt man die Grundziige der Theorie der 





Lamé’schen Functionen. 


Einbeck, 29. Juli 1887. 
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Ueber binare Formenbiischel mit besonderer Combinanten- 
eigenschaft. 


Von 


Daviw Huzzerr in Kinigsberg. 


Die vorliegende Mittheilung behandelt eine besondere Art von 
biniiren Formen, welche die Formen mit linearen Transformationen in 
sich*) umfassen und ebenso wie diese durch formale Einfachheit ihrer 
invariantentheoretischen Eigenschaften ausgezeichnet sind. Im Anschluss 
hieran finden einige allgemeinere Siitze beziiglich des identischen Ver- 
schwindens von Ueberschiebungen zweier Formen Erwihnung. 

Soll fiir zwei binare Formen f und gm von den Ordnungen » resp. v 
die zweite Ueberschiebung (f, ), identisch verschwinden, so erkennt 
man, dass die Zahl » + v der in diesem Falle verfiigbaren Constanten, 
vermindert um die Zahl 3 der wesentlichen Coefficienten der linearen 
Transformation, mit der Zahl n + »v — 3 der Bedingungsgleichungen 
gerade iibereinstimmt. Sobald wir daher alle durch blosse lineare Trans- 
formation auseinander hervorgehenden Formensysteme als nicht wesent- 
lich verschieden rechnen, ist durch jene Bedingung im Allgemeinen 
eine endliche Anzahl von zusammengehdrigen Formen f und @ fest- 
gelegt. Beispielsweise ergiebt sich fiir v — 2 das zusammengehirige 
Formensystem : 

f= «,"+ 2,", 
P = %2, 
und fiir vy = 3™): 


*) Vergl. F. Klein, Ueber biniire Formen mit linearen Transformationen 
in sich selbst. Mathematische Annalen Bd. IX, und Gordan, Binire Formen mit 
verschwindenden Covarianten, Mathematische Annalen Bd. XII; ferner L. Wede- 
kind, Studien im biniiren Werthgebiet. Habilitationsschrift. Karlsruhe, 1876. 

**) Vergl. die Note des Verfassers: Ueber eine Darstellungsweise der in- 
varianten Gebilde im biniren Formengebiete. Mathematische Annalen Bd. XXX, 
pag. 15. Wenn wir in der endlichen hypergeometrischen Reihe nach dortiger 
Bezeichnung die Werthe: 


g=—Z(n-1), y=—F(m—-1) 


einfiihren, so entsteht die oben angegebene Form f mit der verlangten Invarian- 
teneigenschaft. 
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f=2,"+ a Hy" "y+ cen ee 1"? 2? + +--+ (—1)"2,", 
P= Xy? Lp Ly Ly”. 

Wir untersuchen ferner, ob und unter welchen Umstinden ausser 
der Form gp noch eine weitere Form ~ von der Ordnung vy ebender- 
selben Form f in der beschriebenen Weise zugehéren kann. Die Dar- 
stellung der simultanen Covarianten (f, py), und (f, ¥), als Function 
der einseitigen Derivirten*) ergiebt: 

(f, P)2 = MP2 — 219: +h =, 
(f Vo = fo ¥. — 26, ¥ + fro = 9, 


fy (P2Vo— Po V2) — 2h, (1% — 1 Po) = O, 
oder fiir n = 2v — 2: 





mithin : 


f = Po: — V1 %o- 
Die Einfiihrung dieses Ausdruckes fiir f in die beiden ersten Glei- 
chungen liefert mittelst leichter Rechnung: 
P(PoV3s—3 Yi 2 +3 Po — Ps Yo) = P(Y,¥); = 0, 
P(Po¥s— 39, Vr. +3 HP. — 3%) = V(H,¥)3 = 9, 

d. h, die gestellte Anforderung ist jedenfalls dann erfiillt, wenn f die 
Jacobi’sche Covariante eines Formenbiischels mit verschwindender 
dritter Ueberschiebung (9, ~), ist. Was die letztere invariante Be- 
dingung anbetrifft, so zeigt sich wiederum, dass die Zahl 2v — 2 der 
wesentlichen Constanten eines Formenbiischels von der Ordnung », 
vermindert um die Zahl 3 der Substitutionscoefficienten mit der Zahl 
2v—5 der Bedingungsgleichungen gerade iibereinstimmt. Es giebt 
also im Allgemeinen nur eine endliche Anzahl von wesentlich verschie- 
denen Formenbiischeln mit der in Rede stehenden Combinanteneigenschaft. 

Bevor wir jedoch zur Aufstellung solcher Formenbiischel iiber- 
gehen, mége noch ein allgemeiner Satz abgeleitet werden, welcher sich 
auf die Jacobi’sche Covariante derselben bezieht. 

Bedeuten zuniichst g und y zwei beliebige Formen von der Ord- 
nung v, so fiihrt die bereits oben befolgte Darstellungsmethode mittelst 
einseitiger Derivirter zu den Ausdriicken: 


f= (9, v); = (01), 
u = (9, ¥); = (08) — 3(12), 
v = (9, ¥)s = (05) — 5(14) + 10(23), 
wo der Kiirze wegen die Bezeichnung: 
(ik) = pide — QeVi 
gebraucht ist. Durch einfache Rechnung ergiebt sich ferner: 


*) Vergl. die citirte Note des Verfassers, pag. 17. 





( 


( 


fo! 
$2 
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(f,fi= See {(v—3)(v—4) (2v —3)(01)(05) 


+3v(v—3)(2v—3)(01)(14) 
—6v(v—3)(2v—3) (01)(23) 

— 2(v— 3) (2v—3)(2v—5) (02) (04) 

+3 (v—2)? (2v—5) (03)?— 2v? (2y—5) (03) (12) 
+3? (2 —5)(12)*\, 





(f, ui) = aera aen zy {(x—4)(2v—8) (01)(05)—(»—6) (2» -3)(01)(14) 


+ 2(v — 6)(2yv—3) (01) (23) 

— (2v—3) (2v—7) (02) (04) 

+ (v—2) (2v—7) (03)?+- 2v (2»—7) (03) (12) 
—3v(2v—7)(12)"}, 


und es gilt somit allgemein die folgende Relation zwischen den be- 
rechneten Covarianten: 





(»—3) (v»—4) 2(v—3) (v—2) 
(Af) — xao—s aval? t+ a523 (4 + sac—ap" 
Handelt es sich nun um ein besonderes Formensystem mit identisch 
verschwindender dritten Ueberschiebung «, so nimmt jene Relation 
die Gestalt an: 





(»—3) (v»—4) 
(£Ps= — Fears) @—H/ 


d. h. die Jacobi’sche Covariante f eines Formenbiischels op, wy mit identisch 
verschwindender Combinante (gp , w), besitet die Eigenschaft selbst in ihrer 
vierten Ueberschiebung (f,f), als Factor aufzugehn. 

Im Folgenden gelangen der Reihe nach fiir die Ordnungen 
v = 3, 4, 5, 6, 7, 8 siimmtliche Formenbiischel mit der in Rede stehen- 
den Combinanteneigenschaft zur Darstellung. Dabei bleiben jedoch 
als triviale Fille unberiicksichtigt alle Formenbiischel mit ausgearteter 
Jacobi’scher Covariante, nimlich einmal diejenigen Biischel, deren 
simmtliche Formen einen oder mehrere Linearfactoren gemeinsam be- 
sitzen, und ferner diejenigen, in welchen Formen mit mehr als zwei- 
fachen Linearfactoren vorkommen. 

v= 3. Wihlen wir in dem gesuchten cubischen Formenbiischel 
eine Form mit doppeltem Linearfactor aus und ertheilen derselben die 


Gestalt : 
Y = 2,"Xq, 


*) Diese Formel ist auf dem Wege symbolischer Rechnung bereits von 
C. Stephanos gefunden worden; vergl, dessen Abhandlung: Sur les faisceaux de 
formes binaires ayant une méme Jacobienne, Mémoires présentés par divers 
savants & l’Academie des sciences de |'Institut de France t, 27, pag. 32. 
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so ergiebt sich aus der Forderung des Verschwindens der Invariante 
(p, v)3 die zugehirige Form: 
y= 2+ 2,%. 
Das gewonnene cubische Formenbiischel ist daher das einzige von der 
verlangten Art; es besitzt zur Jacobi’schen Covariante die bekannte 
Tetraederform : 
f= a,‘ — 22,2,°, 

deren vierte Ueberschiebung (/, /), in Uebereinstimmung mit unserem 
allgemeinen Satze verschwindet. 

vy = 4. Bestimmen wir in dem gesuchten biquadratischen Formen- 
biischel eine Form mit verschwindender Invariante j und legen dieselbe 
in der Gestalt: 

yp = «,* + «,4 
zu Grunde, so liefert eine einfache Rechnung fiir die zugehirige Form 
den Ausdruck: 
Y = 2,*2,?. 
Die Jacobi’sche des gefundenen Biischels ist die Oktaederform: 
f = %,°t, — %,2,°, 

fiir welche in der That die Covariante (f, /), identisch verschwindet. 

v=5. Das einsige existirende Formenbiischel mit der vorge- 
schriebenen Eigenschaft setzt sich aus den Formen: 


gp = x,° — 52,2,4, 

vy = 52,'x, — z,° 
zusammen. Fiir jede Form dieses Biischels verschwindet die Invariante 
4'en Grades.*) Die Jacobi’sche: 


f= 2° + 142z,‘z,* + x,° 
ist nichts anderes als die Hexaederform, welche sich bekanntermassen 
in ihrer 4' Ueberschiebung (/, f), reproducirt. 
v=6. Das gesuchte Biischel bestehe aus den Formen: 
y = a, 2,5 + 6a, 2,52, + 15a,2,'x," + 20a,2,5 2,5 + 15a,2,?2,' 
+ 64,2, 2,° + a,a,°, 
b = B,x,° + 6B, 2,°x, + 15B,x,'x,? + 208, 2,>x,* + 158, 2,*x," 
+ 6£,%,2,° + Byx,". 
Damit die dritte Ueberschiebung (g, ~), identisch verschwinde, miissen 
die Coefficienten jener beiden Formen den folgenden 7 Gleichungen 
geniigen : 


*) Betreffs der Rechnung vergl. die Habilitationsschrift des Verfassers: ,,Ueber 
einen allgemeinen Gesichtspunkt fiir invariantentheoretische Untersuchungen im 
biniiren Formengebiete.* Mathematische Annalen, Bd. XXVIII, pag. 445. 
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a 6, —3a,8,+ 30,8, — a8, = 0, 
a B, — 20,8,-+ 20,8, — a,B, =9, 
«8, — 5a,B,-+ 5a,B, — «,B)=0, 
a By + 6a, 8, — 15a,8, + 150,68, — 6a,8, — apy = 9, 
«,B, —5a,B,+ 5a,B, — ap, = 9, 
a,B, — 20,8, + 2a;8, — ap, = 0, 
«8, —3a,B,+ 30,8, — «8B, = 0. 


Zur Behandlung dieser Gleichungen bringen wir durch geeignete 
simultane Transformation der Formen gm und wy die beiden mittleren 
Coefficienten «, und B, und dann durch lineare Combination der Formen 
die Coefficienten «, und 8, zum Verschwinden. Da die Formen keinen 
Linearfactor gemeinsam besitzen sollen, so sind die Coefficienten «, 
und £, nothwendig von Null verschieden, stehen aber im itibrigen, 
sowie noch ein weiterer Coefficient zur geeigneten Verfiigung. Die 
getroffenen Vereinfachungen lassen leicht erkennen, dass von den 
7 Gleichungen des obigen Systems zwei eine Folge der Uebrigen sind 
und dementsprechend die gesuchten Formen die Gestalt: 


yp = x,°x, + xx,'x,? + Az,°, 
v= 2,° + 1ba,?a,* + 6(x-+4) a, 2,5 


aunehmen, wo x und A zwei willkiirliche Parameter bedeuten. Es giebt 
also cweifach unendlich viele Formenbiischel 6" Ordnung mit iden- 
tisch verschwindender dritten Ueberschiebung, welche nicht durch lineare 
Transformation in einander iibergefiihrt werden kinnen. Diese Thatsache 
ist dem gegenwirtigen Fall »v = 6 allein vor allen friiheren und, wie 
wir sehen werden, auch vor den noch weiter behandelten Fiillen y=7 
und yv==8 eigenthiimlich. Die Jacobi’sche Covariante des gefundenen 
Biischels: 


f = 2," + 2xax,°x, — 452x,°x,'—18(3%-+A)x,5a,5— 18 x(x+A)2,'x,° 
+ 30Aa, x2,° + GA(x+A)x," 
ist eine Form 10'* Ordnung mit den wesentlichen Parametern x und 


4; ihre vierte Ueberschiebung wird durch die Form selbst theilbar, 
wihrend der iibrig bleibende quadratische Factor: 
(p, ¥); = 5a,? + 2(x+5A)a,x, + 2x(x-+A)z," 

keine besondere Invarianteneigenschaft aufweist. Bemerkt sei noch, 
dass die Invariante zweiten Grades fiir eine jede Form unseres Biischels 
verschwindet. 

v=T7, Die Coefficienten @ und B der Formen gm und w mit der 
in Rede stehenden Kigenschaft miissen den folgenden 9 Gleichungen 
geniigen : 
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ey B,;— 30,B,+4+ 3a,8,— «,f,=0, 

&B,— 20,8,-+- 20,8,— a,6,=0, 
3ayB;-—- @B,— 1208+ 12¢,8,-+4+- «8, —3a,8,=0, 

ty Be+ 3a,B,— Ia,B,+ Io,B,— 30,8,— a8,=0, 

ey B;-+ 130,B,— Ie, — 450, + 4508, + 9a,B,— 1308, — «B=, 

@,B;+ 34,8,— 9a,8,-+ 9a,8,— 3a,8,— af, =0, 
3a,B,— a8, —120,8,+4+ 120,8,4+ «8, —3a,8,=0, 

a3B,— 20,B,+ 20,8,— a3,—0, 

@,B,— 3a,By+ 3a.8,— af, —=0. 
Bringen wir durch entsprechende simultane Transformation die beiden 
Coefficienten a, und B,, ferner durch lineare Combination der Formen 
gy und w die Coefficienten a, und 6, zum Verschwinden, so bleiben 
die Coefficienten «, und 8, nothwendig von Null verschieden, stehen 
aber im iibrigen, sowie noch ein weiterer Coefficient zur freien Ver- 
fiigung. Man findet auf diese Weise fiir die aufgestellten Gleichungen 
die beiden einzigen Lésungssysteme: 


1 
1. a, = 0, a, = 0, a, = 37 % = 9, a,=0,a,— 0, a,=0, a, =—1, 


1 
By = 1,8, =90,6,= 0, Bs = 0, By =9, ——>;, B, = 0, B; = 0. 


9 9 
2. a = 0, a, = 0, a, =—1, a, = 0, a, =0,a,— 1, Oy 5, Oy = 


1 1 1 3 19 
B, = 1, 8, =9,8,— 9, B, =3; B,=j, b,= 2? Bj =7) B; = 56: 


Das erstere Lésungssystem fiihrt zu dem Formenbiischel: 
p= 14,°2,? + 2,', 
y= 2,’ — T2,72,° 
mit den Combinanten: 
(9, ¥), = %,"a, + 11a,°x,° — 2,2", 
(p, ¥), = 9. 


Die Jacobi’sche Covariante ist mithin nichts anderes als die bekanute 
Ikosaederform von der 12" Ordnung, deren vierte Ueberschiebung in 
der That identisch verschwindet. Das zweite Lésungssystem giebt 
zu einem Formenbiischel Anlass, dessen Formen nach geeigneter 
linearer Transformation die folgende Gestalt annehmen: 


9 = x,’ — Tx, 2,°, 
os ait 2» 7 
y = 72,°x, — 132,). 


Die Jacobi’sche des gefundenen Biischels: 








an 
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f = 2,'? + 222,5x,° + 132," 
ist in ihrer vierten Ueberschiebung enthalten, wihrend der ibrig 
bleibende Factor: 
(9, y); = ay? x," 

das Quadrat einer quadratischen Form wird. Die beiden gewonnenen 
Formenbiischel 7” Ordnung sind, wie man hieraus ersieht, wesentlich 
von einander unterschieden und iiberdies die einzigen von der ver- 
langten Art. 

y=8. Zur Bestimmung der gesuchten Coefficienten @ und B 
dienen die 11 Gleichungen: 


@B;— 3a,B,+4+ 3a,8,— @f6,=), 

@B,— 20,B,-+ 20,8,—  a,6,=0, 
2a8;— @B,— Ta,B,+ Ta,B,+  «,8,— 20,6,=0, 

@Be+ 2a,8,— Ta,B,-+ TeB,— 2a,8,— «By=0, 

@B,+ Ta,B,— TaB;— 21e,B,4+ 2le,p,+ Ta,B,— Ta,B,—a,p)=0, 
ttoBy ++ 220, 8, + 280,8,, —1260,8;+- 1260, 8, —280,8,—22«,B, —«,B,=0, 
@B.-+ Te,B;,— Ta,B,— 21e,8,4 21a,8,4+ Ta.B,— T«,B,—ap,=90, 
@,By-+ 2a8;,— Ta,B,+ Ta,By— 2a,8,— «8,—0, 

20;B,— @8,— Ta,Bo+ TaB,+-  %8,— 2a,8,=0, 

@,B,— 20,8, 2a,8,— 4«B,=0, 

«8, — 36,8, 3a,8,— «6,0. 

Nach Kinfiihrung der entsprechenden Vereinfachungen wie im vorigen 


Falle erkennt man, dass jene Gleichungen die folgenden fiinf Lésungs- 
systeme besitzen : 


l. a= O,a,=—0,a,— Ila=— O0,a,—0,¢,— la= Q, 
a= Q, a= 28, 

Byo= 7,8, =0, B,= 0, By =— 2,-B,=0, Bs = 0, Bo= 16, 

By = 0, b= U, 

2. a= O,a,—0,a,— le=— O,a4,—0,¢4,— 0,a,—— 1, 
a= 0, a= 0, 

B= 17,8,=9,8,= 0,8,= 0, By=1,B,= 9, Bo= 0, 
B= 0, p= 7, 

3. a= O,a,=—0,a,— 1, a,— 0,@,=0,¢,= 0, a= 0, 
a= 0, a= 28, 

B= 1,8,=9,8,— 9, By = 0, B,=9, B,= 0, By = 1, 
B,= 0, B= 0, 

4. a= 0,a,=0,a,——I1l,a¢,— 0,¢,—0,a,— 28,a,= 252, 


«, = 504, a, = — 5824, 
37* 
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B= 1, B,=0, B,= 0, By= 8, By==36,B;= 72, B,—= 1216, 
B, = 5040, B, = 55440, 
5. @= 0,a,=0, a,=—4, a= O,a,=— 0,a,= 4,a,— 9, 
a, 18,a,— 32, 
B,=112, 8, =0, B,= 9, By = 32, By = 36, B;—= + 712,8,—= 112, 
B,= 180, B,= 279, 
Die erste Lésung liefert das Formenbiischel: 
p = (#,°2,+2,'), 
Y = (x,'— 82, 2,°)?, 
dessen Jacobi’sche Covariante dem Producte der Oktaeder- und Hexaeder- 
form gleich wird, wiihrend die 5'e Ueberschiebung (, w); der Oktaeder- 
form proportional ausfallt und die 7'e Ueberschiebung (@, ), identisch 
verschwindet. Das Formenbiischel, welches dem zweiten Liésungs- 
system entspricht, ist mit dem vorigen Biischel iiquivalent. Die dritte 
Lésung fiihrt zu dem Formenbiischel: 
p= 2,°x,’ + 2,*, 
y= 2," + 282,?2,° 
mit den Combinanten: 
(9, ), = %, a, — 52a,' a," + 28a, x,", 
(9, v); = 2,°,', 
(9, %), = 2X4. 
Was die beiden iibrigen Lésungssysteme anbetrifft, so construiren wir 
fiir die beziiglichen Kormenpaare gy, ~ die 7'" Ueberschiebungen, wie 
folgt: 
(9, ¥)1.= 2%? + 40,2, — 142,, 
(9, v)7 = 24? 4+ 24,2,— 2, 
Ertheilen wir dann den letzteren durch lineare Transformation die 
Normalform %,2,, so erweist sich nach einiger Rechnung das vierte 
Biischel als aiquivalent mit dem zuletzt aufgestellten Biischel. Dagegen 
liefert die fiinfte Lésung das neue Formenbiischel: 
gy = 2,8 + 82,2,', 
y = 42,’2, + 112,8, 
und die in Frage kommenden Combinanten lauten: 
(, ¥), = %,"* — 262,72," + 222,"4, 
(9, ¥)s = «,°2,%. 
Die drei aufgestellten Formenbiischel kinnen durch lineare Transforma- 
tion nicht in einander iibergefiihrt werden und sind iiberdies die einzigen 
Biischel 8" Ordnung mit der in Rede stehenden Combinanteneigenschaft. 
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Fiir die allgemeine Ordnung v lassen sich zwei wesentlich ver- 
schiedene Formenbiischel der verlangten Art angeben; es sind die 
folgenden : 

p= x," + v(v—1)2,?x,", 

y= vz," *2,? + (v—4) (v?—9v+12)z,", 
und: 

p= x," — vx,2,'', 

vy = vz,’-'x, — (v?—6v+6)2,’, 


wenngleich hiemit die Aufziihlung aller vorhandenen Biischel mit 
identisch verschwindender dritten Ueberschiebung wohl kaum abge- 
schlossen ist. Es bleibt ferner die Frage*) unerledigt, ob, abgesehen 
von trivialen Fillen, die Jacobi’schen Covarianten von Biischeln mit 
jener Combinanteneigenschaft die einzigen Formen gerader Ordnung 
sind, deren vierte Ueberschiebung sich durch die Grundform selbst 
theilen lisst. 

Was endlich das identische Verschwinden einer beliebigen 
Ueberschiebung von zwei biniren Formen und das hiedurch vermittelte 
Verhiltniss gegenseitiger Zuordnung anbetrifft, so gelten die folgenden 
allgemeinen Siitze, welche im Besonderen auch die oben behandelten 
Fragen aus einem neuen Gesichtspunkte auffassen: 

Damit einer vorgelegten bindren Form f von der n'™ Ordnung eine 
Form @ von der v" Ordnung mit identisch verschwindender i Ueber- 
schiebung (f, yp); zugeordnet werden kann, ist fiir die Form f das 
identische Verschwinden einer einzigen’ Covariante (v-+-1) (n—2i) 
Ordnung nothwendig und hinreichend. 

Um das Leitglied dieser Covariante zu bilden, haben wir aus den 
Coefficienten der Form f eine Determinante derart zusammenzusetzen, 
wie es die Elimination der v + 1 Coefficienten der Form aus den 
ersten v-+ 1 fiir dieselben geltenden Bedingungsgleichungen erforderlich 
macht. 

Wenn fiir eine Form f der n™ Ordnung eine o-fach unendliche 
lineare Mannigfaltigkeit von Formen » der v'" Ordnung existirt, deren 
ie Ueberschiebungen (f, yp); identisch verschwinden, dann ist es stets 
miglich, eben derselben Form / eine 6 + 2-fach unendliche lineare 
Mannigfaltigkeit von Formen w der v +- 2" Ordnung mit identisch ver- 
schwindenden Ueberschiebungen (f, ~)i4, 2uzuordnen, wobei z die Zahl 
n — 2% bedeutet. 

Zum Beweise betrachten wir einerseits diejenige Matrix mit 
v-+z+1 Horizontalreihen und v+1 Verticalreihen, welche entsteht, 





*) Inzwischen hat sich Herr A, Hirsch auf meine Anregung hin mit dieser 
Frage beschiftigt und dieselbe in bejahendem Sinne entschieden. 








570 Davi Hitaear. Ueber biniire Formenbiischel. 


wenn wir, wie bereits vorhin angedeutet wurde, die simultan-invariante 
Bedingung: 
(f; 9) = 0 


in die y+ 2+ 1 einzelnen linearen Relationen auflésen und dann 
die y+ 1 Coefficienten der Form » eliminiren. Andererseits liefert 
die gleiche Behandlung der Bedingung: 


(f, W)i+s —- 0 

eine Matrix mit v-+ 1 Horizontal- und »v+2-+ 1 Verticalreihen. 
Fiir die auftretenden Zahlencoefficienten folgt mit Benutzung der 
symbolischen Methode eine Beziehung, aus welcher man erkennt, dass 
die zuletzt erhaltene Matrix nach Vertauschung der Horizontal- und 
Verticalreihen bis auf unwesentliche Vorzeichen mit der ersteren 
iibereinstimmt. In Folge dieses Umstandes wird die in obigem Satze 
ausgesprochene Behauptung evident. 

Die beiden aufgestellten Siitze gestatten die weitgehendste Ver- 
allgemeinerung unter gleichzeitiger Beriicksichtigung mehrerer Grund- 
formen und mehrerer invariauter Bedingungen. So sei beispielsweise 
noch der folgende Satz seiner maunigfachen Verwendbarkeit wegen 
erwahnt: 

Wenn fiir ein System von x Formen f, f',... von den Ordnungen 
n,n',... eine 6-fach unendliche lineare Mannigfaltigkeit von ebensoviel 
Formen 9, y’,.-. der Ordnungen v, v',... mit der simultaninvarianten 


Bedingung: 
(Pi + (fF, Pw +--+ =0 
existirt, dann ist es stets méglich, eben demselben Formensysteme f, f’,... 
eine (6-+-w — x —v—v'—----+1)-fach unendliche lineare Mannigfaltig- 
keit von Formen w der Ordnung w mit den invarianten Bedingungen: 
(f, V)n-i a 0, (f’; v)n'—i' _— 0, see 
zuzuordnen und umgekehrt ; dabei ist der gemeinsame Werth der Ausdriicke : 
n+v—2i=n+r—2i' = 
mit w bezeichnet. 


Kénigsberg i. Pr., den 27. Juli 1887. 
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Ueber einen einfachen Beweis der Rosenhain’schen 
Fundamentalformeln. 


Von 


F. Caspary in Berlin. 


In seiner Preisschrift iiber die vierfach periodischen Functionen 
gewinnt Rosenhain alle fiir die Untersuchung der hyperelliptischen 
Integrale néthigen Gleichungen aus einem einfachen System von Funda- 
mentalformeln, welches er als Folgerung und Verallgemeinerung des 
Jacobi’schen Systems fiir die elliptischen Thetas, ohne weiteren 
Beweis, mittheilt. 

Nach Einfiihrung der quadratischen Transformationen erweisen 
sich die Jacobi’schen und Rosenhain’schen Formeln als absolute 
Identitiiten. 

Auf Grund dieser Bemerkung habe ich in friiheren Arbeiten*) 
jene Formeln bewiesen und verallgemeiziert; ich will mir hier er- 
lauben einen neuen einfachen Beweis der Rosenhain’schen Funda- 
mentalformeln mitzutheilen, der sie als unmittelbare Folgerungen des 
Vertauschungsgesetzes der algebraischen Multiplication ergiebt. Die 
merkwiirdige Grundformel, aus der sie auf diesem Wege hervorgehen, 
ist gleichzeitig die Quelle aller der Thetarelationen, in welche 2m >4 
unabhingige Argumentensysteme eintreten. 

In zwei in den Comptes rendus tome CIV, p. 1094 und p. 1255 
verdffentlichten Noten habe ich dieselbe Methode auf die Thetafunctionen 
eines und beliebig vieler Argumente angewandt und zur Ableitung der 
Jacobi’schen Formeln und. der Additionstheoreme beniitzt. 

Um in der vorliegenden Arbeit von der Theorie der Thetafunc- 
tionen zweier Argumente nichts anderes als die Definition und die 
Bedingung der Convergenz als bekannt vorauszusetzen, will ich im 
ersten Paragraphen die auf die quadratische Transformation beziig- 
lichen Relationen in dem Umfange entwickeln, in welchem ich sie im 





*) Vgl. Kronecker’s Journal Bd. 94, S. 83; Bd. 97, S. 165; diese Annalen 
Bd. 29, S. 498. 
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zweiten Paragraphen zum Beweise der Rosenhain’schen Fundamental- 
formeln verwende. Da der dabei eingeschlagene Weg dem von Gépel 
betretenen analog ist, diirften die folgenden Entwickelungen in ein- 
facher Weise auch die inneren Beziehungen darlegen, welche zwischen 
den Abhandlungen von Rosenhain und Gépel bestehen. 


§ 1. 
Darstellung des Products zweier Thetafunctionen durch Thetas mit 
doppelten Moduln. 
Es seien die Thetafunctionen zweier Argumente durch die doppelt 
unendliche Reihe: 


(1) Ds (uy, Uy) 


y 26H (wat 5 ba) (mat 3 te) +1 2 tap (marty te) (mst 3 *0) 
= HD e ? 
M4, My 
(@, B= 1,25 4. = ty) 
definirt, in welcher die Summationen sich auf alle ganzzahligen Werthe 
m,,™m, von — co bis + oo erstrecken. Zur Convergenz dieser Reihe 
ist nothwendig und hinreichend, dass, wenn 
Tas = Gag + ides und 44. — a3—A 

ist, die beiden reellen Gréssen a,, und A: a,,, oder a. und A: a., 
negativ seien *). 

Legt man den Groéssen «&, dg, unabhiingig von einander die 
Werthe 0 und 1 bei, so erhailt man die 16 Thetafunctionen zweier 
Argumente, von denen die Thetafunction: 


(2) Catt (uy ’ Uy) — a grt lea mh team) 6 (Ey AF 2 gM Mart Cama") 
™y, Mg 
(m,, m, =O, +1, +--+, +00) 
die einfachste ist. Multiplicirt man mit ihr eine zweite, entsprechend 
gebildete, deren Argumente v,, v, und deren Summationsbuchstaben 
m,, ”, seien, und beachtet die beiden folgenden Identitiiten: 
Wy My Uy My + Vy My + VN, 
= (uy +O) 8, + (My + Vy) 8 + (Hy — 0) dy + (U, — %) dy, 
Ty (my? 4°)  2Tyo(m, mM, + M,Ny) + T..(m,* + n,*) 
= 2( 4481? 20498) 8p TyySp*) + 2(t44d,* + 2t4.d,d, + Td’), 

in welchen: 


*) Vgl. Krause, die Transformation der hyperelliptischen Functionen erster 
Ordnung, Leipzig 1886, S. 3. 
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Sa = > (Ma + ta), da= + (Me — Ma) (a= 1, 2) 


gesetzt ist, so erhilt man: 


(3) ae (ts, , My) 3 (v;, V9) 
2i 2 > (uat a) Sat in >: Tap SaSp 2i 14> (wa-va) dati a2 tap dy dp 
ime e a a,p e a a, M 
$4, 32 d,,d, 


Da die Gréssen m, und m, alle ganzzahligen Werthe von — co 
bis + co durchlaufen, so gilt das Nimliche fiir die Gréssen 2s. und 
2d.; weil aber Summe und Differenz zweier Zahlen mod. 2 con- 
gruent sind, so miissen 2s, und 2d, beide gerade, oder beide un- 
gerade sein. Daher kann man setzen: 


2 Sq = 2dg = 2ry + &, 

und wird alle den Summationsbuchstaben s, und d, zukommenden 
Werthe, und jeden nur einmal, erhalten, wenn man die Gréssen r, 
simmtliche ganze Zahlen von — oo bis + oo durchlaufen lisst und 
den Gréssen &, unabhiingig von einander die Werthe 0 und 1 giebt. 
Deshalb zerlegt sich der Ausdruck auf der rechten Seite von (3) in 
vier andere Ausdriicke der nimlichen Art, in welchen s,, d,, s,, d, 
die folgenden vier Werthe haben: 


1 1 1 1 
M25 Nba Ny mby Nt emt eo 


Andererseits zeigt die Vergleichung von (1) und (3), dass die in 
(3) vorkommenden unendlichen Summen ebenfalls Thetafunctionen sind, 
aber solche mit den Moduln 27,3. Bezeichnet man diese Theta- 
functionen mit doppelten Moduln durch 9, so erhilt man daher aus (3): 


(4) BES (wm) HO (v) = O89 (u-+-v) OP 9(uw—v) + O19 (w-+v) O19(w—v) 
+ 08 i(u+v) O8!(u—v) + Ol (w+v) Os (w—v), 
wobei zur Abkiirzung fiir 


OFF (u ’ Uy), O% j2(e, + V1, Uy + V») 
bez. 
OZR (uM), OFF (w+ ») 


gesetzt ist; eine Bezeichnung, die im Folgenden beibehalten werden soll. 
Vermehrt man in (4) die Argumente u, und vg um: 


1 1 1 
2 0a + 3 1% a1 + a §2%a2» 
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und vertauscht dann vg mit — vz, so ergiebt sich nach einigen Um- 
formungen die folgende allgemeinere Formel: 


(5) a $3 (u) OF p(e) 
= 080 (u + v) Or &(u — v) + (— 1)* O18(u + v) Ot! &(w — v) 
+ (1) 08 3(u-f- 0) Os *$1(u—v) + (—1)9+201 1(u-f-0) OH t1(u—v)*), 
Man kann derselben eine elegantere Form geben, wenn man das 
folgende System von Gréssen einfiihrt: 
ay—o, av —o 
aM ei, aA —O, 
ay —0, aPp—i, 
sp—i, = t. 
Dann verwandelt sich namlich (5) in: 


(7) D5 5 (u) O35 (0) 


(6) 


N 1 yr’ tos, 2 Oat») a() ( + ) Os. +al*) e. 4a(*) ( ) 
ed : sa u v & é Uu Vv 
_ d he is wo 


(x = 0, 1, 2, 3). 
§ 2. 
Aufstellung der Grundformel und Ableitung der Rosenhain’schen 
Relationen. 
Bedeuten AY” (n = p,q; x = 0, 1, 2,3) belizbige Gréssen, sind 
e\", ef” positive oder negative Einheiten, und setzt man: 
(8) AM) am AL LAM of AL + eh el” AD, 


*) Legt man den Gréssen ¢,,4,, unabhiingig von einander, die Werthe 0 
und 1 bei, und setzt 


a, = Oo0(u-+ v), = O10(u+v), a—Oo1(u+v), a, = O11(u-+ >), 
00 00 00 00 

B, = Ooo(u — v), Be=O10(u—v), B,—O01(u—v), By=O11(u—>), 
00 00 00 00 

so bilden die aus den rechten Seiten von (5) hervorgehenden 16 Ausdriicke ein 


orthogonales System, weil sie sich durch die Composition der beiden identisch 
orthogonalen Systeme: 


| as 4, By B, — Bs By, 
Qe = — a3, — fr By By Bs, 
a a4 a G2, By — Bs B, Be, 
a as a — %, By Bs Be — By 


ergeben, Daraus folgt der von mir fiir die Orthogonalitiit der 16 Thetaproducte 
abgeleitete Satz, Vgl. Kronecker’s Journal Bd. 94, S. 77 und Krause S. 31. 








so 
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di 
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so erhalt man fiir das Product A) A den folgenden Ausdruck: 
(9) A'?) A'9) == (Ai?) 4{a) 1. @lP) ofa) 4{P) 4/9) + ee AQ’ AY 4 eb? el? ef? ef?” AY AM ) 
te ef? (AP Ae 4 ef) elt) 4) 410) 4 ol?) ofa) 41?) 412) 4 el?) oft) olPlela) Ai?) Ale) 
+ ef? (AP? AY? + el? ef AP) AL cP el? AP) AIM 4 el?) oft) of?) oft Al” Al?) 
tel” ef (AP AY + el) el? A?) AWD 4 ol? el? 4) AI? + el?) eft ol?) ola) A Ai), 


Legt man in demselben den Einheiten e™ und den Gréssen A 
die folgenden Werthe bei: 


as aC) gimdg.alx) a(n) i 
n 
Ce = (- 1) : Ax = om” i (2a) (n =p, q), 


so gehen vermége der Gleichung (5) oder der Gleichung (7) die vier 
Klammergréssen des Ausdrucks (9) in die vier Functionen iiber, 
welche aus: 
» — (p,9) 
a (9) » ( ‘all tai “— (9) xo) ( al ~~ 
oP +00 ap +09 alp +019 op +07 

fiir x—0,1,2,3 sich ergeben. Daher verwandelt sich Gleichung 
(9) in die folgende Grundformel: 


(10) A®) 4m — oir + ef? gra } ef ap?) + elt) el? giro) 
(p, 9) © ¢ 
os bo ar? (x =0, 1, 2, 3), 


deren Vera!lgemeinerung fiir Thetafunctionen von beliebig vielen Argu- 
menten ich in den Comptes rendus tom. CIV p. 1256 gegeben habe. 

Legt man in der Grundformel (10) den Indices p,q die Werthe 
1, 2,3,4 bei und wendet sie auf die Identitit: 


(AM A®)) (AM AM) = (AM A®) (A® AM) 


an, so erhalt man unmittelbar das Gleichungssystem: 


a1) Sarat S989 — > oS aro, 
x x nr x 
(« = 0,1, 2, 3), 


welches eine grosse Anzahl von Thetarelationen umfasst. Im Speciellen 
sind dieselben von Rosenhain*) und von Herrn Krazer**) ent- 
wickelt. worden. 


*) Vgl. die der Preisschrift beigefiigten Formeltabellen. 
**) Theorie der zweifach unendlichen Thetareihen auf Grund der Riemann’- 
schen Thetaformel. Leipzig 1882. 
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Die vollkommene Analogie, welche zwischen den rechten Seiten 
von (8) und (10) besteht, gestattet Gleichung (9) auf (11) anzuwenden. 
Fiir die specielle Annahme: 

I ee 

(a = 1, 2), 
erhilt man auf diese Weise, wenn man noch: 
2(ul? + ul) == 2a.’ = We + Le + Ye + Za, 
2(ul? = ul’) as 22. = We + Le — Va — 2a, 
2 (ul) + ull) = 2y.’ = we — La + Ya — fe, 
2(u — ul) = 22, = Wa — Le — Ya + Za, 


(a = » 2) 


einfiihrt, die folgende Relation: 


(12) [Too + 0 +(-" [Jiro +(-1)" J Jo 1 +(—1)e te IT: 1 


1% 1 "eo "1% 


—|T.. 0 +(— 1)* to +(—1)" [TJ..+¢ 1)ete IT: * 


m' No’ Ne "Yo mY" 


In derselben ist zur Abkiirzung gesetzt: 


[Docs = %, 960) Px 16(2) Pv old) Orr (2) 


"2 "2 " "2 


und | [. ,, bedeutet den analogen, von W,, Xe, Ya, %a abhiingigen, 


m' "2" 


Ausdruck. 
Setzt man endlich: 


[]oo+ (— Im []o: = M, 


0 ms 
[]s0+ (— 1)" I]: = M, . 
[Teo+C ye [fis = M”, 


[Too+(- 1 []Jo: = MM”, 


und bedeuten M,, M,’, M,", M,” die Ausdriicke, welche aus UM, mM, 
M", M” hervorgehen, wenn man y,' mit y, und | [..» 


% % 


vertauscht, so erhilt man aus (12) fiir 


m' No" 








_- 


Thr 
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m=9, 1 =0; ml, w= 0; = 9, =); 
m=1, 1 =1 
die folgenden Formeln: 

M+M =M,+M,, ; 
M"+ M’” = M, — M,, 
M—M —M,"+ 0,” 
M”—- M’’= M,”" — M,’”. 

Dies sind aber fiir y, = 0, 9,’ = 0 genau die von Rosenhain 


(Mém. prés, par div. sav. & l’Académie des sciences. Paris. Tome XI, 
S. 413) gegebenen Relationen. *) 


Paris, Ende Juli 1887. 


*) Um die hier benutzte Bezeichnung der Thetafunctionen in die Rosen- 


hain’sche umzusetzen vgl. die von Herrn Krause 8. 8 u. 9 seines Werkes ge- 
gebene Tabelle. 








Ueber dem Kreise ein- und umgeschriebene Vielecke. 


Von 


Joseru Kiirscuax in Budapest. 


Die elementare Kreismessung beruht darauf, dass bei den regel- 
eingeschrieben 

umgeschrieben 
steigende 


abnehmende Rethe bilden. 


Man pflegt aber nur so viel zu beweisen, dass der Inhalt und der 


eingeschriebenen Pol grésser__. i 
. ao “4 . Se © a 
umgeschriebenen *®Y8°"S kleiner WIC, Wenn man Ge 


Zahl der Seiten verdoppelt. Ein vollstiindiger und einfacher Beweis 
ist die Aufgabe folgender Note. 
Dazu bedarf es einer elementaren synthetischen Bestimmung der 


miissigen Vielecken, die einem Kreise sind, die Inhalte 


wie auch die Umfiinge eine 


Umfang des 


Vielecke die den — Inhalt resp. Umfang haben unter allen 
i Vielecken mit ebenso vielen Seiten. 


Unter den eingeschriebenen Polygonen bestimmte diese nicht nur 
fiir den Kreis, sondern fiir eine beliebige Curve schon Steiner am 
Ende der beriihmten ersten Abhandlung iiber Maxima und Minima 
der Figuren. (Ges. Werke, II. Bd., pag. 178, oder Crelle, Journal, 
XXIV. Bd.). Dabei werden jedoch auch solche Begriffe und Siitze 
beniitzt, deren ich mich meines Zweckes halber nicht bedienen durfte. 

Auch strebte ich das Maximum resp. Minimum ebenso augenfillig 
nachzuweisen, wie in einem iihnlichen Falle der Il. Beweis von 5. in 
der erwihnten Abhandlung. 

Endlich ist zn bemerken, dass ich mich lediglich auf nicht um- 
geschlagene Vielecke beschriinke, und bei den umgeschriebenen bloss 
jenen Fall betrachte, wenn der Kreis keine Seite in ihrer Verliingerung 
beriihrt. 

1. Der Inhalt und der Umfang des unregelmidssigen n + 1 seitigen 
Polygons wird grisser, wenn n Ecken wnverdndert bleiben, und die 








UW 
n 
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letzte so am Kreise verschoben wird, dass der Unterschied der Bigen 
zwischen thr und je einer benachbarten Ecke kleiner wird. 

Die Ecke A, (Figur I), die zu A, niher ist als zu A,, ver- 
schiebe man nach A. Den Forderungen des Satzes gemiiss muss A 
auf dem Bogen A, A, gewihlt werden, und 
zwar so, dass das Bogenstiick AA, grdsser 
sei als der Bogen A,A,. 

Die Sehnen AA, und A, A, schneiden 
sich in B. Im Dreiecke AB A, ist der 
Winkel bei A, grésser als jener bei A, denn 
als Peripheriewinkel betrachtet steht er auf 
einem grésseren Bogen. Folglich ist auch 


BA> BA). 





Ebenso ist 


BA, > BA,. 
Wenn man nun auf BA resp. BA, die Strecken 
BC=BA,, BD=BA, 


auftrigt, so ist das Dreieck CBD ein Theil von ABA,: 

Und nachdem die Dreiecke CBD und A, BA, congruent sind, 
besteht zwischen den nicht gemeinsamen Theilen der zu vergleichenden 
Inhalte die Ungleichheit 


ABA, > A, BA,, 
die zu beweisen war. 
Weiter sei AZ der dem Bogen A, A, gleiche Theil von AA,. Die 
Sehnen AA, und EA, schneiden sich in F. 
Es ist nun 
FE+AF >AE, 
A, F + FA, > A, An 
und wenn man addirt: 
A,E+ AA, > AE + A,An. 
Folglich ist auch 
AA, + AA, > Ay A, + Ap An. 


Der Satz ist also auch hinsichtlich des Umfangs richtig. 

2. Der Inhalt wnd der Umfang des wnregelmiissigen n + 1 seitigen 
umgeschriebenen Polygons wird kleiner, wenn die Beriihrungspunkte von 
n Seiten unverdndert bleiben, und der letzte Beriihrungspunkt so am 
Kreise verschoben wird, dass der Unterschied der Bogen zwischen ihm 
und je einem benachbarten Beriihrungspunkte kleiner wird. 
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Den Beriihrungspunkt A, (Figur II), der zu A, niaher ist als zu 
A,, verschiebe man nach A. Die Wahl von A ist ebenso beschriinkt, 
wie bei dem vorigen Satze. Ausser den 
Seiten der zu vergleichenden Vielecke be- 
darf man auch der Tangente von B, wenn ,; 
AB das dem Bogen A,A, gleiche Stiick 
von AA, ist. 

Die nicht gemeinsamen Theile der Viel- 
ecke seien GEC und GDF. Die Tangente 
von B schneide die Tangenten von A, und 
A in den Punkten H und J, die auf die 
Strecken DG resp. FG fallen. 

GH=HA,—GA,=—EA —GA =EA, 
GI =GA +AI =GA,+ A,C=GC. 
Folglich sind die Dreiecke GHI und GEC congruent. Ersteres ist 
ein Theil von GDF. Also ist 


GEC < GDF, 
wie es der Satz behauptet. 
Das Dreieck D EG hat bei EF einen grésseren Winkel als bei 
D, weil 





DG> HG=GE. 

Wenn also der Winkel KED dem Winkel GDE gleich ist, und mit 
GED auf gleicher Seite von DE liegt, so fallt die Linie EK in den 
Winkel DEF, und schneidet die Strecke DF. In der Figur ist der 
Schnittpunkt mit K bezeichnet. 

Ist EL = CD, so liegt L in der Verliingerung der Strecke EK, 
nachdem 

DL+EL=DF+ EF. 

Es ist nimlich 

DL+ EL=DC+ EC=DA,+ EA, = DA,+ EA 

= DF + EF. 


DL<KL+DK, 
EF < EK + KF, 


Nun ist 


und wenn man addirt 
DL+EF< EL+ DF, 
CE+ EF < CD+ DF, 

was noch zu beweisen war. 
3. Unter den n + 1 seitigen 


regelmissigen den Sal Inhalt und Umfang 


mithin auch 


eingeschriebenen 


umgeschriebenen Vielecken haben die 
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Man kann ein beliebiges unregelmiissiges ein- oder umgeschriebenes 
Vieleck mit dem regelmiissigen dem Inhalte und Umfange nach folgen- 
dermassen vergleichen. 

Die zu betrachtenden Gréssen aindern sich nicht, wenn man ein neues 
wae Vieleck bildet, das zwischen seinen a ... e 
dieselben Bégen hat, wie das gegebene Vieleck, bloss in anderer 
Reihenfolge. 

Man kann dabei solche Bégen neben einander bringen, deren 
einer — A,A, — kleiner, deren anderer — A,A, — grdésser ist als 
der (n-++-1)'e Theil des Kreises. Wenn nun AA, das dem (m+ 1)!" 
Theile des Kreises gleiche Stiick des Bogens A,A, ist, und A, nach 
vergrossert 


A verschoben wird, 80 yorbleinert 


sich (nach den eben bewiesenen 


Hiilfssiitzen) der Inhalt und der Umfang des ian 


Die Form hat sich insofern der Regelmissigkeit genihert, dass unter 
den zum Polygon gehérenden Bégen nun mehr dem (n+ 1)" Kreis- 
theile gleiche sind. 

Wiederholt man diese Permutation der Bégen und die Verschiebung 
einer Kcke, 
eines Beriihrungspunktes, 
Wiederholung zu einem regelmiissigen Polygon, wobei sich Inhalt und 
vergroéssert 
verkleinert 
eingeschriebenen 
umgeschriebenen 


Polygons. 


je so gelangt man nach héchstens n-maliger 


Umfang bestiindig haben. 


4. Aus jedem regelmiissigen n-seitigen Vieleck 


. : Ecke . sii 
kann man durch Einschaltung einer neuen ¢,4, ein unregelmiissiges 


eingeschriebenes 


grésserem 
umgeschriebenes 


Vieleck bilden mit kleinerem 


n+ 1-seitiges Inhalte und 


grésseren 


Umfange. Das regelmiissige n--1-seitige Polygon hat aber noch Pioineren 


Inhalt und Umfang. Folglich hat man den Satz: 
eingeschrieben 


Bei den regelmiissigen Vielecken, die dem Kreise wmgeschrieben 


sind, 


bilden so die Inhalte, wie die Umfinge eine ae Reihe. 


Mathematische Annalen, XXX, 





Sur les fonctions cylindriques. 


Par 
N. Sontne 4 Varsovie. 


(Extrait d’une lettre adressée 4 la rédaction.) 


A la téte du nouveau cahier des Mathematische Annalen XXX, 3 
qui vient de paraitre se trouve un article de M. Schafheitlin sur la 
répresentation de la série hypergéometrique par une intégrale définie 
contenant les fonctions cylindriques. II parait que l’auteur n’a pas 
pris connaissance des travaux antérieurs rélatifs au sujet qu'il traite; 
du moins parmi les citations contenues dans son article on ne trouve 
mentionnés par rapport aux fonctions cylindriques que deux mémoires 
de M. Weber, mais non, par exemple, les mémoires de Hankel au t. VIII 
des Math. Ann., ainsi que mes Recherches sur les fonctions cylindriques 
publiées au t. XVI du méme Recueil. Dans ce dernier mémoire l’auteur 
pourrait retrouver au bas de la page 51 ses deux formules générales 
51) et 52) réunies en une seule, ainsi que plusieurs autres formules 
particuliéres de son article. Notre formule 


ao 
- J J"(ax) J?(cx) 22"? dx 
0 
Q2m—n—p+2 a” cP 


= Tn—m—p) tesa J (a? — b?)s-m—1 (c? — b?)p—m-1 Bamtt db, 


a<c, n>m>—l1, p>m>-—l, 
od l'intégrale au second membre s’exprime par 
i a2” c2p—2m—2 F(m —p+1, m+1, n+1, “) “ 
exprime directement l’égalité de deux expressions intégrales de la série 
hypergéometrique, celle qui a été donnée par Euler et celle qui contient 





ro| = 
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les fonctions cylindriques, et a été établie tout indépendamment des 
équations différentielles auxquelles satisfont respectivement la série 
hypergéometrique et les fonctions cylindriques; en effet elle a été 
déduite exclusivement 4 aide d’une nouvelle expression intégrale de 
la fonction J*(x), qui nous semble la plus avantageuse pour |’étude 
de cette fonction, a savoir 


a 


_ Z\n 1 ‘ $t0-sSer dr 
I(t) = (2) ae / ° SE SPs 8S 


Il est vrai qu’en employant cette expression de la fonction J*(z) on 

est conduit & la condition restrictive p > m; mais on peut aisément 

sen affranchir en divisant la formule par c~? et la différentiant aprés 

par rapport a c*® ce qui se réduit au simple remplacement de p par 
p — 1 en vertu de la formule 

dc? J? (cx) 

oS a 


Varsovie, le 24. octobre 1887. 


x = 
y CPt dP (cx)... . 
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Ueber das Umkehrproblem der elliptischen Integrale. I... ..... 
Ueber das Umkehrproblem der elliptischen Integrale. Il........ 


W. Voigt in Géttingen. 
Zur Theorie der Fliissigkeitsstrahlen. ........ ee rere a 
K, VonderMiihll in Leipzig. 
Ueber Green’s Theorie der Reflexion und Brechung des Lichtes. . . . 
Ueber die Bewegung se ee snp in Gefiissen. Nach Johann 
Rudolf Merian. ......... . ° 
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596 Inhaltsverzeichniss der Bande 21—30. 


A. Voss in Miinchen. 

Zur Theorie der allgemeinen Punktebenensysteme 

Zur Theorie der algebraischen Differentialgleichungen erster Ordnung 
ING <)'. cng 6 at ew. 0, ©. Era SOE ee) eo ee 

Theorie der rationalen algebraischen Punkt-Ebenen - Systeme 

Ueber Multiplication bedingt convergenter Reihen 

Ueber parallel geordnete Orthogonalsysteme 

Ueber Polygone, welche einem Gebilde zweiten Grades umgeschrieben sind 

Ueber die Differentialgleichungen der Mechanik 

Ueber Poncelet-Zeuthen’sche Polygone, welche einem Gebilde zweiten 
Grades eingeschrieben sind 

Beitriige zur Theorie der algebraischen Fliichen: I. Zur Theorie der 
Steiner’schen Kernfliichen 

Ueber eine Eigenschaft der cubischen Formen mit beliebig vielen Ver- 
anderlichen 

Ueber einen Fundamentalsatz aus der Theorie der algebraischen Func- 


Ueber ein Theorem der analytischen Mechanik 

Beitriige zur Theorie der algebraischen Fliichen: Il. Ueber die zu zwei 
eindeutig auf einander bezogenen Flichen gehirigen Strahlensysteme 

Zur Theorie der Hesse’schen Determinante 


H. Weber in Marburg. 
Ueber die Galois’sche Gruppe der Gleichung 28'" Grades, von welcher 
die Doppeltangenten einer Curve vierter Ordnung abhiingen. . . . 


W. Weiss in Prag. 
Ueber einen Beweis der Zeuthen’schen Verallgemeinerung des Satzes von 
der Erhaltung des Geschlechts 


C. Weltzien in Berlin. 
Zur Theorie der Doppelpunkte und Doppeltangenten der ebenen ratio- 
nalen Curven 
Zur Theorie derjenigen ebenen Curven, deren Coordinaten sich rational 
und ganz durch zwei lineare Functionen und zwei Quadratwurzeln 
aus ganzen Functionen eines Parameters darstellen lassen 


E. Wiltheiss in Halle a. S. 
Ueber die complexe Multiplication hyperelliptischer Functionen zweier 
Argumente 
Ueber Thetafunctionen, die nach einer Transformation in ein Product 
von Thetafunctionen zerfallen 
Ueber eine partielle Differentialgleichung der Thetafunctionen zweier 
Argumente und iiber die Reihenentwickelung derselben 


A. Witting in Dresden. 
Ueber Jacobi’sche Functionen ke Ordnung zweier Variabler 


H, G. Zeuthen in Kopenhagen. 
Théorie des figures projectives sur une surface du second ordre. II.. . 
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